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Abstract

A composite transformation of two algorithms accelerating the convergence of a vectorial
sequence is defined and some properties are proved: i.e. limit conservation, convergence acceleration,
non linearity and quasi-linearity.

The comparation between two sequences is studied by means of their scalar product with an
arbitraiy vector of the topological vector space considered.

The composite sequence of higher rank is also defined and some properties are proved. Some
known convergence acceleration algorithms appear as particular cases.

Resumen

Consideremos dos algoritmos cualesquiera que aceleran la convergencia de una sucesién de vec-
tores convergente inicial. Definimos una composicion no lineal de ambos que llamamos transformacion
compuesta vectorial de rango dos y a continuacidn estudiamos sus propiedades: Convergencia al limite
de la sucesion inicial, aceleracidén de la convergencia, no linealidad y cuasi-linealidad. La comparacién
entre sucesiones la efectuamos a través del producto escalar de las mismas con un vector arbitrario del
espacio vectorial topoldgico considerado.

Posteriormente definimos la transformacidn compuesta de rango superior y damos algunas
propiedades.

En ambos casos obtenemos que diversos algoritmos conocidos de aceleracion dela convergencia
estdn comprendidos en nuestra transformacion.

1. INTRODUCCION

Existen diversas transformaciones para acelerar la convergencia de suce-
siones vectoriales (Brezinski, 1978). En el presente articulo se define una
composicién no lineal de algoritmos vectoriales de aceleracidn de la conver-
gencia que comprende como casos particulares transformaciones vectoriales
conocidas. Asimismo permite generar otras muchas dependiendo de los algo-
ritmos primarios elegidos. Transformaciones originales de este tipo han sido
estudiadas en Guerrero (1985-b), en donde se patentizan sus ventajas.
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Consideremos el espacio vectorial topoldgico E sobre R y E' su dual
topologico. Si z € E y z' €E' la expresion (z,z') designard la forma
bilineal que establece la dualidad entre £ y E'. Cuando E = RP tendremos

"=RP y (z,z') representard el producto escalar de los vectores z y z'.
Este caso serd el que nos sirva de base.

Sea (S,) la sucesion del conjunto EWN (N es el conjunto de los nimeros
naturales) convergente al limite S€E.

Se define una transformacién vectorial, #;, como una aplicacion de

EN ¢n EN que a cada sucesion (S,) le hace corresponder la sucesion de
vectores

i (Sn)=1{".
Definicion 1.1.— Sean t; y t, dos transformaciones vectoriales sobre la
sucesion (S,) tales que
At, #At,, Vn.

Se define la transformacidon compuesta de rango dos como la aplicacién T
de EN en EN cuyo transformado es

T, =t(1n) +ay (f’(zn) - ZL(ln)),
siendo
an =—(x, A) [ [(x, Aed) — (x, A,

donde x es un vector arbitrario de £ que no anulard simultdneamente (x,
APy vy (x, Ar). Podemos expresar T, como cociente de determinantes

1 1
(x, AP (x, At§D)

. t(ln) [Yz)
T, ARDY  (x, AFP)

expresiones que pueden obtenerse aplicando el procedimiento 0-vectorial a
190 =1 + (190 — ¢),  (Brezinski, 1978).
El operador A se define de la forma

ASy =Sps1 — Sp

2. PROPIEDADES

Para que nuestra transformacidon vectorial sea Util debe converger al
vector limite de la sucesion inicial como a continuacion demostraremos.
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Teorema 2.1.— Si

lim £ =1im ¢t =S
n n
y si

Ja<1<By 3Ing [¥=ng: (x, A) [ (x, At) & [, B]
entonces

lim 7,, =S.
n
Demostracion. —

lim T, =1im /% — 1im (/% — 7)) [(x, AfP) | (x, At) — 1]=8
n n n

Para estudiar la aceleracion de la convergencia veremos €l comporta-
miento de la sucesion (z, T, — S) frente a una de las sucesiones (z, t{?),

, . . ]

(z,t9) 6 (z, S, —S), para cualquier vector z del espacio E'.
En primer lugar veremos que si las dos transformaciones primarias
tienen un comportamiento andlogo frente a la sucesion inicial, la transforma-

cion compuesta no acelera la convergencia de (z, S,,) y mantiene dicho
comportamiento.

Teorema 2.2.— Si

Ja<1<By Tng/¥n=ng: (x, AtP) /] (x, At) & [«, B].
Si ademds

@, =8 (z, P -9
llm—‘_'—ll —_— =

n (z, S, —8) a2 S8, -85

cualquiera que sea el vector z, entonces

lim(z, T, —S)/ (z, S, —S)=a.
n

Demostracion.—
(2, T, = 9) (2, P -5
lim ————— =lim —— —
n (z, S, —25) n (z, S, =S
, I (@t@—& @tW~$)
— lim — =a—-0=a
n (-xa At&ﬂ)) (Z, Sn _.S) (27 Sn - S)

(x, D)
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En cambio si #; y f, tienen distinto comportamiento entonces 7 si
acelera la convergencia de la sucesion original.

Teorema 2.3.— Si (Sy) es una sucesion para la que Foa <1< tal que

(‘x9 S}’l"‘l _S)/('xa Sn _S)¢[aaﬁ] vx EEI:

si ademads
lim(z, ¢ —8)/(z, S, —S)=a
n
y
lim(z, 99 —8)/(z, S, -~ S)=b+a, ¥Vz€E'
n
entonces

(z, Ty —S)=o0l(z, S, —S)] cuando n — oo

Demostracion.— Efectuando algunas transformaciones elementales es
inmediato que

o, 8y (x, At
lim —— =lim —;
n (x, Sy —S5) n (x, ASy,)

y teniendo en cuenta este resultado nos queda

@ T =S . (z, 1" -8
11m - =lim ——— —
n (z, S, =8 n (z, S, —9)

— lim
no (A (x, AR

(x,AS,)  (x, AS,)

(x, At) [ (x, AS,) ((z, -8 (2, r‘{”—S))
(z, Sn—S) (2, Su—8)

a
a b—a ( @)

Con una condicién complementaria la transformacién compuesta vec-

torial acelera la convergencia de las transformaciones primarias. En el siguien-
te resultado damos la condicidén que debe cumplir ¢, para que esto ocurra.

Teorema 2.4.— Si
1{im % =1im t{? = 5,
n n

si
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lim(z, 12 -8/, £ - S)=a+#1
n
y ademds
Ja<1<By ng/¥n=ny: (z, Y —8)/(z, 9 - 8) & [«, B]

entonces
(z, Ty —S)=o0[(z, t{? —8)] cuando n—>o0 y ¥z EE"

Demostracion. —
, (Zs Tn _S) ., (Za tﬁn) —S)
lim —————— =lim ———— —
no (z, 19 —8) no (z, 9 - 8)
i ! ((z, 68 (1P —.S)) _
n (x7 Atgn)) _ (Z> tgn) _S) (Za Z‘(ln) —S)
(x, Ar™)
a—1
a—1

Si ademds a # 0 también se verifica que
(z, To —S)=o0[(z, t{? — 8] cuando n oo,

A continuacién damos una condicion suficiente para que 7, =S,
V' n>=n, (nucleo de T) que es til en la seleccidon automadtica de algoritmos
(Delahaye, 1981). La condicidén no es necesaria porque de (x,»)=0 no se
deduce que uno de los vectores x 0 y sea el vector nulo. Se obtiene también
sin dificultad que el ntcleo de la transformaciéon compuesta vectorial con-
tiene a los nucleos de los algoritmos primarios ¢, y ¢,.

Teorema 2.5.— Sea la sucesion de vectores (S,) convergente al limite S.

Supongamos t({’) #t{, ¥ n. Una condicion suficiente para que T, =S,
¥n>n, esque IN,N, con \; + N, #0 y 3In, /[ V¥n>n, se verifi-
que la relacion

AN EP -+, @ —S)=0.

Demostracién.— Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
Ay + A, =1. Tenemos pues el sistema siguiente

A AN =1

Mt P =8
A D a1tV =S
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restando a la tercera ecuacidn la segunda y efectuando el producto escalar
con x €E' nos queda el sistema de la forma

A+ =1

A + 2,10 =S

Ay (x, At%")) + A, (x, At%")) =0

que tendrd solucidén no trivial si su determinante es nulo

1 1 1
1 1 S|=0
O, A7) (e, AfP) 0O

determinante que desarrollado nos dard S=T,,.

Estudiando otras propiedades de nuestra transformacion es claro que,
si los algoritmos primarios tienen sus andlogos escalares, la transformacién
compuesta vectorial da iguales resultados que la aplicacidén de la correspon-
diente escalar a cada una de sus componentes, lo que podria resultar
conveniente en algunos casos particulares si el nimero de éstas es pequefio.

No obstante, esta descomposiciéon no es en general posible; e incluso
cuando lo es, suele resultar ventajoso usar el algoritmo vectorial a efectos
de implementacion.

Teorema 2.6.— Dada la sucesion de vectores (S, ), supongamos que de
las transformaciones vectoriales ¢, t, y T existen sus analogas de tipo esca-

lar 7, 7, y T representativamente. Aplicaremos estas transformaciones
escalares a la sucesion numérica ((x, S,)). Si

I =(x, (M), i=1,2, ¥n,
entonces se verifica
Th =(x, Ty),

siendo x un vector arbitrario de E’.

Demostracion.— Teniendo en cuenta que
(x, AMY= AT i=1,2
la transformacion compuesta escalar queda como sigue
T, =70 — (@9 - 70 ATP [ (ATP — AT =(x, £§) —
— [ e, 19) = (e, 80)) Cx, ALY [ [Gx, A — (x, A =

= (x, 1) — (x, 190 — 1) (x, AHD) [ [(x, A — (x, Aff)] =
=(x, Typ).
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Podemos ver ademds, que aunque las transformaciones primarias sean
lineales, la transformacion compuesta, en general no lo es, como sigue inme-
diatamente de su expresion como cociente de determinantes. En cambio se
verifica el siguiente resultado de cuasi-linealidad.

Teorema 2.7.— Sea a una constante no nula y b un vector cualquiera
de E. Si t; y t, son cuasi-lineales, es decir

t; @S, +b)=at;(S,)+b, i=1,2,

entonces T también lo es.

Demostracion.—
T (@S, +b)=
—t, @S, +b)— (x,At, @S, + b)) (t, @S, +b)—t, @S, +b)) _
(x,At, @S, + b)) — (x, At, (@S, + b))
_ (x, Aty (Sn)) _
meln - o (50— (e, Aty (S 12 G0 SUSE

=al (S,)+b

3. CASOS PARTICULARES MAS NOTABLES

Segan sea la eleccidon de las transformaciones primarias f, y f, encon-
tramos que la transformacion compuesta vectorial 7, coincide con algunos
algoritmos vectoriales ya conocidos.

A) Resulta ser el §-algoritmo vectorial (Brezinski, 1978) si
£ =g+ D y 19 =11 + oy DD, |

siendo a; una constante no nula y
DR =OF) — 05 [ OFLY - 05, 05 — 05)
obteniendo entonces que
T, = egl?n-
B) Coincide con el E-algoritmo si
1M =EM, y 10 =10 + a8,

con oy, constante no nula. Resultando asi
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T,=E®,

C) Se reduce al A? de Aitken vectorial (Germain-Bonne, 1978) cuando

sustituimos el vector x por la sucesién x,, = Az‘g”) y consideramos

tgn)zsn y tgn):SrHl-
Resultando

T, =S, — AS, (AS,, AS,) | (AS,, A2S,).

4. APLICACIONES

Como ejemplo ilustrativo hemos comprobado la convergencia de nues-
tra transformacidén compuesta considerando la sucesién inicial de vectores
{(Un, Vy)}, siendo

Up=Uy-y —0005U%_, vy Vy=V,1 —0.004V2_,,

cuyo limite es el vector nulo. Tomando como #; la primera iteracion par del
e-algoritmo y como ¢, el segundo paso del f-algoritmo, obtenemos en la
iteracidén quinta

(Us, V5)=(0.91640987, 0.88113590)
mientras que a través de la transformaciéon compuesta tenemos
Ts =(0.11701 - 1072, 0.15931 - 1072).

Para evitar los errores de redondeo se han programado los algoritmos
en doble precisidon y en el caso de presentarse divisiones por cero son utiliza-
bles las reglas particulares de Cordellier (Brezinski, 1978).

Asimismo la programacién de los algoritmos puede acompafiarse de las
correspondientes sucesiones de intervalos que acotan el error cometido en
cada iteracion. Esta técnica de control de errores ha sido expuesta en nuestro
trabajo (Guerrero, 1985b).

5. TRANSFORMACION COMPUESTA VECTORIAL
DE RANGO SUPERIOR

Haciendo una generalizacion andloga a la de Shanks respecto al A? de
Aitken (véase Brezinski 1978, Guerrero 1980, 1985b, Wynn 1956), encon-
tramos la transformacién compuesta de rango superior.
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Definicién 5.1.— Sea la sucesidon vectorial convergente (Sy) de Iimite S
y las k + 1 transformaciones ¢, tj+1, ..., ti+k. Se define la transforma-

ciébn compuesta vectorial de rango k& + 1 como la aplicacidén en EN que
a cada sucesion (S,,) le hace corresponder

iTx (Sp) =T,

siendo
iT((>n) = ,lgn)
y
1 (m
l (
) ) )
Ge, Aty L o, At
TW = (x, Atf’”k")) oo (Cx, Attf’i*,‘ck‘l)) i=0,1, ..
ik 1 1 k=1,2, ..
)
G, Ay L (x, A
k- k-
(e, ArHR=Dy (e, ArRED)

siendo x un vector arbitrario de E'.
Si
1 =8,.1, Mi=>0

tenemos que ,-T,ﬁ") coincide con una generalizacién del e-algoritmo topold-
gico dada por Brezinski (1978).
También en este caso el E-algoritmo vectorial resulta ser un caso par-

ticular de iT(”), haciendo i fijo y tomando
g (n)= f,(") — l‘]('i)l.
Tenemos pues

t}") gy (1) g +x (M)

(x, At{) (x, Ag; ., (1) (x, Ag; ,x (1))
prey (2 AtPHEDY (x Ag, (n+k—1)) . (X, Ag g (R + Kk )
rE x, Ag;,, (1) (x, Ag; 1 (1))

(x, Agj ., (n+1)) (x, Ag;p (n+1)
(x9Agi+1 (l’l+k—l)) (x,Ag,-,,k (n+k“))
siendo
E§ =1 Y 88 =8ik ().

Se obtiene asi que
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T =B

La transformacidon compuesta de rango superior verifica propiedades
andlogas a las dadas en los teoremas 2.1, 2.6 y 2.7 de la transformacién com-
puesta de rango dos. Ademads podemos enunciar la siguiente propiedad acerca
de su nucleo:

Teorema 5.1.— La condicion suficiente para que TV =S, ¥ n>n,
esque JAg, ..., \p con

k
= N#0
=0

yque dny [ V¥n=n, severifique la expresion
o (B =)+ .+ N ¢ —S)=0.

La demostracion se hace de forma andloga a la del teorema 2.5.
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