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Abstract 

This paper studies weakly compact and unconditionally converging operators defined on the 
space C (X, E) of the continuous, '̂-valued functions on the compact space X, in connection with 
some properties of the Banach space E. 

1. INTRODUCCIÓN 

Es bien conocido que, dados un espacio compacto y Hausdorff X y un 
espacio de Banach E^ el dual de C (X, E) se puede identificar con el espacio 
cabv (X, E') = cabv (j3̂  (X), E') de las medidas de Baire en X, numerable
mente aditivas y de variación acotada, que toman valores en el dual E' de E. 
El cual es un espacio de Banach para la norma de la variación total: IIMII = 
= |M I (X), donde, \¡x \ indica la variación de una medida M ^ cabv (X, E^). 

También es conocido que todo operador lineal y continuo T de 
C (X, E) en un segundo espacio de Banach F define una medida finitamente 
aditiva: 

mr: ^a (X)-^ L (E, F'\ 

siendo L (E, F) el espacio de las funciones lineales y continuas de E en F, 
y F" el bidual de F. La semivariación de rrif, l ^ r l , está acotada, y 

T(f)= f fdm 
'X ^ 

* Este trabajo ha sido parcialmente subvencionado por la ayuda número 0338/84 de 
la CAICYT. 
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para toda f^C (X, E): ver [1] para la consfrucción y otras propiedades. 
rrij se denomina generalmente la "medida asociada" al operador T. 

Cuando E es el cuerpo escalar, diferentes tipos de tales operadores Hnea-
les y continuos han sido caracterizados en términos de sus medidas asociadas, 
y se han hecho diferentes intentos por extender tales caracterizaciones al 
caso vectorial: ver por ejemplo, [1], [4], [6] y [14]. 

En el presente artículo estudiaremos dos de tales intentos, es decir, los 
realizados para T débilmente compacto o incondicionalmente convergente. 

En el caso escalar, un teorema clásico (ver [5, VI.2.5]) caracteriza los 
operadores débilmente compactos como aquéllos cuya medida asociada 
toma valores en F, en vez de en su bidual, y es numerablemente aditiva. 
Dicho resultado ha sido extendido al caso vectorial por Batt y Berg del modo 
siguiente: 

Teorema L— [1 ] Sean: T: C (X, E) -> F un operador lineal y conti
nuo, y rriT su medida asociada. Si T es débilmente compacto, m^ verifica: 

i) rrix toma sus valores en L (E, F). 
ii) rrirp tiene una media de control X (es decir, X es una medida 

de Baire en X, finita y positiva, respecto de la cual Im^l 
es absolutamente continua), 

iii) rrij {A) es un operador débilmente compacto de E en F, 
para cada subconjunto de Baire A de X. 

(A) 

Si tanto E' como E" tienen la propiedad de Radon-Nikodym (P.R.N.), 
la condición (A) sobre nif Qs también suficiente para asegurar la compacidad 
débil del operador T. 

En forma parecida, Dobrakov planteó en [6] el problema de caracterizar 
a través de sus medidas asociadas los operadores incondicionalmente conver
gentes, es decir, aquellos que transforman series débilmente incondicional-
mente de Cauchy en C (X, E) en series incondiconalmente convergentes 
en norma. Su resultado se puede enunciar del modo siguiente: 

Teorema 2. — Sean T: C (X, £) -> F un operador lineal y continuo, y 
mj su medida asociada. Si T es incondicionalmente convergente, mj ve
rifica: 

(B) 

i) m 7 toma sus valores en L (E, F). 
ii) mf tiene una medida de control. 
iii) mx (A) es un operador incondicionalmente convergente 

de E en F, para cada subconjunto de Baire A do X. 

Ambos resultados anteriores plantean el problema de cuándo las condi
ciones (A) y (B) caracterizan los operadores débilmente compactos o 
incondicionalmente convergentes para una categoría suficientemente amplia 
de espacios E. En el artículo indicado [1 ], Batt y Berg dan un contraejemplo 
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en el que se muestra que la condición (A) no es, en general, suficiente para 
todos los espacios de Banach E, pero queda abierto el problema de si las 
hipótesis de que tanto E' como E" tengan la P.R.N. pueden ser debilitadas. 
Por otro lado, en [14], C. Swartz pareció contestar en sentido afirmativo el 
problema análogo respecto de la condicón (B), afirmando que el recíproco 
del teorema 2 es siempre cierto. Pero, tal y como veremos más adelante, ello 
no se verifica en general: hay una familia suficientemente amplia de espacios 
E para los cuales falla el recíproco del resultado de Dobrokov. Y, de hecho, 
la suficiencia de la condición (B) para asegurar la convergencia incondicional 
de los operadores parece estar relacionada con que el espacio E no contenga 
copias de CQ . 

Análogamente, demostraremos que la suficiencia de la condición (A) 
para asegurar la compacidad débil de los operadores está enteramente ligada 
a que tanto E' como E" tengan la P.R.N. 

Puesto que el estudio de los operadores débilmente compactos en 
C (X, E) está estrechamente relacionado con los subconjuntos débilmente 
relativamente compactos de su dual cabv {X, E'), comenzaremos con un 
resultado sobre compacidad débil en un espacio cabv (2 , E) de medidas 
numerablemente aditivas y de variación acotada con valores en un espacio de 
Banach E. La carcterización de tales subconjuntos constituye todavía un 
problema abierto, pese a los muchos intentos que se han hecho por resol
verlo. Uno de los primeros, que proporciona una respuesta parcial muy rela
cionada con el teorema 1 se debe a Brooks y Lewis, y establece que: 

Teorema 3.— Dados una cr-álgebra 2 y un espacio de Banach £*, un 
subconjunto débilmente relativamente compacto K át cabv(2,£') verifica: 

i) K está acotado en norma. 
ii) K tiene una medida de control X (es decir, X es una medida 

(C) finita y positiva en 2, tal que: lím Ijul {A) — O unifor-

memente en ¡x ^K), 
iii) K {A) = {¡x {A) I ¡xE: K] es débilmente relativamente com

pacto en £", para todo ^ G 2. 

Si tanto E como i?' tienen la P.R.N., la condicón (C) es también sufi
ciente. 

En la sección II veremos que la hipótesis de que tanto E como E' tengan 
la P.R.N. es necesaria para que sea cierto el recíproco del teorema 3. Y, 
como consecuencia, obtendremos la necesidad de que tanto E' como E" 
tengan la P.R.N. para que (A) caracterice los operadores débilmente compac
tos en C{X,E). 

En la Sección III se muestra que la condición (B) no es suficiente en 
general para garantizar que un operador es incondicionalmente convergente, 
y se dan algunas condiciones sobre el espacio E que garantizan su suficiencia. 

Por último, en la Sección IV se da un resultado positivo sobre compaci
dad débil de operadores que tomen sus valores en un espacio de Banach 
débilmente completo. 
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2. COMPACIDAD DÉBIL Y LA P.R.N. 

Utilizaremos el siguiente resultado, que caracteriza los espacios que 
tienen, junto con sus duales, la P.R.N., a través de los subconjuntos débil
mente compactos de espacios de funciones integrables-Bochner: 

Teorema 4.— [7] Sea X una medida finita y positiva, \ < p < +oo. 
Entonces, son equivalente: 

a) Tanto E como E' tienen la P.R.N. respecto de X. 
b) Un subconjunto K de L^ (X, E) es débilmente relativamente com

pacto si y sólo sí verifica: 

i) K está acotado en norma. 
ii) K es uniformemente X- integrable (sólo par p = 1). 

(D) iii) K (A) =-1 j f d\ / f^K? Qs un subconjunto débilmen

te relativamente compacto de E, para cada conjunto 

X-medibley4. 

Del teorema 4 se obtiene: 

Teorema 5.— Dada una a-álgebra S, son equivalentes: 

a) Tanto E como E' tienen la P.R.N. respecto de toda medida numera
ble aditiva, finita y positiva en 2 . 

b) La condición (C) caracteriza los subconjuntos débilmente relativa
mente compactos de cabv (2, E), 

Demostración.— El que a) implica b) es un resultado conocido, como 
quedó indicado en el teorema 3. Para la implicación inversa: úE à E' carece 
de la P.R.N. respecto de alguna medida numerablemente aditiva, finita y 
positiva, X, definida en 2 , por el teorema 4 existe un subconjunto KQ de 
L^ (X, E) que verifica (D) y no es débilmente relativamente compacto. 

La aplicación lineal y continua: 

0: L^ ( X , ^ ) ^ c a b v ( 2 , £ ) 

f ^ lif 

donde 

lXf{A)= f fd\ 

para todo 4̂ E 2 , es una isometría sobre la imagen, que permite identificar 
L^ (X, E) con un subespacio cerrado de cabv (2, E). Sea K = d (KQ): 
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trivialmente, K verifica (C) y no puede ser débilmente relativamente com
pacto. 

Del teorema 5 se obtiene fácilmente el siguiente: 

Lema 6.— Si E' ó E" carecen de la P.R.N. respecto de alguna medida 
de Baire finita y positiva X en el espacio compacto y Hausdorff X, existe un 
subconjunto ÍT de cahy (X, E') = C(X, E)' talque: 

i) K es absolutamente convexo y débil*-cerrado en C (X, E)', 
ii) K verifica (C). 
iii) K no es débilmente relativamente compacto. 

Demostración. — Sea KQ el subconjunto de cabv (X, E) cuya existen
cia, en las hipótesis del enunciado, queda asegurada por el teorema 5: ^o 
verifica ii) e iii), y por lo tanto, lo mismo es cierto de su envoltura absoluta
mente convexa, V (KQ). Sea K la adherencia de F (KQ) en la topología 
débil* de cabv (X, E). Trivialmente, K es absolutamente convexo, débil*-
cerrado, y no es débilmente relativamente compacto: queda únicamente por 
probar que K verifica (C). Pero: 

i-C) K está acotado en norma, por el Principio de Acotación unifor
me, al ser la adherencia débil* de un conjunto acotado. 

ii-C) Sea X la medida de control para KQ , y por lo tanto también para 
F (KQ)^ que existe por hipótesis. Fijado £ > O, existe dç^> O 
tal que, si X (A) < 3^, IMI (A) < e para cada fiEF (KQ). Si 
fx G K, existe una red (¡JÍÍ)Í^I en F (KQ) que converge a M 
sobre todas las funciones f ^ C (X, E), Pero, puesto que las 
medidas en cuestión son medidas de Baire, y por lo tanto regula
res, para cada ¡JL ^ cabv (X, E') tenemos: 

lMl(̂ ) = sup{| / fdfx\y 

donde el supremo se toma sobre todas las f ^ C (X, E) tales 
que | | / IU<1 . 
De ello se sigue fácilmente que l/il (A) < e: y X es una medida 
de control para K. 

iii-C) Fijado un subconjunto de Baire A de X, el conjunto : F (KQ ) (A) = 
= {¡JL (A) / ju G F (KQ)} es absolutamente convexo y débilmente 
relativamente compacto: luego, por el Teorema de Krein, su 
adherencia F (KQ) (A) es débilmente compacta. Sólo queda 
probar que K (A) está contenido en F (KQ) (A). Pero, de no 
ser así, por ser F (KQ) (A) cerrado y convexo en la topología 
débil*, podríamos encontrar un x en E y un [x en K tales que: 

\{x, iJi(A))\ = \ii(A)(x)\>l y | < x , x ' ) | < l 

para cada x ' en F (KQ) (A). 
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Como antes, para tal ¡JL existe una red (M/)/ e / en F (KQ) débil*-
convergente a fi: utilizando ii-C) y la regularidad de las medidas implicadas, 
se obtiene que: 

fx (A) (x) = lím [Xi (A)(x), 

y por lo tanto 
\fJi(A)(x)\<\. 

En conclusión, K (A) está contenido en F (KQ) (A), luego es débil
mente relativamente compacto. 

Tor lo tanto, K verifica (C), y es el conjunto buscado. 

Teorema Z— Si E' ó E^' carecen de la P.R.N. respecto de alguna medida 
de Baire finita y positiva en Z, existen un espacio de Banach F y un operador 
lineal y continuo T: C (Z, E) -^ F tal que su medida asociada mr verifica 
(A), pero T no es débilmente compacto. 

Demostración.— Bajo las hipótesis del enunciado, sea K el conjunto 
cuya existencia queda asegurada por el lema 6. Tomando polares respecto del 
par dual <C (Z, £*), cabv(Z,£")>, V=-K^ es un entorno de O en CiX,E), 
y V^ = j ^ ^ ^ = K, por ser K absolutamente convexo y débil*-cerrado. Consi
deremos entonces, como en [13, III.6.§7], los espacios C (Z, E)v Y 
cabv (Z, E')K . cabv (Z, E')K es un espacio de Banach, cuya bola unidad 
coincide con K; asimismo es un espacio de Banach la compleción, F, de 
cabv (Z, E')y, y se tienen las aplicaciones canónicas: 

(j)y: C (Z, E)-^ C (Z, E)v proyección canónica 

\pK ' cabv (Z, E')K -^ cabv (Z, E') inclusión canónica 

que son lineales y continuas. 

Además, se obtienen fácilmente las identificaciones: 

F' = [C (Z, E)vr= [C (Z, E')]vo = cabv (Z, E')K , 

bajo las cuales ^K ^S la apHcación adjunta de 0 ^ . Sea, pues: 

r = 0 F : C(X,E)-^F. 
T es un operador lineal y continuo, cuyo adjunto es T' = \¡^K- Puesto 

que K es la bola unidad de F' = cabv (Z, E')K, Y T' (K) = \IJK (K)= K, 
que no es, por construcción, débilmente relativamente compacto, hemos de 
concluir que T' no puede ser un operador débilmente compacto. Luego tam
poco r puede serlo, como se deduce del Teorema de Gantmacher. 

Veamos a continuación que la medida asociada a F, m7, verifica la 
condición (A), m7 se define canónicamente (ver [1 ]) según: 
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rrij {A)= T" (xX^ ) para cada subconjunto de Baire, ^ , de X, y cada 
X G E, siendo XA la función característica d e ^ . 

Entonces, se tiene: 

i-A) MT (A) (x) = T" {XXA ) pertenece a F para cada x ^E y cada 
subconjunto de Baire, ^ , de X. Pues, fijados^ y x, sea X la medi
da de control de K, que existe por hipótesis. Dado cualquier 
natural n, podemos encontrar un 9^ ^ O tal que, si X (5) <̂  9^, 

ÍMl(5)< ^ 
2ni\\x\\+ 1) ' 

para toda nEK, 
Al ser X una medida de Baire, existen un subconjunto compacto, 
K„, y uno abierto, G^, de X, tales que K^ ^ A C G^ y 
X (G^\K^) < 9„. Y, por la compacidad de X, existe una aplica
ción continua: 0„ : X -> [O, 1] tal que 0„ (Kn) = {1} y 
0„ (X\G„) = {0}. Sea /„ = x 0 „ : (/„)„eiN es una sucesión en 
C (X, E), y un sencillo cálculo prueba que 

rixXA) = límT(fn). 
n 

Y como F es un espacio de Banach, m {A) {x) = T" {XXA ) Per
tenece a F. 

ii-A) La medida de control, X, para K, es también medida de control 
para m^, pues para cada subconjunto de Baire A de X tenemos: 

f II " 11^ 
\mT\ {A) = sup ^ 2 ^ 7 ^ (Ai) (Xi) K 

donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas 
{Al, ..., Afj} áQ A en subconjuntos de Baire, y todos los subcon-

juntos finitos {Xj, ..., x^} de la bola unidad de E. 
Dados tales {Ai, ...^A^} y {^i,...,^«}, tenemos: 

I X^ rriT {Ai) {Xi) || = || ^2^ T" (x,-X^.) || = 

= sup I ÍT" ( , |^ XÍXA). iu> / M ^ ^1= 

í\ "" II 
= sup^ 2 lJi{Ai){x¡)\l ix^K\<suv {\lJi\{A)l ii^K] 
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iii-A) Dado un subconjunto de Baire A de X, mj {A)\ E -^ F es un 
operador débilmente compacto,- pues como se comprueba fácil
mente, su adjunto mj {A)' aplica cada //de F' - cabv {X, E')K 
en ¡X {A). Así, mj {A)' (K) = K (A), que por la elección de K 
es débilmente relativamente compacto en E. 
Y el Teorema queda probado. 

Puesto que un espacio de Banach E tiene la P.R.N. general si y sólo si la 
tiene respecto de la medida de Lebesgue en el intervalo [O, 1] (ver [5, 
V.3.8]), podemos concluir de los teoremas 1 y 7: 

Corolario 8.— Sean E un espacio de Banach y X ti intervalo [O, 1]. Son 
equivalentes: 

a) Tanto E' como E" tienen la P.R.N. 
b) Para cada espacio de Banach F, la condición (A) caracteriza los 

operadores lineales y continuos T: C {X, E) -^ F que son débil
mente compactos. 

3. OPERADORES INCONDICIONALMENTE CONVERGENTES 

Comenzaremos recordando algunos resultados conocidos a los que nos 
referimos más adelante. 

A. Pelczynski, en [12], da la siguiente definición: 
"Un espacio de Banach E tiene la propiedad (V) si todo operador incon

dicionalmente convergente de E en cualquier otro espacio de Banach es 
débilmente compacto." 

Y, puesto que del Teorema de Orclicz-Pettis se sigue que todo operador 
débilmente compacto entre dos espacios de Banach es incondicionalmente 
convergente (ver [10, 3.2.1]), en los espacios que tienen la propiedad (V) 
las dos clases de operadores coinciden. 

Así, del teorema 7 obtenemos las siguientes consecuencias: 

Proposición 9.— Si el espacio C (X, E) tiene la propiedad (V), son 
equivalentes: 

a) Tanto E' como E" tienen la P.R.N. respecto de cada medida finita, 
positiva y numerablemente aditiva en X. 

b) Los operadores incondicionalmente convergentes en C (X, E) 
quedan caracterizados por la condición (B). 

Demostración.— La demostración se basa en que, si C (X, E) tiene la 
propiedad (V), también E debe tenerla. 

En el artículo anteriormente indicado, Pelczynski prueba que el espacio 
C {X) tiene la propiedad (V) para todo X compacto y Hausdorff. Sean en-
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tonces dos compactos Hausdorff Z e Y: el espacio C(X, C (Y)) es isomor-
fo a C (X X Y), luego tiene la propiedad (V). Y como, siendo E = C(Y), 
tanto E' como E" tienen la P.R.N. si y sólo si Y es finito [5, VII.7], podemos 
concluir que el recíproco del resultado de Dobrakov (teorema 2) no es cierto 
para una amplia familia de espacios E, que incluye todos los C (Y) para Y 
compacto, Hausdorff e infinito. De hecho, probaremos un resultado aún más 
fuerte sobre este tipo de operadores: 

Teorema 10.— Sean E espacio de Banach y X compacto, Hausdorff e 
infinito. Entonces: 

a) Si E no contiene copias de Co > los operadores incondicionalmente 
convergentes en C {X, E) son caracterizados por (B). 

b) Si E es separable, la condición de no contener copias de Co es tam
bién necesaria. 

Demostración.— 

a) Sea T un operador lineal y continuo de C {X, E) en un espacio de 
Banach F, cuya medida asociada mr verifique (B). Dada una sucesión 
(fn)nGm en C (X, E) tal que la serie 2 fn sea débilmente incondicional-
mente de Cauchy, tenemos: 

Fijado t ^ X, para cada x' E E^ la aplicación 9^ '̂ definida por: 
^tx' (f) = (f(tX x) para cada / E C ( Z , F), pertenece al dual C{X,E)\ 
luego S fn (t) es una serie débilmente incondicionalmente de Cauchy en J?. 
Puesto que E no contiene copias de CQ, por el Teorema de Bessaga-
Pelczynski [2], 2 fn (t) es incondicionalmente convergente en norma a 
algún h (O ^ E. 

Así, tenemos definida una función h: X-^E talque: 

i) h es totalmente medible, siendo límite puntual de una sucesión de 
funciones continuas y, por lo tanto, totalmente medibles. 

ii) h es acotada, pues, por el Principio de Acotación Uniforme, al ser 
/débilmente incondicionalmente de Cauchy, existe M>0 tal que 

I 2 /„ \<M 

para cada Â^ conjunto finito de naturales. Luego ||/z|| < M . 
iii) Por i) e ii), h pertenece al bidual de C(X, E), y actúa sobre cada 

ju E C (Z, E)' = cabv (X, E') según: 

(h. fx)= j h dix. 

iv) Siendo X la medida de control para |/^ri, cuya existencia queda 
garantizada por (B-ii), h E X* (X, £*), luego es m^-integrable. 
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Y como niT toma sus valores en L (E, F) por (B-i), 

I fdniT 

pertenecerá F, y 

r ' ( / 2 ) = í hdniT, 

pues para cada j ' E F ' : 

<i hdniT, y')= I h d (mr, y') = 
-^x -^x 

= {h,(mT,/)) = (h,T'(/)) = {T"(h), y'), 

ya que T' (y') = (mr, y') pertenece a C (X, E)' = cabv (X, E'), 
v) La serie X T (fn) converge incondicionalmente a T" (/z) en la 

norma de F. En efecto, dados e > O y a aplicación de los natu
rales sobre sí mismos, tenemos: 
Por ser ¡mj-l absolutamente continua respecto de X, existe 
9 £ > O tal que 

| m r | ( ^ ) < ¿ 

para A ^^a W Y X (A) O £, siendo M como en ii). 
Para cada t ^ X, h (t) = X fa(n) (O, luego por el Teorema de 
Egoroff existen un subconjunto de Baire X^ de X tal que 
X iX\X^) < 9 £ y un natural Nç-, tales que: 

II ^ i ^ 
2 fa(n)(t)~h(t) | |< 

|« = r ^ ^ II 2|mrl(X) 

para cada tEXç-, N>N^, 
Así, como 

para cada geL'^i^E), ^ Ej3^ (Z), se tiene, para N>N^: 

N 
\ h díTíT - 2 / fo(n)dmT 

•^X n==l ^X ^ 
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IT n ^ 

\ ( "" MI 
\xxAh~ 2 fa(n))\ |mri(X£) + 

i ( "" MI 
II ^ \ / 7 = 1 / Iloo 

< 

< ^ |mri (X) + 2M — < £. 

En conclusión, 

/ fn drriT 

es conmutativa, y por lo tanto incondicionalmente convergente a 

/ hdrriT'' 

luego T es incondicionalmente convergente. 

b) Si un espacio de Banach separable E contiene una copia de CQ , ésta 
está complementada en JF [11], luego C (X, CQ) es un subespacio comple
mentado de C (X, E). Siendo p: C (X, £") -> C (X, CQ) la proyección 
canónica, todo operador lineal y continuo TQ de C (X, CQ) en un espacio 
de Banach F se puede extender a todo C (X, £') como T = TQ O p . Pero 
CQ se identifica con C(]N*), siendo IN* la compactificación de Alexandroff 
de los naturales IN, luego, por la proposición 9, podemos encontrar un espa
cio de Banach F y un operador lineal y continuo TQ de C (X, CQ) en F que 
verifica (B) y no es incondicionalmente convergente. Entonces, T = TQ o p 
verifica (B) y no es incondicionalmente convergente. 

4. OPERADORES DÉBILMENTE COMPACTOS: 
UN CASO PARTICULAR 

A. Grothendieck probó en [9] que, cuando F es un espacio de Banach 
débilmente completo, todo operador lineal y continuo de C(X) en F ha de 
ser débilmente compacto. Más tarde, A. Felczynski [11] debilitó la anterior 
hipótesis sobre F a la condición de que no contuviese copias de CQ, y demos
tró después [12] que el mismo resultado es cierto para C(X, F), cuando F 
es un espacio de Banach reflexivo. 

file:///xxAh~
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Aunque no se conocen las condiciones más débiles sobre E para las que 
el Teorema de Pelczynski sigue siendo cierto, J. Gamlen demostró en [8] 
que, cuando el dual E' de E tiene la P.R.N. (es decir, cuando los subespacios 
separables de E tienen duales separables), el Teorema de Grothendieck se 
verifica para C (X, E). Un resultado reciente de J. Bourgain [3], según el 
cual toda sucesión equi-integrable en L^ (X, E) posee una subsucesión débil
mente de Cauchy cuando X es una medida regular y acotada y £* un espacio 
de Banach que no contiene copias de £^, nos permitirá mejorar el resultado 
de Gamlen. 

Lema 1L~ Sean X una medida de Baire, positiva, finita y numerable
mente aditiva en un compacto Hausdorff X, y cabv^ (X, E') el subespacio 
de cabv (X, E') formado por todas las medidas absolutamente X-continuas. 
Entonces, siendo 6x'. C (X, E) -> L^ (X, E) la inclusión canónica, y 
Q\ : L^ (X, Ey -> cabv (X, E') su adjunta, d\ {L^ (X, E)') es un subespacio 
denso de cabvx (X, E'). 

Demostración.— Es fácil comprobar que dx aplica el dual L^ (X, E)' 
u<̂  L^ (k, E) en cabv^ (X, £"). Por otro lado, si /i E cabv^ (X, £'), por el 
Teorema de Radón-Nykodim existe una función positiva y X-integrable g^ 
de L 
Teore 
tal que 

para cada subconjunto de Baire A de X. Dado un natural n, Xn = {t EX/ 
S}x (O "^n] es un subconjunto de Baire de X, y podemos definir la medida: 

M„: 13. (X)-^ E' 

A -^ix{AnXn) 

Se comprueba fácilmente que la sucesión {lJ^n)n^m pertenece a 
Ox{L^ (X, E)') y converge a M en la norma de cabv (X, E'). 

Teorema 12.— Si E no contiene copias de 2 ^ todo operador lineal y 
continuo de C (X, E) en un espacio de Banach débilmente secuencialmente 
completo es débilmente compacto. 

i)emo5íraao«.—Dado el operador T: C(X, £')->F, con F débilmente 
secuencialmente completo, su medida asociada mr toma sus valores en 
L (E, F) y tiene una medida de control X (ver [1 ]). Entonces, para cada j ' 
de F\ la medida imr^y') = T' (y') pertenece a cabv^ (X, E'). 

Sea 6^ como en el lema 11. Si (fn)nŒm es una sucesión acotada en 
C (X, E), (dx (fn))n^m será una sucesión equi-integrable en L^ (X, E). 
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Como X es una medida regular y acotada, y por hipótesis E no contiene 
copias de C ,̂ por el resultado de Bourgain existe una subsucesión {fniç)k^m 

tal que {dx (fnfç))kGm ^s débilmente de Cauchy en L^ (X, E). Por el 

lema 11, dx(E^ (X, £*)') es denso en cabv^ (-^, £"'), luego 

( í fnk ^M) 

es una sucesión de Cauchy para cada medida M perteneciente a cabvx (X, E'). 
Por lo tanto, el operador T transforma la sucesión (fnjç)k'^M, que es 

débilmente de Cauchy, en una sucesión débilmente de Cauchy y por lo tanto 
débilmente convergente en el espacio débilmente secuencialmente completo 
F. Así, por el Teorema de Eberlein podemos asegurar que T transforma sub-
conjuntos acotados de C (X, E) en subconjuntos débilmente relativamente 
compactos de F: luego Tes débilmente compacto. 

Observación.— En el teorema 12 extendemos el Teorema de Grothen-
dieck al caso vectorial mediante una hipótesis sobre el espacio E que es sufi
ciente pero en absoluto necesaria, como se muestra en el siguiente ejemplo: 
Sea E — C (Y)^ con Y compacto y Hausdorff. La isometría entre 
C (X, C (Y)) y C{X xY) nos permite apHcar el resultado de Grothendieck 
para demostrar que todo operador lineal y continuo del primer espacio en 
uno débilmente secuencialmente completo ha de ser débilmente compacto. 
Pero C (Y) puede contener copias de £^, y de hecho las contiene cuando Y 
es, por ejemplo, un intervalo real cerrado que no se reduzca a un punto. 

Por el contrario, la hipótesis hecha en el teorema 10-a) para el recíproco 
del Teorema de Dobrakov parece ser esencial, aunque el procedimiento utili
zado en la parte b) para demostrar su necesidad sea váHdo únicamente para 
espacios separables. 
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