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Abstract

This paper studies weakly compact and unconditionally converging operators defined on the
space C (X, E) of the continuous, E-valued functions on the compact space X, in connection with
some properties of the Banach space E.

1. INTRODUCCION

Es bien conocido que, dados un espacio compacto y Hausdorff X y un
espacio de Banach E, el dual de C (X, F) se puede identificar con el espacio
cabv (X, E") = cabv (B, (X), E') de las medidas de Baire en X, numerable-
mente aditivas y de variacién acotada, que toman valores en el dual E de E.
El cual es un espacio de Banach para la norma de la variacion total: ull =
= |u| (X), donde, ;u; indica la variacion de una medida M € cabv (X, E").

También es conocido que todo operador lineal y continuo 7T de
C (X, E) en un segundo espacio de Banach F' define una medida finitamente
aditiva:

mr: B, (X)L (E, F"),

siendo L (£, F) el espacio de las funciones lineales y continuas de E en F,
y F" el bidual de F. La semivariacion de my, |my|, estd acotada, y

TU)=Lfme

* [Este trabajo ha sido parcialmente subvencionado por la ayuda nGmero 0338/84 de
la CAICYT.
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para toda f€ C (X, E): ver [1] para la consfruccion y otras propiedades.
mr se denomina generalmente la ‘“‘medida asociada’ al operador 7.

Cuando E es el cuerpo escalar, diferentes tipos de tales operadores linea-
les y continuos han sido caracterizados en términos de sus medidas asociadas,
y se han hecho diferentes intentos por extender tales caracterizaciones al
caso vectorial: ver por ejemplo, [ 11, [4], [6] vy [14].

En el presente articulo estudiaremos dos de tales intentos, es decir, los
realizados para T débilmente compacto o incondicionalmente convergente.

En el caso escalar, un teorema cldsico (ver [5, V1.2.5]) caracteriza los
operadores débilmente compactos como aquéllos cuya medida asociada
toma valores en F, en vez de en su bidual, y es numerablemente aditiva.
Dicho resultado ha sido extendido al caso vectorial por Batt y Berg del modo
siguiente:

Teorema 1.— [1] Sean: T: C (X, E) = F un operador lineal y conti-
nuo, y myr su medida asociada. Si T es débilmente compacto, my verifica:

i)  mg toma sus valoresen L (E, F).
ii) myp tiene una media de control A (es decir, A es una medida
de Baire en X, finita y positiva, respecto de la cual |my]
(A) .
es absolutamente continua).
iii) mg (4) es un operador débilmente compacto de E en F,
para cada subconjunto de Baire A de X.

Si tanto E' como E” tienen la propiedad de Radon-Nikodym (P.R.N.),
la -condicion (A) sobre mp es también suficiente para asegurar la compacidad
débil del operador T.

En forma parecida, Dobrakov plante6 en [6] el problema de caracterizar
a través de sus medidas asociadas los operadores incondicionalmente conver-
gentes, es decir, aquellos que transforman series débilmente incondicional-
mente de Cauchy en C (X, E) en series incondiconalmente convergentes
en norma. Su resultado se puede enunciar del modo siguiente:

Teorema 2.— Sean T: C (X, E) > F un operador lineal y continuo, y
my su medida asociada. Si T es incondicionalmente convergente, mp ve-
rifica:

i)  mqp toma sus valoresen L (£, F).
(B) ii) mq7 tiene una medida de control.
iii) my (4) es un operador incondicionalmente convergente
de E en F, para cada subconjunto de Baire A de X.

Ambos resultados anteriores plantean el problema de cudndo las condi-
ciones (A) y (B) caracterizan los operadores débilmente compactos o
incondicionalmente convergentes para una categoria suficientemente amplia
de espacios E. En el articulo indicado [1], Batt y Berg dan un contraejemplo



OPERADORES DEBILMENTE COMPACTOS 695

en el que se muestra que la condicidn (A) no es, en general, suficiente para
todos los espacios de Banach F, pero queda abierto el problema de si las
hipotesis de que tanto £’ como E” tengan la P.R.N. pueden ser debilitadas.
Por otro lado, en [14], C. Swartz parecid contestar en sentido afirmativo el
problema andlogo respecto de la condicon (B), afirmando que el reciproco
del teorema 2 es siempre cierto. Pero, tal y como veremos mds adelante, ello
no se verifica en general: hay una familia suficientemente amplia de espacios
E para los cuales falla el reciproco del resultado de Dobrokov. Y, de hecho,
la suficiencia de la condicién (B) para asegurar la convergencia incondicional
de los operadores parece estar relacionada con que el espacio £ no contenga
copias de C,.

Andlogamente, demostraremos que la suficiencia de la condicidén (A)
para asegurar la compacidad débil de los operadores estd enteramente ligada
a que tanto £’ como E” tengan la P.R.N. ,

Puesto que el estudio de los operadores débilmente compactos en
C (X, E) estd estrechamente relacionado con los subconjuntos débilmente
relativamente compactos de su dual cabv (X, E'), comenzaremos con un
resultado sobre compacidad débil en un espacio cabv (2, £) de medidas
numerablemente aditivas y de variacion acotada con valores en un espacio de
Banach E. La carcterizacion de tales subconjuntos constituye todavia un
problema abierto, pese a los muchos intentos que se han hecho por resol-
verlo. Uno de los primeros, que proporciona una respuesta parcial muy rela-
cionada con el teorema 1 se debe a Brooks y Lewis, y establece que:

Teorema 3.— Dados una o-dlgebra £ y un espacio de Banach E, un
subconjunto débilmente relativamente compacto K de cabv (2, E) verifica:

i) K estd acotado en norma.
ii) K tiene una medida de control A (es decir, A es una medida
©) finita y positiva en Z, tal que: (lgn [ul (4) =0 unifor-
A(4) -0

memente en u €K).
iii) K (4)= {u (4) /| u € K} es débilmente relativamente com-
pacto en E, para todo 4 € Z.

Si tanto E como E’' tienen la P.R.N., la condicon (C) es también sufi-
ciente.

En la seccion II veremos que la hipotesis de que tanto £ como E' tengan
la P.R.N. es necesaria para que sea cierto el reciproco del teorema 3. Y,
como consecuencia, obtendremos la necesidad de que tanto E' como E”
tengan la P.R.N. para que (A) caracterice los operadores débilmente compac-
tosen C(X, E).

En la Seccion III se muestra que la condicidon (B) no es suficiente en
general para garantizar que un operador es incondicionalmente convergente,
y se dan algunas condiciones sobre el espacio E que garantizan su suficiencia.

Por ultimo, en la Seccién IV se da un resultado positivo sobre compaci-
dad débil de operadores que tomen sus valores en un espacio de Banach
débilmente completo.
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2. COMPACIDAD DEBIL Y LAP.R.N.

Utilizaremos el siguiente resultado, que caracteriza los espacios que
tienen, junto con sus duales, la P.R.N., a través de los subconjuntos débil-
mente compactos de espacios de funciones integrables-Bochner:

Teorema 4.— [7] Sea N una medida finita y positiva, 1 < p < +oo.
Entonces, son equivalente:

a) Tanto E como E' tienen la P.R.N. respecto de A.
b) Un subconjunto K de LP (A, E) es débilmente relativamente com-
pacto siy sélo si verifica:

i) K estda acotado en norma.
ii) K es uniformemente A- integrable (s6lo par p = 1).

(D) i) K (4) ={L fdx/fe K} es un subconjunto débilmen-

te relativamente compacto de E, para cada conjunto
A-medible 4.

Del teorema 4 se obtiene:

Teorema 5.— Dada una o-algebra 2, son equivalentes:

a) Tanto E como E’ tienen la P.R.N. respecto de toda medida numera-
ble aditiva, finita y positiva en 2.

b) La condicién (C) caracteriza los subconjuntos débilmente relativa-
mente compactos de cabv (Z, E).

Demostracion.— El que a) implica b) es un resultado conocido, como
quedd indicado en el teorema 3. Para la implicacion inversa: si £ 6 E' carece
de la P.R.N. respecto de alguna medida numerablemente aditiva, finita y
positiva, A, definida en T, por el teorema 4 existe un subconjunto K, de
L' (\, F) que verifica (D) y no es débilmente relativamente compacto.

La aplicacion lineal y continua:

0: L' (A, E) > cabv (%, E)
- '
donde

ur (4) = [4 fan,

para todo A € ¥, esuna isometria sobre la imagen, que permite identificar
L' (\, E) con un subespacio cerrado de cabv (2, E). Sea K =0 (Ky):
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trivialmente, K verifica (C) y no puede ser débilmente relativamente com-
pacto.
Del teorema 5 se obtiene facilmente el siguiente:

Lema 6.— Si E' 6 E" carecen de la P.R.N. respecto de alguna medida
de Baire finita y positiva A en el espacio compacto y Hausdorff X, existe un
subconjunto K de cabv (X, E")=C (X, E)' tal que:

i) K esabsolutamente convexo y débil*-cerradoen C (X, E)'.
ii) K verifica (C).
iii) K no es débilmente relativamente compacto.

Demostracion.— Sea K, el subconjunto de cabv (X, E) cuya existen-
cia, en las hipétesis del enunciado, queda asegurada por el teorema 5: Kg
verifica ii) e iii), y por lo tanto, lo mismo es cierto de su envoltura absoluta-
mente convexa, I' (Ky). Sea K la adherencia de I' (Ko) en la topologia
débil* de cabv (X, E). Trivialmente, K es absolutamente convexo, débil*-
cerrado, y no es débilmente relativamente compacto: queda Gnicamente por
probar que K verifica (C). Pero:

i-C) K estd acotado en norma, por el Principio de Acotaciéon unifor-
me, al ser 1a adherencia débil* de un conjunto acotado.

ii-C) Sea A la medida de control para K, y por lo tanto también para
I' (Ky), que existe por hipotesis. Fijado € > 0, existe 3¢ >0
tal que, si A (4) <0g, |ul (4) <€ paracada uET (Ky). Si
M € K, existe una red ()ier en I (Ky) que converge a u
sobre todas las funciones f € C (X, E). Pero, puesto que las
medidas en cuestién son medidas de Baire, y por lo tanto regula-
res, para cada u € cabv (X, E') tenemos:

Iul(A)=sup{l fA fdp |}

donde el supremo se toma sobre todas las f € C (X, E) tales
que Ifl-<1.

De ello se sigue facilmente que |u| (4) < €: y A es una medida
de control para K.

iii-C) Fijado unsubconjunto de Baire 4 de X, el conjunto: I' (Ky) (4)=
={u )/ uneET (Ky)} esabsolutamente convexo y débilmente
relativamente compacto: luego, por el Teorema de Krein, su
adherencia I’ (Ky) (4A) es débilmente compacta. Sélo queda
probar que K (4) estd contenido en I' (Ky) (4). Pero, de no
ser asi, por ser I' (K,) (4) cerrado y convexo en la topologia
débil*, podriamos encontrar un x en £ y un u en K tales que:

[Kx, w(AN|=|u(4) ()] >1 y 1Ge, xD ] <1

para cada x'en T (K,) (A).
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Como antes, para tal u existe una red (;);e; en I (Ky) débil*-
convergente a u: utilizando ii-C) y la regularidad de las medidas implicadas,
se obtiene que:

u) x)= h}m ki (4) (x),

y por lo tanto
lu(4) () <1.

En conclusion, K (4) estd contenido en I' (Ky) (4), luego es débil-
mente relativamente compacto.
“Por lo tanto, K verifica (C), v es el conjunto buscado.

Teorema 7.— Si E' 6 E" carecen de la P.R.N. respecto de alguna medida
de Baire finita y positiva en X, existen un espacio de Banach F' y un operador
lineal y continuo 7T: C (X, E) = F tal que su medida asociada my verifica
(A), pero T no es débilmente compacto.

Demostracion.— Bajo las hipo6tesis ‘'del enunciado, sea K el conjunto
cuya existencia queda asegurada por el lema 6. Tomando polares respecto del
par dual (C (X, E), cabv (X, E")), V=K° esunentornode Qen C (X, E),
y V° =K% =K porser K absolutamente convexo y débil*-cerrado. Consi-
deremos entonces, como en [13, II1.6.§7], los espacios C (X, E)y ¥y
cabv (X, E")x . cabv (X, E")x es un espacio de Banach, cuya bola unidad
coincide con K; asimismo es un espacio de Banach la complecion, F, de
cabv (X, E")y, v se tienen las aplicaciones canonicas:

oy: CX,E)-CX, E)y proyeccion candnica
Y : cabv (X, E"x = cabv (X, E") inclusién candnica

que son lineales y continuas.
Ademds, se obtienen ficilmente las identificaciones:

F'=[CX,Ew] =[CX, EN]lyo =cabv (X, E')k,
bajo las cuales Y g es la aplicacioén adjunta de ¢ . Sea, pues:
T=¢y: C(X,E)—~>F.

T es un operador lineal y continuo, cuyo adjunto es 7' = Y. Puesto
que K es la bola unidad de F'=cabv (X, ENk, v T' (K)= Vg (K) =K,
que no es, por construccion, débilmente relativamente compacto, hemos de
concluir que T’ no puede ser un operador débilmente compacto. Luego tam-
poco T puede serlo, como se deduce del Teorema de Gantmacher.

Veamos a continuaciéon que la medida asociada a T, my, verifica la
condicion (A). mr se define candnicamente (ver [1]) segin:
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mp (A)=T" (xX4) para cada subconjunto de Baire, 4, de X, y cada

x € E, siendo X4 la funcidn caracteristica de 4.

Entonces, se tiene:

i-A)

ii-A)

my (A) (x) =T" (xX4) pertenece a F para cada x €E y cada
subconjunto de Baire, A, de X. Pues, fijados 4 y x, sea A la medi-
da de control de K, que existe por hipotesis. Dado cualquier
natural n, podemos encontrar un 9, >0 tal que,si A (B)<0,,

< ————
B < S e+ 0

para toda u € K.

Al ser X\ una medida de Baire, existen un subconjunto compacto,
K,, y uno abierto, G,, de X, tales que K, C A4 C G, vy
A (G,\K,) <93,. Y, por la compacidad de X, existe una aplica-
cion continua: ¢,: X — [0, 1] tal que ¢, (K,) = {1} vy
¢n (X\G,) = {0}. Sea f, =x¢,: (fu)nem €suna sucesion en
C (X, E), y un sencillo cdlculo prueba que

" xX4)=Hm T (fy).

Y como F es un espacio de Banach, m (4) (x)=T" (xX4) per-
tenece a F.

La medida de control,-\, para K, es también medida de control
para myp, pues para cada subconjunto de Baire 4 de X tenemos:

¥

donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas
{44, ..., A,} de A en subconjuntos de Baire, y todos los subcon-
juntos finitos {x,, ..., x,} de la bola unidad de E.

Dados tales {44, ...,A,} v {x1, ..., X,}, tenemos:

=sup{’ <T”(i§1 xixA,')9 7y, * | 1 EK}z

i§1 m(Ap) (x))

imy| (A) =Sup{ i§1 my (4;) (x;)

n n
[, My (A)) (x) 2 T" (xiX4;)

=sup{

/#GK}<SUP {lul(4) [ HEK]
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iii-A) Dado un subconjunto de Baire 4 de X, mr (4): £ —> F esun
operador débilmente compacto; pues como se comprueba facil-
mente, su adjunto m7z (4)' aplica cada u de F'=cabv (X, E')x
en u (4). Asi, mr (4)' (K) = K (A), que por la eleccion de K
es débilmente relativamente compacto en E.

Y el Teorema queda probado.

Puesto que un espacio de Banach FE tiene la P.R.N. general si y s6lo si la
tiene respecto de la medida de Lebesgue en el intervalo [0, 1] (ver [5,
V.3.8]), podemos concluir de los teoremas 1 y 7:

Corolario 8.-- Sean E un espacio de Banach y X el intervalo [0, 1]. Son
equivalentes:

a) Tanto E' como E” tienen la P.R.N.

b) Para cada espacio de Banach F, la condicidén (A) caracteriza los
operadores lineales y continuos T: C (X, E) > F que son débil-
mente compactos.

3. OPERADORES INCONDICIONALMENTE CONVERGENTES

Comenzaremos recordando algunos resultados conocidos a los que nos
referimos mas adelante.

A. Pelczynski, en [12], da la siguiente definicion:

“Un espacio de Banach E tiene la propiedad (V) si todo operador incon-
dicionalmente convergente de F en cualquier otro espacio de Banach es
débilmente compacto.”

Y, puesto que del Teorema de Orclicz-Pettis se sigue que todo operador
débilmente compacto entre dos espacios de Banach es incondicionalmente
convergente (ver [10, 3.2.1]), en los espacios que tienen la propiedad (V)
las dos clases de operadores coinciden.

Asi, del teorema 7 obtenemos las siguientes consecuencias:

Proposicion 9.— Si el espacio C (X, E) tiene la propiedad (V), son
equivalentes:

a) Tanto E' como E” tienen la P.R.N. respecto de cada medida finita,
positiva y numerablemente aditiva en X.

b) Los operadores incondicionalmente convergentes en C (X, E)
quedan caracterizados por la condicion (B).

Demostracién.— La demostracion se basa en que, si C (X, E) tienela
propiedad (V), también E debe tenerla.

En el articulo anteriormente indicado, Pelczynski prueba que el espacio
C (X) tiene la propiedad (V) para todo X compacto y Hausdorff. Sean en-
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tonces dos compactos Hausdorff X e Y: el espacio C (X, C(Y)) esisomor-
foa C (X x Y), luego tiene la propiedad (V). Y como, siendo E = C (Y),
tanto £’ como E” tienen la P.R.N. si y sélo si Y es finito [5, VIL.7], podemos
concluir que el reciproco del resultado de Dobrakov (teorema 2) no es cierto
para una amplia familia de espacios E, que incluye todos los C (Y) para Y
compacto, Hausdorff e infinito. De hecho, probaremos un resultado aiin mas
fuerte sobre este tipo de operadores:

Teorema 10.— Sean E espacio de Banach y X compacto, Hausdorff e
infinito. Entonces:

a) Si E no contiene copias de Cy, los operadores incondicionalmente
convergentes en C (X, E) son caracterizados por (B).

b) Si E es separable, la condicién de no contener copias de Cp es tam-
bién necesaria.

Demostraciéon. —

a) Sea T un operador lineal y continuo de C (X, E) en un espacio de
Banach F, cuya medida asociada mr verifique (B). Dada una sucesidén
(fadnew en C (X, E) tal que la serie Z f, sea débilmente incondicional-
mente de Cauchy, tenemos:

Fijado t € X, para cada x' € E' la aplicacion d;y' definida por:
Orx' (f) =4f(#), x'") para cada f € C (X, E), pertenece al dual C (X, E)’,
luego Z f,, (#) esuna serie débilmente incondicionalmente de Cauchy en E.
Puesto que E no contiene copias de C,, por el Teorema de Bessaga-
Pelczynski [2], Z fn (¢f) es incondicionalmente convergente en norma a
algan Ak (r) €E.

Asi, tenemos definida una funcién hA: X = E tal que:

i) A es totalmente medible, siendo limite puntual de una sucesion de
funciones continuas y, por lo tanto, totalmente medibles.

iil) & es acotada, pues, por el Principio de Acotacién Uniforme, al ser
f débilmente incondicionalmente de Cauchy, existe M > 0 tal que

Z fallsM

neN

para cada N conjunto finito de naturales. Luego [A]l <M.
iii) Por i) e ii), & pertenece al bidual de C (X, E), y actia sobre cada
uEC(X,E) =cabv (X, E") segin:

@)= jX hdp.

iv) Siendo A la medida de control para |mr;, cuya existencia queda
garantizada por (B-ii), k& € L' (\, E), luego es myp-integrable.
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V)

Y como my toma sus valoresen L (F, F) por (B-i),

J. ramy

pertenece a F,y

T" (h —f h dmr
( ) b
pues para cada y' € F':

([X h dmr, y')=fX hd{mr,y")=
=(h, {mr, y'N=<h, T' (W =AT" (h), ¥,

yaque T' (v)={mr, ') pertenece a C (X, E)' =cabv (X, E').
La serie = T (fy) converge incondicionalmente a T" (h) en la
norma de F. En efecto, dados € > 0 y o aplicacion de los natu-
rales sobre si mismos, tenemos:

Por ser |my| absolutamente continua respecto de A, existe
d¢ >0 talque

€
A —_—
Imr| (4) < A

para 4 €, (X) y A (4) <0, siendo M como en ii).

Para cada t € X, h (£)=Z fo@) (?), luego por el Teorema de
Egoroff existen un subconjunto de Baire X¢ de X tal que
AN (X\X¢) <0¢ yunnatural N¢, tales que:

N

2 fouw (0 —h(®) -

< ———————
2|mr| (X)

paracada t€Xg, N>N¢.
Asi, como

" L g dmy ||< Ixagl_ Izl (4)

para cada g €EL” (A, E), A €8, (X), se tiene, para N> N:

N
hd — f o) d "=
"-/;( mr— 2 JyJowdmr
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N
= llf (h - 2 fo(n)) dmrt
X n=1

N
< " Xx¢ (h —’EI f"("))“.m lmri (Xe) +

<

N
+ | Xx\xe (h —n§31 fo (n)) “ Imr| (X\X¢) <
< — MmO+ M - <e
S 2mriaxy T m

En conclusion,
2z f fn dmr
X

es conmutativa, y por lo tanto incondicionalmente convergente a

[hme:
X

luego T es incondicionalmente convergente.

b) Si un espacio de Banach separable E contiene una copia de ¢, ésta
estd complementada en £ [11], luego C (X, Cy) es un subespacio comple-
mentado de C (X, E). Siendo p: C (X, E)—>C (X, Cy) la proyeccién
canodnica, todo operador lineal y continuo 7, de C (X, Cy) en un espacio
de Banach F se puede extender a todo C (X, E) como T =T, o p. Pero
C, se identifica con C (IN*), siendo IN* la compactificacion de Alexandroff
de los naturales IN, luego, por la proposicién 9, podemos encontrar un espa-
cio de Banach F y un operador lineal y continuo 7, de C (X, Cy) en F que
verifica (B) y no es incondicionalmente convergente. Entonces, T=Tgy o p
verifica (B) y no es incondicionalmente convergente.

4. OPERADORES DEBILMENTE COMPACTOS:
UN CASO PARTICULAR

A. Grothendieck probd en [9] que, cuando F es un espacio de Banach
débilmente completo, todo operador lineal y continuo de C(X) en F ha de
ser débilmente compacto. Mds tarde, A. Pelczynski [11] debilité la anterior
hipé6tesis sobre F a la condicion de que no contuviese copias de Cy, y demos-
tro después [12] que el mismo resultado es cierto para C (X, E), cuando E
es un espacio de Banach reflexivo.
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Aunque no se conocen las condiciones mds débiles sobre E para las que
el Teorema de Pelczynski sigue siendo cierto, J. Gamlen demostrd en [8]
que, cuando el dual £’ de E tiene la P.R.N. (es decir, cuando los subespacios
separables de E tienen duales separables), el Teorema de Grothendieck se
verifica para C (X, E). Un resultado reciente de J. Bourgain [3], segin el
cual toda sucesion equi-integrable en L! (A, E) posee una subsucesion débil-
mente de Cauchy cuando A es una medida regular y acotada y E un espacio
de Banach que no contiene copias de 2!, nos permitird mejorar el resultado
de Gamlen.

Lema 11.— Sean \ una medida de Baire, positiva, finita y numerable-
mente aditiva en un compacto Hausdorff X, y cabv, (X, E') el subespacio
de cabv (X, E") formado por todas las medidas absolutamente A-continuas.
Entonces, siendo 6x: C (X, E) - L' (\, E) la inclusién canonica, y
Ox: L' (N, E)' - cabv (X, E") su adjunta, 65 (L' (A, E)") es un subespacio
denso de cabvy (X, E).

Demostracién.— Es ficil comprobar que 03 aplica el dual L' (A, E)’
de L' (\, E) en cabvy (X, E"). Por otro lado, si u € cabva (X, E"), por el
Teorema de Radén-Nykodim existe una funcién positiva y A-integrable g,
tal que

IuI(A)=ng,1 dn

para cada subconjunto de Baire 4 de X. Dado un naturaln, X, = {r€X/
gy (£) <n} es un subconjunto de Baire de X, y podemos definir la medida:

Mn: Ba (X))~ E'
A —>,U(A an)

Se comprueba ficilmente que la sucesidbn (Mr)nemIN pertenece a
6% (L* (\, E)") y converge a # en la norma de cabv (X, E).

Teorema 12.— Si E no contiene copias de 2!, todo operador lineal y
continuo de C (X, E) en un espacio de Banach débilmente secuencialmente
completo es débilmente compacto.

Demostracion.— Dado el operador T: C (X, E)—~>F, con F débilmente
secuencialmente completo, su medida asociada m7 toma sus valores en
L (E, F) y tiene una medida de control A (ver [1]). Entonces, para cada ¥’
de F',1a medida {m7,y">=T'(v") pertenecea cabv, (X, E").

Sea 0, como enellema 11. Si (fu)nem es una sucesion acotada en
C (X, E), (05 (/fn))nemw sera una sucesion equi-integrable en L' (A, E).
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Como A es una medida regular y acotada, y por hipotesis £ no contiene
copias de 2!, por el resultado de Bourgain existe una subsucesion (fag ke N

tal que (0, (fy)kemw es débilmente de Cauchy en L' (A, E). Por el
lema 11, 03 (L' (A, E)") esdenso en cabv, (X, E"), luego

(fx T d”)k;m

es una sucesion de Cauchy para cada medida M perteneciente a cabvy (X, E').
Por lo tanto, el operador T transforma la sucesion (fy)reIN, que es

débilmente de Cauchy, en una sucesion débilmente de Cauchy y por lo tanto
débilmente convergente en el espacio débilmente secuencialmente completo
F. Asi, por el Teorema de Eberlein podemos asegurar que T transforma sub-
conjuntos acotados de C (X, E) en subconjuntos débilmente relativamente
compactos de F: luego T es débilmente compacto.

Observacion.— En el teorema 12 extendemos el Teorema de Grothen-
dieck al caso vectorial mediante una hipdtesis sobre el espacio E que es sufi-
ciente pero en absoluto necesaria, como se muestra en el siguiente ejemplo:
Sea E = C (Y), con Y compacto y Hausdorff. La isometria entre
CX,C((Y)) y C(XxY) nospermite aplicar el resultado de Grothendieck
para demostrar que todo operador lineal y continuo del primer espacio en
uno débilmente secuencialmente completo ha de ser débilmente compacto.
Pero C (Y) puede contener copias de 2!, y de hecho las contiene cuando Y
es, por ejemplo, un intervalo real cerrado que no se reduzca a un punto.

Por el contrario, la hipdtesis hecha en el teorema 10-a) para el reciproco
del Teorema de Dobrakov parece ser esencial, aunque el procedimiento utili-
zado en la parte b) para demostrar su necesidad sea valido inicamente para
espacios separables.
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