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Abstract

In 1984, Mira studied the extension property of a p-normed space Y whit respect to an
F-space X, where X, Y are vector spaces over an arbitrary valued field. Under the additional hypothesis
that X has a basis, he proved that, if ¥ has the extension property with respect to X, then X must be
locally p-convex. Mira notices that the additional hypothesis can be dropped when the ground field
is the real or complex field. In this paper we prove that the same is true in the case of a non-archi-
medan local field.

En lo que sigue K serd un cuerpo conmutativo dotado de valuacién no
arquimediana y no trivial y localmente compacto (como es sabido, los cuer-
pos p-ddicos son localmente compactos). La compacidad local de K obliga
a que la valuacion sea discreta (Monna, 1970, p. 4). Por p > 1 denotamos el
generador del grupo de valores {IA]: A €K — {0}}.

El concepto de F-seminorma y F-norma en un espacio vectorial sobre
K es el dado por Prolla (1982, p. 103). Un razonamiento andlogo al del caso
real o complejo prueba que una topologia en un espacio vectorial sobre K es
compatible si y sblo si viene definida por una familia de F-seminormas, sien-
do suficiente una Gnica F-norma en el caso de que la topologia sea metriza-
ble. Un espacio vectorial topolégico metrizable y completo se conoce con el
nombre de F-espacio.

Diremos que una F-seminorma v es 1-subhomogénea cuando

v (oax)<|alpy (x) si la|=1.

Proposicion 1.— Si v es una F-seminorma en un espacio vectorial £
sobre K, existe una F-seminorma 1l-subhomogénea n en E equivalente a v.

Demostracion.— Siw €K es tal que |r|=p, paracada n €N, v, (x)=
=p (7"x) es una F-seminorma en E equivalente a v. Por lo tanto, la F-semi-
norma p define en E la misma topologia que la familia de F-seminormas
v, }new, lacual también coincide con la definida en E por la F-norma
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Vn (x)
x)= % p" ———-
L N
Ademas, n es 1-subhomogénea, ya que

Vp+1 (x)

x)=3% p™"
n (rx) ns1 P 1 +vpe1 (x)

Spn (X) Slwln (x)

y por induccidén se prueba que n (7"x) <|#n"|n (x) paracada n=1, delo
que se sigue facilmente que n es 1-subhomogénea.

Una sucesion (¢, ),en ©en un F-espacio E sobre K se llama base si cada
x € E admite una expresion tnica en la forma

x=Xa,e,; a, €K, n€NN.
n

Una sucesion (e, ),en ©n un espacio vectorial topoldgico metrizable
E sobre K se llama sucesion bdsica si es base del subespacio lineal cerrado que

ella engendra en el completado EdeE.

Un espacio vectorial topologico X se dice que tiene la propiedad de
extension respecto de un espacio vectorial topoldgico E si para cada subes-
pacio M de E y cada aplicacion lineal continua f: M —> X existe una exten-
sion lineal continua f: E - X.

El resultado mas importante de Mira (1984) admite ahora la siguiente
simplificacion:

Corolario 2.— Sea (F, 7,) un espacio vectorial topoldgico metrizable
sobre Ky (X, |, ) un espacio p-normado sobre K. Supongamos que existe
una topologia compatible 7, en £ de forma que para aplicaciones lineales de
E en X la 7 -continuidad equivale a la 7,-continuidad. Si existe una sucesidon
bdsica (e,), e convergente a cero en T, y no convergente a cero en 7,
entonces X no tiene la propiedad de extension respecto de E.

Demostracion.— Es una consecuencia directa de la proposicion 3 de
Mira (1984) ya que por la proposiciéon 1 puede suponerse que 7, viene defi-
nida por una familia de F-seminormas 1-subhomogéneas.

Si T, y 7, son dos topologias compatibles en un espacio vectorial F
sobre K, se dice que T, es 7 -polar si 7, posee una base de 0-entornos que
son T | -cerrados.

Como consecuencia de la proposiciéon 1 y con un razonamiento anilogo
al de la proposicioén 2.1 de Kalton (1974), se verifica:
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Corolario 3.— Sea ¥ una F-norma en un espacio vectorial £ sobre K y
T, una topologia compatible en E. Si la topologia 7, definida por V es
T ,-polar, entonces 7, viene también definida por una F-norma 1 de la forma

n(x)=sup {A(x): \EA}
donde A es una familia de F-seminormas 1-subhomogéneas y 7 -continuas.

Las F-seminormas 1-subhomogéneas toman valores suficientemente pro-
ximos a uno dado, es decir:

Lema 4.— Si v es una F-seminorma l-subhomogénea en un espacio
vectorial £ sobre K'y x € E es tal que v (x) =4 (a €R"), entonces existe
sE€K con isi<1 tal que

as<v (sx)S<pa.

Demostracion.— Si v (x) =a el resultado es trivial. Si v (x) >a, sea
n=min {m € N: v (#7"x) <a}. Entonces, s = 7D € K es tal que
IsI<1 y a<v(sx)<pa.

Proposicion 5.— Sea (F, ) un espacio vectorial topologico metrizable
sobre K y sea 7, una topologia compatible en F tal que 7 es 7,-polar. Si
(x,),emN es una sucesion en E tal que (x,) > 0 (r,) y (x,)# 0 (1),
entonces (x,),en contiene una subsucesion (zp)pemwN con zp =X, () tal
que (zp),en €sunasucesion bdsica de E verificando (z,) # 0 (7).

Demostracion.— Por el corolario 3 puede suponerse que la topologia de
E viene definida por una F-norma 1-subhomogénea v tal que

v (x)=sup {A(x): NEA}

donde A es una familia de F-seminormas 1-subhomogéneas y 7;-continuas.

Pasando a una subsucesion puede también suponerse que inf » (x,) >
> 0. Elegimos entonces 0 > 0 tal que v (x,) = (6p + 3) 6 para cada
n € IN.

Sea V={x€E: v(x)<3p0}. Puestoque v (x;)>3p0 y K eslocal-
mente compacto, se tiene que ¥V N lin {x;} es compacto. Supongamos
construidos z; = xy, .., zp tal que si Ep = lin {z,, ..., Zp} entonces
VN E, escompacto.

Para 0 <k <3p”*3/(p — 1), (k €Z), el conjunto

WP ={xEE: kp P (p—-1)0<vx)<ko @?(p-1)0}

es compacto (eventualmente vacio), por lo que existe un subconjunto finito
U7 tal que
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YweW?! Juell con v(w—u)<(p—1)p P+,

Si UP =U {Uf: 0<k<3pP*®/(p—1), kEZ}, paracada u € U¥

elegimos A\, €A talque Ay, @) =v W) —(1/2)p~?*¥ (p — 1) 6.

Sea ¢ >ngp) tal que si d = ¢ entonces A, (xg) < (1/2) p @3 (p —
— 1) 0 para cada u € UP. Siparatodo d = c setiene que V Nlin {Ep,
Xz} no es compacto, entonces (Kalton, 1974, lema 3.1) existe tgXq + Ug
# 0 con 3 €K, uy €E, tal que el subespacio lineal generado por
tyxq + ug estd contenido en V. Como ug #0 y V NE, escompacto,
existe N € K tal que v (Auy)> 30 y por el lema 4 existe s €K tal que
30 <v (sA\uy )< 3p@, con lo que sin pérdida de generalidad puede suponerse
30 <v (ug) < 3p0.

Entonces,

V(tgxg) <v(tgxg tug) tv(ug) <6p0

porloque |ty|<1 y portanto (fgx7) >0 {71).

Como V N E, escompacto, puede suponerse que la sucesion (Ug )d>c
convergea u €E, con 30 <v (u) < 3p0.

Ademis:

v (tu)<%i_mv (t (tgxqg Tug)) <300 VIEK
>C

conlo que lin {u} C VN E,: absurdo.

Basta tomar entonces 741y => ¢ tal que V Nlin {E,, X,p+n} es
compacto.

Para probar que la sucesion (Z, ),eN asi construida es una sucesion
bésica de £ hemos de ver que son linealmente independientes y que la familia
de aplicaciones (S, ),en definidasen lin {Zp} mediante

oo

| O 2p para cada X =p§1 apzp €lin {z,},

Sy (x)=
p

RV

es equicontinua (Mira, 1984, lema 2).
Para ello reemplazamos v por una F-norma equivalente v* definida por
v* (x) =min (v (x), 36).

Vamos a probar que si £, ..., ty+m €K (n, m €IN), entonces,
n+m n
-(n
v*(pZDl t,,z,,) >v*(p§1 z,,z,,) —3p7 "D g (1)

Sea k el mayor entero que verifica

n
v*( z t,,z,,) >kp "I - 1)0.
p=1
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Entonces, 0 <k <3p"*3 / (p — 1) y por ser v 1-subhomogénea, existe
s €K con |s|<1 tal que

n
s 2 tyzp EWE.
p=1

Sea u € U} con

n
v (u -5 Z tpzp) <p ™3 (p - 1)0.
p=1 .
Sl istn+1i<1:

v(UTSthr1Zne1)Z Ay (W) =Ny Zne1) = (k= 1) (o — l)p—(n+3) 9.
Si Istyer1>1:

V(U + Stys1Zns1) S0 (Zne1) —v @)=30=(k— 1) (p — 1) p "+ g,
Por tanto, siempre se verifica que

v (U + Stys1Znar) Sk — 1) (p— 1) p@*3) g,
Entonces:

nt+l1 n
v s Z thz,) Z2v Ut styr1zp+1) —vlu—s 2 thzp) =
p=1 PP p=1 PPP

>k+DE-1D)p g _3(p-1)p"*Dg>

n
> v*( z t,,z,,) ~3(-1Dp g
p=1
con lo que

n+1 n
V*(p§1 tpzp) >v*(p2 tpzp) —3(p-1p "y

=1
y mediante un cdlculo reiterado se obtiene (1).

Veamos ahora cémo puede demostrarse por induccidén que los vectores
Zp son linealmente independientes: Si

n+1

p§1 tpzp =0
entonces necesariamente

n

? tpzp =0
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pues en caso contrario, como V N E, es compacto, existe s € K tal que

n
V( > stpzp) > 30
p=1

absurdo, ya que por (1) se tendria

n+1
v*( b stpzp) >0.
p=1

Sea F' el subespacio lineal generado por {zp}pemw vy definimos en F
las aplicaciones lineales .S, por:

0 n
Sn( > thp) =X thp
p=1 p=1

donde la sucesion (¢, ) es finitamente no nula. Por (1) se verifica:

vE(xX)>v* (S, ) —3p""*Y e VxEF. 2)

Veamos que cada aplicacion S, es continua: Supongamos que existe
una sucesion (4, )memn tal que (Upm,) > 0 pero (Sp (um)) ~ 0. Por ser
V N E, compactoy v l-subhomogénea, existe una sucesion acotada de esca-
lares (A, )memn tal que se tiene

30<v ANmSn (um))<3p0,

lo cual por (2) es una contradiccidn.

Veamos finalmente que la familia {Sy},>1 es equicontinua. Por reduc-
cioén al absurdo, si esto no ocurre, existe € > 0 y una sucesion (¥m) >0
tal que v* (Spm) (Vm)) = € para cada natural m. Por tanto

v* (ym) > € — 3p" P g,

con lo que la sucesion p (m) estd acotada y podemos escoger una subsuce-
sion constante, lo cual contradice al hecho de que cada S, es continua.

Emplearemos el término “espacio normado no arquimediano” cuando
la norma verifique la desigualdad triangular fuerte. Andlogamente, llamare-
mos “‘espacio localmente p-convexo’ a un espacio vectorial topologico sobre
K cuya topologia viene definida por una familia de p-seminormas y “espacio
localmente p-convexo no arquimediano’ cuando la topologia viene definida
por una familia de p-seminormas no arquimedianas.

El siguiente resultado es una extension de la proposiciébn 8 de Mira
(1984) y del Teorema 4 de Martinez et al. (1985).
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Teorema 6.— Sea E un F-espacio y X un espacio normado (resp. nor-
mado no arquimediano) sobre K. Entonces, si E no es localmente convexo
(resp. localmente convexo no arquimediano), X no tiene la propiedad de
extension respecto de E.

Demostraciéon.— Haremos la demostracion en el caso de que X es un
espacio normado y E no es localmente convexo. Andlogo razonamiento se
sigue para X espacio normado no arquimediano y £ un F-espacio que no es
localmente convexo no arquimediano.

Para cada n € IN sea V, = {x€E: v (x)< (1/n)} yseavn el calibre
de V, , es decir

k k
Vn (x)=1’1£1f1'nf Z lagl:x€ Z aiVau, i €EK
I1=1 =1

(para mds detalles ver Bastero, 1975). La sucesion creciente de seminormas
{Vnlnemw define una topologia localmente convexa metrizable 7 en £ estric-
tamente mads fina que la topologia 7, definida porv y tal que para aplicacio-
nes lineales de £ en X la 7-continuidad y la 7»-continuidad coinciden.
Ademds, puede suponerse 7 separada pues en caso contrario X no tiene la
propiedad de extension respecto de E. ‘

Sea (X, e N unasucesion en E tal que

xn) >0 (1) y (Xn) 7 0 (1p)
y sea 7 la mayor dt las topologias compatibles en E tal que
TST{ STy y xp)—=>0(ry).

Sea 74 la topologia compatible en E con una base de 0-entornos forma-
da por las 7, -clausuras de entornos de 0 en 7,. Puesto que 7 <7; <7, se
tiene que

TST ST STy

Ademds, si 7, =74, laaplicacion identidad de (£, 7,) en (£, 7,) seria un
-homeomorfismo (Prolla, 1982, p. 60): absurdo por la eleccidén de la sucesion
(xn )n €IN-
Entonces, 7o, es una topologia metrizable en £ que es 7,-polar y
(*n)nemn esunasucesion en E tal que

(x2)=>0(ry) y (xn) 70 (1),

con lo que (x,) contiene una subsucesién basica en las condiciones de la pro-
posicion 5. Por el corolario 2, X no tiene la propiedad de extension respecto
de (E, 74) vy puesto que 7 < 7o STy, se concluye que X no tiene la pro-
piedad de extension respecto de (£, 7,).
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Teorema 7.— Sea E un F-espacio y X un espacio p-normado (resp.
p-normado no arquimediano) sobre K. Entonces, si £ no es localmente
p-convexo (resp. localmente p-convexo no arquimediano), X no tiene la pro-
piedad de éxtension respecto de E.

Demostracion.— Aplicar el teorema 6 considerando en K la valuacidon
equivalente |A[; = |\]”.
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