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Abstract 

In 1984, Mira studied the extension property of a p-normed space Y whit respect to an 
F-rSpace X, where X, Y are vector spaces over an arbitrary valued field. Under the additional hypothesis 
that X has a basis, he proved that, if Y has the extension property with respect to X, then X must be 
locally p-convex. Mira notices that the additional hypothesis can be dropped when the ground field 
is the real or complex field. In this paper we prove that the same is true in the case of a non-archi-
medan local field. 

En lo que sigue K será un cuerpo conmutativo dotado de valuación no 
arquimediana y no trivial y localmente compacto (como es sabido, los cuer
pos p-ádicos son localmente compactos). La compacidad local de K obliga 
a que la valuación sea discreta (Monna, 1970, p. 4). Por p > 1 denotamos el 
generador del grupo de valores {!Xl: X ^ ^ — {0}}. 

El concepto de F-seminorma y F-norma en un espacio vectorial sobre 
K es el dado por Prolla (1982, p. 103). Un razonamiento análogo al del caso 
real o complejo prueba que una topología en un espacio vectorial sobre K es 
compatible si y sólo si viene definida por una familia de F-seminormas, sien
do suficiente una única F-norma en el caso de que la topología sea metriza-
ble. Un espacio vectorial topológico metrizable y completo se conoce con el 
nombre de F-espacio. 

Diremos que una F-seminorma v es 1-subhomogénea cuando 

V {0Lx)<\a\v {x) si | a f | > l . 

Proposición L— Si v es una F-seminorma en un espacio vectorial E 
sobre K, existe una F-seminorma 1-subhomogénea rj en E equivalente a P. 

Demostración.— Si TT ^ JST es tal que ITT I =p , para cada n ^¥i, Vn (•^)^ 
= V (ir^x) es una F-seminorma en E equivalente a p. Por lo tanto, la F-semi
norma p define en E la misma topología que la familia de F-seminormas 
{^n}n^íM^ la cual también coincide con la definida en E por la F-norma 
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Además, Tj es 1-subhomogénea, ya que 

n>\ 1 + l^„+l {X) 

y por inducción se prueba que r? (TT^X) < ITT'̂  | 17 (x) para cada n > 1, de lo 
que se sigue fácilmente que r] es 1-subhomogénea. 

Una sucesión {e^ )„e IN ÎT̂  un F-espacio E sobre AT se llama base si cada 
X E £• admite una expresión única en la forma 

X = X a^e^; a^ ^K, n E N. 
n 

Una sucesión (e^ )̂  G IN ^^ un espacio vectorial topológico metrizable 
E sobre .fiT se llama sucesión básica si es base del subespacio lineal cerrado que 

/\ 
ella engendra en el completado E de E. 

Un espacio vectorial topológico X se dice que tiene la propiedad de 
extensión respecto de un espacio vectorial topológico E si para cada subes
pacio M de £* y cada_aplicación lineal continua / : M -^ X existe una exten
sión lineal continua / : E ^ X. 

El resultado más importante de Mira (1984) admite ahora la siguiente 
simplificación: 

Corolario 2.— Sea (E, Ti) un espacio vectorial topológico metrizable 
sobre K y (X, ||, ||) un espacio p-normado sobre K. Supongamos que existe 
una topología compatible T2 en £* de forma que para apHcaciones lineales de 
E en Xh TJ-continuidad equivale a la r 2-continuidad. Si existe una sucesión 
básica (e^XíeiN convergente a cero en r2 y no convergente a cero en r^, 
entonces X no tiene la propiedad de extensión respecto de E. 

Demostración:— Es una consecuencia directa de la proposición 3 de 
Mira (1984) ya que por la proposición 1 puede suponerse que T2 viene defi
nida por una familia de F-seminormas 1-subhomogéneas. 

Si '̂ 1 y ''"a son dos topologías compatibles en un espacio vectorial E 
sobre K, se dice que T2 es Ti-polar si T2 posee una base de 0-entornos que 
son Ti-cerrados. 

Como consecuencia de la proposición 1 y con un razonamiento análogo 
al de la proposición 2.1 de Kalton (1974), se verifica: 
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Corolario 3.— Sea P una F-norma en un espacio vectorial E sobre K y 
Ti una topología compatible en E. Si la topología r^ definida por P es 
Tj-polar, entonces r^ viene también definida por una F-norma V de la forma 

r? (x) = sup {X(x): XGA} 

donde A es una familia de F-seminormas 1-subhomogéneas y TJ-continuas. 

Las F-seminormas 1 -subhomogéneas toman valores suficientemente pró
ximos a uno dado, es decir: 

Lema 4.- Si P es una F-seminorma 1-subhomogénea en un espacio 
vectorial E sobre K y x E F es tal que P (x)> a (a ^ R^), entonces existe 
s ^K con l5:i < 1 tal que 

a^p (sx)'^pa. 

Demostración.— Si p (x) = a el resultado es trivial. Si P (X) >a, sea 
n = mín {m E IN: p {TT^x) < a}. Entonces, s = TT"̂ '̂ "̂ ^ ^ K QS tal que 

1̂1 < 1 y a<p {sx)<pa. 

Proposición 5. — Sea (F, f) un espacio vectorial topológico metrizable 
sobre K y sea n una topología compatible en E tal que r es TI-polar. Si 
(x^)„eiN ^s una sucesión en F tal que (x„) "^ O ( T I ) y (x^) y> O (T), 
entonces (x^)^eiN contiene una subsucesión (Zp)pGiN con Zp=Xfi(p) tal 
que (Zp )p G IN ^s una sucesión básica de F verificando (Zp ) A O (r). 

Demostración.— Por el corolario 3 puede suponerse que la topología de 
F viene definida por una F-norma 1-subhomogénea P tal que 

V (x) = sup {X (x): XEA} 

donde A es una familia de F-seminormas 1-subhomogéneas y ri-continuas. 
Pasando a una subsucesión puede también suponerse que inf P (Xn) > 

> 0. Elegimos entonces 0 > O tal que P (x^) > (6p + 3) 6 para cada 
nem. 

Sea V={xEE: p (x)<3pd}. Puesto que P (Xi)>3pd y ^ es local-
mente compacto, se tiene que V O lin {xi} es compacto. Supongamos 
construidos Zi = Xi, ..., Zp tal que si Ep = lin {zj, ..., Zp] entonces 
V n Ep es compacto. 

Para O <k <3pP''^ / (p ~ 1), (kEZ), el conjunto 

W^ = { x E F : kp-^'-^Up- \)e<p(x)<kp~^''^Up- 1)0} 

es compacto (eventualmente vacío), por lo que existe un subconjunto finito 
U^ tal que 
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^fwGWl 3ueU^ con v(w~u)<ip~ DP'^^'^^d. 

Si i / ^ = U { t / f : 0 < ^ < 3 p ^ ^ ^ / ( p - 1 ) , ^ E Z } , para cada wEf/^ 

elegimos X,, E A tal que X^ (u) >v{u)- (1/2) p '^^^^ (P ~ 1) 0. 
Sea c > n(p) tal que si d > c entonces X̂^ (Xd) < (1/2) p"^"^^^ (p — 

— 1)0 para cada u G U^. Si para todo d > c se tiene que V n lin {Ep, 
x^} no es compacto, entonces (Kalton, 1974, lema 3.1) existe tdXd -^ Ud =^ 
^ O con td E K, Ud E Ep tal que el subespacio lineal generado por 
fd ̂ d + ^d está contenido en V. Como Ud =^ O y V n Ep es compacto, 
existe X G K tal que P (XW^ ) > 30 y por el lema 4 existe s E.K tal que 
30 < í̂  (sXu^ ) < 3p0, con lo que sin pérdida de generalidad puede suponerse 
3d<p iUd)<3pd. 

Entonces, 

p (tdXd) < V (tdXd +Ud) + v (Ud) < 6p0 

por lo que Uĉ  I < 1 y por tanto (tdXd)~^ O (Ti). 
Como V n Ep es compacto, puede suponerse que la sucesión {Ud)d>c 

converge a u EEp con 30 ^P (¿/) < 3p0. 
Además: 

p itu)<límp {t (tdXd +Ud))<3pe \f teK 
d>c 

con lo que lin {u} C V n Ep : absurdo. 
Basta tomar entonces «(^+1) > c tal que V n Un {Ep, Xn(p+i)} es 

compacto. 
Para probar que la sucesión (Zp )p e IN así construida es una sucesión 

básica de E hemos de ver que son linealmente independientes y que la familia 
de aplicaciones (5^ )«e IN definidas en lin {Zp} mediante 

S^ (x)= 2 ŒpZp para cada x= 2 apZp EHn {Zp}, 

es equicontinua (Mira, 1984, lema 2). 
Para ello reemplazamos P por una F-norma equivalente P^ definida por 

p^ (x) = mínipix),3d). 
Vamos a probar que si ti,...,tn+m ^K (/t ,mEIN), entonces, 

s tpZpj >v*{ 2^ tpZp\ - 3p-(" + 2̂  6 (1) 

Sea k el mayor entero que verifica 

v*y "s tpz)j >kp-^"^^Hp-i)e. 
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Entonces, O < k < Sp""^^ / (p — 1) y por ser P 1-subhomogénea, existe 
s EK con |5 ' |<1 talque 

s 2 tpZp ewi 

p = i 

Sea u EUJl con 

p{u-s 2^ tpZp)<p-^''-''^^ (P-I)d. 

Si \stn+i\< 1: 

PÍU+Strr^lZn^l)>Xu {u)-\u (Zn^l)>ik~ 1 ) (p - 1 ) p"^" •*" ^̂  0 . 

Si \stn+i\> 1: 

p (u -^ st„^,z„^,)> p (Zn^t) - p (u)> 3d > (k ^ 1) ip - 1) p-^'"'-'^^ e. 

Por tanto, siempre se verifica que 

p iu + stn^^Zn^l)>(k ^ 1) (p ~ 1) p-^^^^^ e. 

Entonces: 

I s 2 tpZp) >p {U+ Stn+iZn+i) ~p{u ~S 2 tpZpj 

>(k+l)(p~ l ) p - ^ ' ^ ' - ^ > 0 - 3 ( p - Dp^^'^-'^^e^ 

P * ( 2 í p Z p ) - 3 ( p - l ) p - < « - ^ 3 > 0 

con lo que 

P^'Ç^^ tpz^>p^(^ 2^ tpZpj - 3 ( p - l ) p - ^ ^ - * - ' ^ 0 

y mediante un cálculo reiterado se obtiene (1). 
Veamos ahora cómo puede demostrarse por inducción que los vectores 

Zp son linealmente independientes: Si 

n + l 
2 tpZp = 0 

entonces necesariamente 

n 
2 tpZp = 0 
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pues en caso contrario, como V f) E„ es compacto, existe 5 G AT tal que 

>3d . ^ . í p Z , ) 

absurdo, ya que por (1 ) se tendría 

Sea F el subespacio lineal generado por {zp}p^j^ y definimos en F 
las aplicaciones lineales Sn por: 

/ C O \ _ '^ 

Sn\ 2 ^P'^p) ~ ^ tpZp 
\ p = l / Z7=l 

donde la sucesión {tp ) es finitamente no nula. Por (1) se verifica: 

v'^ {x)>v''{Sn (x)) - 3p-̂ "-*-2> 0 V x G F . (2) 

Veamos que cada aplicación Sn es continua: Supongamos que existe 
una sucesión {Um)m^m t^l Que (w^) -> O pero {Sn (um)) ^ 0. Por ser 
V O En compacto y v 1-subhomogénea, existe una sucesión acotada de esca
lares (km)m^m tal que se tiene 

3d<P(XmSn (Um))<3pe, 

lo cual por (2) es una contradicción. 
Veamos finalmente que la familia {Sn }n>i es equicontinua. Por reduc

ción al absurdo, si esto no ocurre, existe £ > O y una sucesión (ym) "^0 
tal que î * {Sp^m) iym)) ^ ^ para cada natural m. Por tanto 

con lo que la sucesión p (m) está acotada y podemos escoger una subsuce-
sión constante, lo cual contradice al hecho de que cada Sn es continua. 

Emplearemos el término "espacio normado no arquimediano" cuando 
la norma verifique la desigualdad triangular fuerte. Análogamente, llamare
mos "espacio localmente p-convexo" a un espacio vectorial topológico sobre 
K cuya topología viene definida por una familia de p-seminormas y "espacio 
localmente p-convexo no arquimediano" cuando la topología viene definida 
por una familia de p-seminormas no arquimedianas. 

El siguiente resultado es una extensión de la proposición 8 de Mira 
(1984) y del Teorema 4 de Martínez et al. (1985). 
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Teorema 6.~ Sea E un F-espacio y X un espacio normado (resp. nor
mado no arquimediano) sobre K. Entonces, si E no es localmente convexo 
(resp. localmente convexo no arquimediano), X no tiene la propiedad de 
extensión respecto de F. 

Demostración.— Haremos la demostración en el caso de que X es un 
espacio normado y F no es localmente convexo. Análogo razonamiento se 
sigue para X espacio normado no arquimediano y F un F-espacio que no es 
localmente convexo no arquimediano. 

Para cada n E IN sea Vn = {x^E: v {x)< (1//^)} y sea f̂z el calibre 
de í^ , es decir 

k 

2 
/ = i 

\ai\ 

k 

: X ^ ^ ai Vn , ai Vyi (x)=ínfinf) 2 |a/|: xG 2 aiVn, ai^K) 
k li=i / = i I 

(para más detalles ver Bastero, 1975). La sucesión creciente de seminormas 
{^n}nGm define una topología localmente convexa metrizable T en F estric
tamente más fina que la topología Tp definida por v y tal que para aplicacio
nes lineales de F en Z la r-continuidad y la TI;-continuidad coinciden. 
Además, puede suponerse r separada pues en caso contrario X no tiene la 
propiedad de extensión respecto de F. 

Sea (Xn >í G IN una sucesión eñ F tal que 

(Xn)^O(T) y iXn)7^0(ru) 

y sea r i la mayor db las topologías compatibles en F tal que 

r < r i < r p y (x„ ) ->0 ( r i ) . 

Sea Ta la topología compatible en F con una base de 0-entornos forma
da por las Ti-clausuras de entornos de O en r^;. Puesto que T <TI <Tp se 
tiene que 

r < r i <Ta<rp. 

Además, si Ti=Ta^ la aplicación identidad de (E,TV) en (F, T I ) sería un 
homeomorfismo (Prolla, 1982, p. 60): absurdo por la elección de la sucesión 
\-^n )« e IN • 

Entonces, ta ^s una topología metrizable en F que es TI-polar y 
(^n )/í G IN ^s una sucesión en F tal que 

(Xn)-^O(Ti) y iXn)y>0(Ta), 

con lo que (x^) contiene una subsucesión básica en las condiciones de la pro
posición 5. Por el corolario 2, X no tiene la propiedad de extensión respecto 
de (F, Ta) Y puesto que r "^ Ta ^ T^, se concluye que X no tiene la pro
piedad de extensión respecto de (F, TV)-
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Teorema Z— Sea E un F-espacio y X un espacio p-normado (resp. 
/7-normado no arquimediano) sobre K, Entonces, si E no es localmente 
p-convexo (resp. localmente p-convexo no arquimediano), Xno tiene la pro
piedad de extensión respecto de E. 

Demostración.— Aplicar el teorema 6 considerando en ^ la valuación 
equivalente |Xli = IXI^. 

BIBLIOGRAFÍA 

(1] BASTERO, J . : Convexidad y acotación en espacios vectoriales topológicos sobre cuerpos 
cuasivalorados. Tesis Doctoral, Universidad de Zaragoza (1975). 

[21 K A L T O N , N . J . : Basic sequences in F-spaces and their applications. Proc. Edinburgh. Math. 
Soc, 19,(1974), 151-167. 

(3] M A R T I N E Z , J., P E R E Z , C : Sucesiones básicas en espacios normados sobre cuerpos valua
dos. Actes du VÎI Congrès du Groupement des Mathématiciens D'Expression Latine, Coimbra, 
Septembre (1985), 159-162. 

[4] M I R A , J. M.: Sobre la propiedad de extensión en espacios p-normados. Rev. Real Acad. 
Cienc. Exact. Fis. Natur. Madrid, Tomo LXXVIII, cuaderno 1° y 2° (1984), 165-177. 

15] MONNA, A. F.: Analyse non-archimedienne. SpnngQï-NQxVà^^^Q'w Yoik {191 Qi). 
[6| P ROLLA, J. B.: Topics in Functional Analysis over Valued Division Rings. HoiUi-WoXlana^ 

New York (1982). 

Departamento de Teoría de Funciones 
Facultad de Ciencias 

Av. de los Castros, s/n 
39071 SANTANDER 


