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Abstract 

In this paper we have studied simüar problems to those established for real bounded sequences 
related to the characterization of infinite matrix that transform a subspace Ei of l°° (N) into another 
E2 C z°° (IN), underlying the case in which Ei is the space of almost convergent sequences andi5'2 is 
the same. 

In fact, we have studied the above problems in the context of real bounded continuous func­
tions defined on a separated completely regular and pay special attention to the notion of almost con­
vergent functions. We characterize one type of kernel of summability that allows us to transform al­
most convergent functions into other types of almost convergent functions. This theorem generalizes 
some result from the theory of sequences, such as Kojima-Suchur, Silverman-Toeplitz, Lorentz and 
Maddox and from the bounded functions on amenable semigroups. This paper continues the theory 
that we began in (4). 

1. INTRODUCCIÓN 

Como es bien conocido, un capítulo importante en la teoría de la suma-
bilidad de sucesiones se ocupa del problema de caracterizar aquellas matrices 
infinitas que transforman un determinado espacio de sucesiones £"1 C /*" (N) 
en otro espacio de sucesiones prefijado E2 C l°° (IN). A este respecto son re­
presentativos los teoremas de Kojima-Schur, Silverman-Toeplitz, Lorentz-
Knopp, Crone, etc. y que se pueden ver en (15) y (21 ) entre otras referencias. 

En (10) G.G. Lorentz introdujo las sucesiones numéricas casi conver­
gentes como aquellas sucesiones acotadas (x„ ) a las que todos los límites de 
Banach asignan el mismo valor, caracterizándolas por la condición de que 
exista el límite. 

k-i. n 

IfjYi ~ 2. Xj = X uniformemente en k 
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en cuyo caso, x es el valor común de todos los límites de Banach al actuar 
sobre la sucesión. 

El concepto de sucesión casi convergente fue extendido posteriormente 
en varios sentidos. Un primer sentido fue el de sustituir el conjunto [r] de 
los límites de Banach por el conjunto de las medias invariantes de algún se-
migrupo de operadores G C £ (/°°(IN) (7). Otro sentido de generalización 
consiste en sustituir IN por un sem.igrupo "amenable" y considerar, en lugar 
de los límites de Banach, el conjunto de todas las medias invariantes (13) 
y (5). 

En todos estos casos se logran caracterizaciones de las sucesiones o de 
las funciones casi convergentes, análogas a la de Lorentz. 

Al aparecer el concepto de sucesión casi convergente y sus posteriores 
generalizaciones, se abordó el problema de la caracterización de matrices 
cuando se fija como Ei el espacio de las sucesiones convergentes o el de las 
casi convergentes y como £'2 se toma uno de éstos dos espacios, considerán­
dose la cuestión adicional de caracterizar las transformaciones para las que 
el límite o casi límite de una sucesión coincide con el de su transformada. 
(Véase King (9), Schaefer (15) y Duran (6)). 

Cuando, se sustituye ]N por un semigrupo amenable, dotado de su to­
pología discreta, se considera el espacio de las funciones acotadas convergen­
tes según el filtro de los conjuntos cofinitos y el espacio de las funciones ca­
si convergentes respecto a la familia de medias invariantes, los resultados an­
teriores fueron extendidos por Mah (13). 

El objetivo de este trabajo es el continuar y completar la teoría iniciada 
en (4) abordando problemas similares a los que se acaban de citar, pero en el 
contexto de las funciones reales continuas definidas en espacios topológicos 
completamente regulares. Utilizando la noción de función continua casi con­
vergente respecto a una familia de medias / , se extienden, al mismo tiempo 
que se les da un tratamiento unificado, casi todos los resultados clásicos so­
bre esta materia. 

Los resultados generales que se han obtenido no sólo generalizan los 
relativos a sucesiones y a funciones acotadas sobre semigrupos amenables, 
sino que cuando se aplican a las propias sucesiones ofrecen cierto interés, co­
mo se pone de manifiesto con algunos resultados (11), que se pueden com­
pletar y obtener como consecuencia de estos resultados generales. 

2. PRELIMINARES. NOTACIONES Y RESULTADOS PREVIOS 

Sea T un espacio topológico completamente regular y separado, dotado 
de una base de filtro V. Con C¿ (T) denotaremos el espacio vectorial de las 
funciones reales continuas y acotadas definidas en T dotado de la norma de 
la convergencia uniforme y con ^(T) el retículo T formado por los subcon-
juntos que son ceros de funciones continuas. Al álgebra de partes de T en­
gendrada por X{T) la denotaremos por ja?^(r) (álgebra de Baire en T). 

El dual de €¡^(7) se puede identificar en virtud del teorema de Ale-
xandrov (1) con el espacióla (T) formado por las medidas finitamente adi-
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tivas fJi acotadas y regulares respecto àt^{T) dotado de la norma de la va­
riación total lljul! = ÍMI {T). 

En lo que sigue denotaremos por CQ{T) al subespacio de Ci,{T) formado 

por las funciones de / E C¿, {T) tales que lím / = O y por c{T) a la suma di-
V 

recta CQ (71 ® IR, es decir, al subespacio de C¿,(r) formado por las funciones 

para las que existe lím / Supondremos que CQ{T) no se reduce a { O }. 
V 

Denotaremos p o r ^ ( r ) t a {ju E ^ ( D : ju > 0 y |Mil =1 =KT)} . A 
los elementos ÙQ^{T)\ les denominaremos medias sobre T. El conjunto de 
medias V = CQ{T)^ C\,^{Tf^ lo denominaremos conjunto délos F-límites 
generalizados, pues está formado por el conjunto de medias que extienden 
el límite según V. Es inmediato comprobar que Cç^iTr es un subespacio 
vectorial reticulado de^ (71 , es decir, cada elemento 0 de Cç^iT) es de forma 
0 = a jUj ~ h\X2 con a, 6 > O, y jUi, iU2 E V\ De esta observación se sigue 
que dada / E Cj^iT) son equivalentes que / E c{T) con lím f = a y que 

V 
lx{f) = aVix^V\ 

En (4) se prueba q u e ^ ( J) =-^^^(7) ® CQ{T) , àonÙQ^^{T) es el sub­
espacio cerrado y reticulado d e . ^ ( r ) formado por las medidas que son regu­
lares con relación K formado por conjuntos de la forma f^[\, ^ ) con 
/GcoiT), y que se identifica isométricamente con el dual de CQ{T^. 

Se pone de manifiesto así que la convergencia según el filtro Fes un ca­
so particular de la siguiente noción de convergencia. 

Sea (j) ¥^ J C^{T)\. Diremos que / E C¿,(r) es /-convergente hacia 
o: E IR si y sólo si [lif) = a V ju E / escribiremos / —lím / = a. 

Denotaremos por J(T) (respect. J(T)o) al subespacio cerrado de CQÍT) 
formado por las funciones continuas /-convergentes (/-convergentes a cero). 

Del mismo modo diremos que E C J^{T) tiene /-densidad a E IR si y 
sólo si ¡i{E) = aW fx EJ y escribiremos dj(E) = o¿. 

La noción de /-convergencia incluye como casos particulares no sólo 
la convergencia según un filtro y el concepto de sucesión casi convergente de 
Lorentz (y sus correspondientes extensiones para el caso de semigrupos) sino 
que también comprende a las distintas nociones de sumabilidad, asociadas 
a matrices positivas infinitas cuando se aplican al caso de sucesiones acota­
das. En efecto, es claro que si A: r —^ H es un operador lineal continuo de­
finido por una matriz infinita {a^k'-^> A: E IN x IN} conUnk ^^ Y ^ ^nf— 1 

Y n E N , V/:EIN entonces, si JTes.el filtro de Fréchet en N, se tiene que 
A *(c^°) = / es una familia de medias, y que si (x^) es acotada, la existencia 

de lím 2 a^k ^k equivalen a que (Xk ) sea /-convergente hacia a. 
n k = i 
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Existe una dualidad útil entre familias de medias/ C ^{T)\ y bases de 
filtro sobre T que conduce de modo natural al concepto de función fuerte­
mente /-convergente: 

A cada familia / , le asociamos la base de filtro 

/ =\EE:nT):djiE)=l\ 

Dada la base de filtro F, se puede probar que 

V =\\^.Jt{T)\:\{M)=\ VMEVnT(DJ 

En particular (/°)° = /^° D /. 
Según la observación anterior las funciones continuas convergentes se­

gún la base de filtro / ° son precisamente las /^°-covergentes y las denomina­
remos funciones fuertemente /-convergentes. 

De la inclusión / C /^^ se sigue q u e / E C¿,(70 es fuertemente /-conver­
gente hacia o¿. 

Dichas funciones vienen caracterizadas por la siguiente proposición don­
de con c" representamos la función constante c sobre T. 

Proposición 1 

Sea,^ E C¿,(T). Son equivalentes: 

(a) Existe c E H ía/ que J-lím |(̂  ~ c| = 0. 
(b) (̂  es convergente según la base de filtro V = J° {hacia c) 

Demostración 

(a) =̂  (b). Sea i// = (̂  — c. Si /-lím |i//| = O, fijado e > O es claro que el 
conjunto Ze = { í E T: |i//(Ol< e} es de / ° = U ; luego lím |\í/| = O, 

es decir lím <z) = c. 
u ^ 

(b) => (a) Sea <p fuertemente /-convergente hacia c y {¡j = ^ - c. 
Como lím \p = O, entonces se cumple que lím g \p = O ^ g^C¡y (T). 

Puesto que/°° D /, resulta g i///-convergente a cero. 
SeanPi = { í E T: i//(0 > 0} y ^2 ={t^T: i//(0 < 0}. Fijados X E / y 

e > O, existen Z^ C Pj y Z2 C P^ con Zi , Z2 E T ( D tales que \{PÍ/ZÍ) < e 
para / = 1, 2. En este caso existe g E Q ( r ) con \g\ < 1 cumpliendo g(Zi ) = 
t+ 1}, giZ2 ) = {- 1}. (Ver Varadarajan (19)). 

Para tal función ^ E Q (T) se tiene / ^ ( 0 g (t)d X (/) = 0. Si 

t E Zi U Z2 entonces \\¡j(t)\= \p{t) g (t) y si denotamos por A al conjunto 
(P i /Z i )U(P2/Z2) resulta: 
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¡mt)\dxit)=\ mt)\dx(t)- ^pit)g(t)dx(t)^ 
JX JT JT 

= I mt)\dx(t)- í xpiogiodxio 

JT 
luego, |i//(OI d X(0 < 2 \\i¡j\\ X U ) < 4 e Ij^ij, es decir 

L l^(OldX(0 = o 

y como esto es cierto paia todo X E / , se obtiene (a). 

3. PRINCIPALES RESULTADOS 

Dados dos espacios topológicos completamente regulares .S y T, si 
a: S > -^^{T) es una aplicación continua para o{jt{T), Ci^iT)) diremos 
que a es un núcleo en Jt{T) con dominio en 5' y lo representaremos por 
{a^: s ^ S] donde â  = a{s). Es claro que en la aplicación a le podemos 
asociar una aplicación lineal A: Cj^iT) > C{S) poniendo A{f)=g donde 

g{s) = üsif). Si se verifica que sup ||a^|| = sup |a^| (T) < + oô  diremos que el 
s s 

núcleo es acotado. En este caso A toma valores en C¿, (S) y es una aplicación 

lineal y continua de norma ||^|| = sup Ija l̂j. 

Recíprocamente, todo operador ^;C¿ (7) > C/,(S) se puede repre­
sentar por un núcleo acotado a: S >^{T), el definido por ¿2̂ = A *(6^) 
donde 5̂  E:^{T) es la evaluación en ^ E 5 y ^ * es el transpuesto del ope­
rador^. 

Dado un subespacio ^aiT) áQjt{T), un núcleo de sumabilidad en 
jta (T), es un núcleo de medidas {a^: ^ E 5} C Jtç^iT) que cumple la condi­
ción de ^-regularidad uniforme: 

(i?): V ^ E j ^ ( r ) y V e > 0 existe Z^X{T), Z C £ , talque 

\a^ \{E\Z)<e para todo 5 E 5. 

Se puede ver fácilmente que cumpliéndose la condición (i?), la función 
g\ S > IR definida por g(s) = as (E) se continua para cada E E J^{T). 

Se pueden ofrecer varios ejemplos de núcleos de sumabilidad. En cual-
caso esta noción generalizada la de matriz infinita. 
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De forma análoga a las definiciones usuales en el caso de sucesiones y 
matrices infinitas, dadas dos familias de medias, no vacías, / C ^{Sfx y 

y un núcleo ius'. s E. S ) C ^ ( J ) , diremos que el núcleo es 
{K, J )-conservatorio (respect. {K, /)multiplicador a si transforma funciones 
7^-convergentes en /-convergentes (respect. iT-convergentes hacia c en /-con­
vergentes hacia ac). Si a = 1 se dice que el núcleo es {K, /)-regular. 

Para el caso de operadores acotados se pueden dar definiciones análogas. 
Nos proponemos obtener caracterizaciones directas de e^tos tipos de 

núcleos, en términos de las medidas â  que componen el núcleo y que sean 
análogas a las del caso clásico de matrices infinitas. 

Para parte de los resultados será preciso que nos restrinjamos a núcleos 
de sumabilidad especiales (que en todo caso generalizaran a las matrices in­
finitas). 

Una condición necesaria y suficientes para que un núcleo ^y{T) trans­

forme cada / E Ci,{T) es una función de Ci){S) es que syp IJâ H < + ©o (La 
necesidad se obtiene en virtud del teorema de Banach-Steinhaus teniendo en 
cuenta que el dual de CQ{T) se puede identificar isomórficamente con 
Jty{T)). 

Teorema 2 

Sea íâ .* s E S ) un núcleo de sumabilidad en ^yÇÏ). 
Una condición necesaria y suficiente para que el núcleo sea fV**, J)-con-

servatorio es que se cumpla: 

(a) sup IkslK + oo 

(b) Para cada H E Jf existe J-lim as(H) = a(H) 

(c) Existe J-lím as(T) = b 

En este caso, existe una única medida MO ^ ^ v (T) tal que: 

(d) J-lím â  (f) = MoCO + (b — Mo(T)) lím ípara cada f E c(T). 

La medida ¡JLQ queda unívocamente determinada por los valores 

iUo(H)= a(H) VH E5f 

Demostración 

Se puede ver en (4) 

Corolario 3 

Con la hipótesis del Teorema 2, una condición necesaria y suficiente 
para que el núcleo sea (V°, }ymultiplicativo con multiplicador b (respect. 
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, o 
(V , jyregular es que se cumplan (a), (b) (c) en dicho Jeorema con a(H) O 
para cada H E K {respectivamente, idénticas condiciones y h = 1). 

Demostración 

La suficiencia se sigue del teorema anterior, teniendo en cuenta que al 
ser a{H) = 0 V / / E Jf, se cumple (rf) con ^XQ = 0. 

La necesidad también se sigue del mismo teorema, observando que 
como el núcleo transforma funciones convergentes hacia cero según V en 
funciones /-convergentes hacia cero, aplicando {d) se obtiene que JUQC/) = O 
para cada /E Co(r), es decir, JUQ ^Í^OC^MO ^CQ{T)^. 

Como ¡IQ E ^y(T), se sigue que JUQ = O y en consecuencia a(H) = 
= jUo(i/) ~ O para cada ^ E J C . 

Es evidente que el núcleo será (F° , /)-regular si y sólo si se cumple la 
misma condición y además es £> = 1. 

El teorema 2 y su corolario 3 extienden no solamente el caso de ma­
trices regulares dadas por Kojima-Schur y Silvermann-Toeplitz, sino también 
las de las matrices casi conservativas, casi regulares y casi multiplicativas 
dadas por King (9), Duran (6) y Eizen-Laush (8). 

Del mismo modo y con adecuadas elecciones de la familia / se pueden 
obtener resultados análogos de Schaefer (16), Duran (6) y Mursaleen (14). 

Ejemplo: 

Como una aplicación ilustrativa del teorema 2 y su corolario 3 indica­
remos cómo se pueden obtener y completar ciertos resultados recientes de 
Maddox (11) y (12) relativos a la caracterización de aquellas matrices infini­
tas que transforman de modo consistente (es decir, conservando límites) ca­
da sucesión fuertemente casi convergente en una sucesión convergente e 
igualmente las que transforman cada sucesión acotada fuertemente sumable 
Cesaro en una sucesión convergente. 

Recordemos que, de acuerdo con la terminología de Maddox (11), las 
sucesiones (x„ ) fuertemente casi convergentes hacia a son aquellas sucesiones 
acotadas para las que 

j£j^ \ 1̂  __ ĉ i = o uniformemente en p 
n n+ I 4^ ' ' ^ 

i=p 

lo que en virtud de la caree teriz ación de Lorentz y la proposición 1 aplicada 

a la familia / de los límites genaralizados de Banach equivale a que la suce­

sión (x„) sea fuertemente /-convergente, es decir, a que exista lím x„ = a a 

través de la base de filtro V = J° formada por los subconjuntos £" C IN para 
los que existe y vale uno la densidad uniforme 
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1 [J ^ n 

d^ (E) = [r ] - lim %E(n) - lim - — - V X ;̂(/) = 1 
/? + 1 .^^ 

z= p 

uniformemente en p. 
Después de esta observación la aplicación del teorema 2 y el corolario 

3 a esta situación permite obtener y completar los citados resultados de 
Maddox. 

De forma análoga recordemos que una sucesión acotada (x„) se dice 
que es fuertemente sumable Cesaro hacia a si. 

1 ^ 
lím - 2, \^i - ^1 = 

De forma similar, esta condición equivale a que exista lím x„ = a a tra­

vés de la base de filtro U formada por los subconjuntos E C¥¡ que poseen 

densidad ordinaria d(E) — 1, siendo 

rf(£) = lím - y\ XEÜ) 

Para ver esto basta aplicar la proposición 1 a / = C * ( ^ ° ) donde C es 
el operador asociado a la matriz que genera las medias de Cesaro. 

Aplicando nuevamente el teorema 2 y el corolario 3 a esta sucesión se 
obtiene que las matrices regulares son precisamente las matrices conservativas 
ifLnk) que verifican: 

lím S \ank - % l = O 
" keH 

para cada ^ C IN con densidad Í/(JT) = O donde a^ = lím a^^ • 
n 

Un caso particularmente interesante de iÎT-convergencia, que extiende 
el concepto de casi convergencia dado por Lorentz, es el que resulta de con­
siderar una familia K de medias, invariantes respecto a un semigrupo de ope­
radores G C £ {Ci,{T)) y que además extiendan la convergencia ordinaria res­
pecto a una base de filtro V. Más concretamente, si denotamos por [G] al 
conjunto de tales medias invariantes [G] = { M ^^(7)1: ix{Lf) = ii(f), 
V Z E G y V / E C^ÍT) }, consideraremos una familia de medias K de la for­
ma [G] n F° y el correspondiente concepto de función jST-convergente. 

Cuando G es un semigrupo que cumple unas condiciones de tipo ergó-
dico similares a las de Eberlein (7), pueden obtener caracterizaciones útiles 
de la Á^-convergencia. Dichas condiciones se establecen en un contexto tal 
que permita dar tratamiento simultáneo a las dos situaciones que surgirán 
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cuando se considere / = F° y / =^{T)\ y que son las que consideramos 
en lo que sigue. 

Si denotamos por || ||/ a la seminorma sobre Cb(T), \\f\\j = 
sup {|X(/)| : X E /} diremos que G es un semigrupo /-ergódico por la derecha, 
si se cumplen las siguientes condiciones 

( 1 ) L *(J)C / para cada LGG, 
(2) Existe una red de operadores (Adi^i enJC (CbiT) verificando: 

(a) lím UiiLf- f)\\j = O para c a d a / E Q ( D y cada LEO 
i 

(h) Para c a d a / G C¡jiT) y cada / E /, la función Afif) es || ||y-adherente 
a 0(f). Donde con 0(f) denotamos la órbita de /ba jo la acción de la 
envoltura convexa de g, co(G)). Cuando tal red existe, diremos que 
(Ai)i'c¡ es un G-sistema ergódico por la derecha con relación a la 

seminorma i| ||/ Si además se verifica que lím \\(LAi)f — Aif\\j~ O 
i 

para cadíi / E C¡,(T) y cada LEG, diremos que (^/)/e/ es un G-sis-
tema ergódico con relación a || ||/ y que G es un semigrupo /-ergódico 
con relación a || ||/ y que G es un semigrupo/-ergódico. 

Cuando / = ^(T)\ entonces es || ||y = || lU y el semigrupo se denomi­
nará simplemente semigrupo ergódico por la derecha (resp. ergódico). 

Se demuestra entonces que K=[G](^f^(¡>ysQ caracterizan las funcio­
nes íT-convergentes por el siguiente resultado, donde con B denotamos el 
cierre uniforme en C¿,(r del subespacio engendrado por las funciones 

KP -¥ Lf — f con lím if = O, L EG y / E Cb(T) en el caso / = F^ o el engen-
V 

drado por Lf-f si J = ̂ (T)\ * 

Teorema 3 

Sea G e x CÔ(T)) un semigrupo J-ergódico y (A/)/e/ un G-sistema er­
gódico relativo a || \\j. Dado f E C^CT), son equivalentes: 

(a){G]n]-\imí=^c, 

(b)lím ||A,(f^c)IU = 0, 

( c ) / - c E B . 

Demostración 

Puede verse en (3). 
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En el caso de que G sea el semigrupo engendrado por un único operador 

C cumpliendo C(Í) = T, en (7) se comprueba que C„= (/ + C +....4-C'0 
n + 1 

es un sistema ergódico. En tal caso se obtiene que una función / G C^Cr) es 

[C]-convergente a c G IR si y sólo si lím ||C„(/)-calleo = O (Donde con [C] 
n 

representamos el conjunto de medias invariantes respecto al semigrupo en­
gendrado por C). 

Cuando K =' [C] n F° se obtiene el siguiente resultado. Si. K = [G] 
se obtiene un resultado análogo. 

Teorema 4 

Sea {a :̂ s G S } un núcleo de sumabilidad en ^p-(T) y G <Z £(C¿,(T)) 
un semigrupo V° -ergódico de operadores. 

Una condición necesaria y suficiente para que el núcleo sea ([G] Pi V , J)-
con-servativo es que se cumpla: 

(a) sup Hall < + oo ^ 

(b) Existe J-!ím a^(H) = a (H) V H G 5f 

(c) J-lím a5(T) = b. 
s 

(d) Para cada L G G j cada f G C¿,(T) existe J-lím a5(Lf—f) = a/,(f). 
s 

Demostración 

La necesidad es inmediata teniendo en cuenta el teorema 2 y el hecho 
de que cualquier función continua convergente según Fes [G] H V^ conver­
gente y que para cualquier f E^ C^iT) y L E G, la. función {L—T)f es 
[G]r) V -convergente hacia cero. 

Suficiencia: En virtud de (a), el núcleo define un operador acotado^. 
Por aplicación del teorema 2, A{<^) es /-convergente para cada ^ ^ CQÍT) y 
por (d) la función [A{L - /)]/es/-convergente para cada/G C^iT). 

Entonces, en virtud del teorema 3 el operador A transforma funciones 
de B en /-convergentes. 

Si / es [G] n V -convergente hacia c, entonces / = c"+ ^ donde g EB 
y Af resulta /-convergente hacia 

J4ím asif) = c(/-lím as{T)) 4- /-lím asig) 

ya que por (c) existe/-lím as{T). 

Nota: es evidente que si a = O y ^L = O V L G G, e/ núcleo resulta 
([G] n V°, i)-multiplicativo con multiplicador b. 

Si es / = [C] donde C G JC {€^{8)) cumple la condición C(l) = 1, se 
obtiene el siguiente resultado. 
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Proposición 5. 

El núcleo de sumabilidad { a :̂ s E S} C ^yüT) es ([G] O V°, [C])-
conservativo (respect, multiplicativo con multiplicador b si y sólo si: (a) 

sup a, < + oo, (b) Existe [C]-lím a,(H) = a(H) VH E ÏC (respct. a =0), (c) 
s 

[C]-lím a,(T) = b, (d) Existe lím C„[(^«(L - I))f] en C¿(S) para cada 
n 

L E G 7 cada f E C¿, (T) (donde A es operador asociado al núcleo). 

Demostración. 

Basta tener en cuenta la caracterización de las funciones [C] '̂ conver­
gentes del teorema 3 y aplicar el teorema 4. 

Obsérvese que en todos los resultados anteriores, la razón que hay para 
considerar núcleos en JtyiT) es para tener garantizada la condición {a) del 
teorema 2 y el hecho de que los núcleos sean de sumabilidad interviene para 
dar sentido a la condición (Z?) de dicho teorema. 

Si en lugar de considerar núcleos de sumabilidad en JÍy (D , se consi­
deran núcleos acotados arbitrarios, se pueden obtener resultados similares a 
los anteriores. En lo que sigue, ^ = Í7° siendo U una base de filtro en T, o 

Proposición 6 

Sea G ^ £ (Q(T)) un semigrupo K-ergódiéó y {a^: s E S } C ^ ( T ) wn 
núcleo acotado (no necesariamente de sumabilidad). 

Una condición necesaria y suficiente para que el núcleo se ([G] Pi K, J)-
conservativo (respectivamente multiplicativo con multiplicador a) es que se 
cumpla: 

(a) Existe J- lím a^íf) (resp. igual a cero) para cada f E K(T)o. 
s 

(h) Existe J-lím a^(T) (resp. igual a a), 
s 

(c)Para cada L E G y cada f E C¿(T) existe J- lím a (̂Lf—f) (resp. igual 
s 

a cero). 

Demostración 

Siendo la necesidad de (b) evidente, la necesidad de (a) se sigue de la 
observación de que cada f E K(T)o es K D [G]-convergente a cero y la de 
(c) se obtiene de modo similar, teniendo en cuenta que cada función de la 
forma Lf-f(fe Ct,{T), LGG)es [G] n ií-convergente a cero. 
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La suficiencia de obtiene razonando como en la prueba del teore­
ma 4, 

Explícitamente, el caso K = Jt{T)\ es el siguiente: 

Corolario 7 

Sea G C JC (C¿, ( T ) ) un semigrupo ergódico, formado por operadores po­
sitivos y verificando L(T) = Ï para cada L G G. 

Una condición necesaria y sufiente para que un núcleo acotado 
{dis'- s G S } C ^ ( T ) sea ([G], })-conservativo resp. regular) es que se cumpla: 

(a) Existe J-lim a^iT) (resp. es igual a uno) 
s 

(b)Para cada L EGy cada f ^ C¿(T) existe J-lim â CLf-f) (resp. es igual 
s 

a cero). 
En la situación planteada en la proposición 6 se puede dar una carac­

terización de los núcleos acotados que transforman funciones [G] n A'-con-
vergentes a cero en funciones/-convergentes a cero. 

Proposición 8 

En las condiciones de la proposición 6, el núcleo acotado {â : s G S}C 
Jt(J) transforma funciones [G] O K-convergentes a cero en funciones ¡'Con­
vergentes a cero, sí y sólo si se cumple: 

Para cada LEG y cada f ^ Q (T) es J-lím a^íLf-f) = 0. 
s 

Cuando se considera T = 5 = N, / = [G] son los límites de Banach [r] , 
y A = {ank) ^^ una matriz infinita, la aplicación del corolario 6 nos conduce 
a los teoremas de Duran (6) y P. Shaefer (16) relativos a la caracterización 
de las matrices fuertemente conservativas (resp. fuertemente regulares) 
que son las que transforman sucesiones acotadas casi convergentes (resp. al 
mismo valor). 

Finalmente si en el corolario 7 se toma [G] = [r],J =^° y A una ma­
triz infinita, se obtiene la caracterización dada por Lorentz (10) de las matri­
ces fuertemente regulares (transforman sucesiones acotada casi convergentes 
al mismo valor). 

Cuando T = 5, se pueden dar ejemplos de núcleos de sumabilidad (/, J)-
regulares que no sean (F°, F°)-conservativos, generalizando los ejemplos de 
matrices infinitas que transforman sucesiones casi convergentes en casi con­
vergentes que no son regulares. 

Consideremos la familia / = [G] n V^ siendo G un semigrupo F°-ergó-
dico de operadores. Para obtener uno de tales ejemplos, basta requerir la 
existencia de una función a E ^ ( 5 ) que sea /-convergente pero no V^-con-
vergente (La existencia de tal función está demostrada en (3)). 
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Fijado /i G / definimos üsif) = OL{s)iJi{f). Por ser ju una media G-invarian-
te, se cumple UsiLf-f) = 0 V L E G, V / E Q (̂ S) y cada s GS, por lo que 
se verifica la condición {d) del teorema 4. Como ju E F*, también se cumple 

la condición /-lím a^if) = O si / E Coins') y como /-lím a^C/) = 
s 

(/-lím Û:(5)) ju(Í) = i , aplicando la proposición 2 deducimos que el núcleo 
es (/, /)-regular, sin embargo la función î se transforma en la función a que 
no converge según V. 

Finalmente, como una aplicación de los resultados anteriores se pueden 
obtener los resultados de Atalla(2) relativos a dos problemas (a) y (b) que son 
nuestra terminología se plantean en los siguientes términos 

Si ^ y 5 son matrices regulares y positivas y [^] y [B] son las medias 
invariantes respecto de los semigrupos de las matrices engendradas por A 
y B, se trata de dar solución a los siguientes problemas: 

(a ) Caracterizar A y B para cada sucesió J^^ Pi [ ̂ ]-convergente sea 
j r ° n [5]-convergente al mismo valor. 

(6) ídem para que cada suces ión^ H [^]-convergente s e a 5 * C ^ ) -
convergente al mismo valor. 

Una primera observación indica que {a) => (b). El problema (a) se puede 
expresar diciendo que el operador identidad sea C^^H [A], JT^C) [5])-re-
gular. Si aplicamos la proposición 6 resulta que una condición necesaria para 
que se cumpla (a) es que: 

lím íü^ \Bi(y)n\ = 0 
i n 

para cada j^ E /°° (N) de la forma y = Ax — x con x E /°°(]N). 
El problema (ó) se puede expresar diciendo que B es (J^° H {A],^\ 

-regular. Aplicando nuevamente G obtenemos que una condición necesaria y 
suficiente para que se verifique (Z?) es que 

lím {B{Ax -- x)\ = O 

para cada x E r(]N). 
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