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Abstract 

Given a real separable Hubert space //, we denote with G{H) the Geometry of the closed linear 

subspaces of H, with S =\E^^^ \n e A^} a sequence in G{H) and with [C] the closed linear hull of the 

setC. 

In provious papers we have defined and characterisze^ the weak convergences in G{H), 

Now we report a topological characterization of these convergences by the weak topology rp /̂ 

and the finest topology with the weak convergence, r^. 

INTRODUCCIÓN 

Se considera el espacio de Hilbert separable real H\ designamos con 
G{H) la geometría de los subespacios lineales cerrados de H, con 
S - {£'̂ '̂ ^1 ^N) una sucesión en G{H) y con [C] la envoltura lineal cerrada 
de un conjunto C. 

En^ se definieron las convergencias fuerte y débil de una sucesión S 

Sixi eE^^n^^xr -^x=>xeE 
n n 

¥xeE, 3 Xn^E^""^ 3 x^-^x 

SiXr eE^^n^ ^ Xi -^X^xEiE 
n n 

Posteriormente fueron estudiadas y caracterizadas en^*^. La convergen
cia fuerte verifica los tres axiomas de convergencia de Frechet, es una 
L*-convergencia, pero para la convergencia débil encontramos un contra-
ejemplo^, de una sucesión de hiperplanos, {TT^} tal que TT -̂T^ H y toda sub-
sucesión {it^ } de {TT }̂ contiene a su vez una subsucesión {ír̂  } que converge 

n n 

débilmente a H, por consiguiente no se verifica el tercer axioma y es una 

L-convergencia. Este hecho nos sugirió la definición de una nueva convergen

cia^ £(«) ^ E <^ [esE^^n^] = E, V(/„ ) C (n) que es la mínima L*-convergen-

cia que contiene a la convergencia débil -^ . 

(Los superindices se refieren a la bibhografía). 
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Como la convergencia débil de una sucesión S implica la fuerte de los 
ortogonales^^ pero el recíproco no es cierto^, definimos otra convergencia^ 

£in) _^ £ ^ £{n)i —y £'1 gg^^ convergencia verifica los tres axiomas de 

Frechet. Además, E^^^ -^ E síy sólo sí [eŝ  E^^n^] = E V (/„) C (AZ), y con-

a b 
tiene a las convergencias — y -^. 

El objeto de este trabajo es completar el estudio sobre las convergencias 
anteriores que fue iniciadoi en^^'^ ^. La convergencia fuerte viene caracte
rizada por la topología métrica^. 

2 . -

Sea S una sucesión en G(H) y ^ una base de entornos de la topología 
débil r^ definida por hiperplanos. 

Definición.— Dada Sllamamos núcleo de 5 y lo representamos por 7V(5) 
al conjunto H [E^""), E^''^^\,..] y núcleo estricto a N^{S) = n [E^^^\,„, 
f^^^^.. .] , (/z„) C {n). Ambos conjuntos son subespacios lineales cerrados con 
las siguientes propiedades: 

N{S') C N{S) Y S' dS 
N,{S') DN,iS)Y S' es 
N,iS) = nNiS') 

S'cS 

El siguiente teorema es una caraterización topológica del núcleo estric
to de S. 

Teorema 7.— N^iS) = {x E //] V r^-entorno subbásico í/(x), corta a 
casi todos los términos de S). 

Esta caracterización de lugar a una L*-convergencia definida por 

£{n) ___ E<^NJS') = EN S' es. 
Ne 

Al considerar r^-entornos básicos, obtenemos una caracterización de 

. b 
la convergencia -*•. 
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Definición 2.— M{S) ~ {x G / / | V r ^-entorno básico corta a casi todo 
E^^^} . Es un subespacio lineal cerrado. Si denotamos con As^ = U E^^n)^ 

S' = {E^^n^ ihn) C {n)}, M{S = p J^f . Es obvio que esta propiedad 
i3 CZ. í3 o 

—r 
se puede extender a otras topologías, es decir p A = {x Gi/|V r-en-

ScS S' 

torno básico corta a casi todo E^^^]. 

Definición 3.— Dados S y M{S), un punto x de M(S) se dice de 1̂  clase 
si para todo r¿/-entorno básico U(x), existen subsucesiones 5" ={E^^n^}y 
{x/z„ } tales que x/̂ ^ G U(x)r) E^^^^ y ¡Xh^l^K¿ . En caso contrario se dice 
de 2^ clase. 

El conjunto de los puntos de 1̂  clase deAf(5') es un subespacio A/1(5). 

Teorema 2 - £<^> - E^E=M,(S') V S' C 5. 

Dadas S y S' C S denotamos Às={x eH\ 3{xm \m GN}CKJE^^n) 

^^m"^ x} y a partir de aquí, MiS) = n ^4^ ». Es un subespacio lineal ce-
S'cS 

rrado contenido en M(S), verificando además M(S) = M(5") Y S' C S <^ 

es 5 = es 5 ' V 5 ' C 5 y por consiguiente MiS) = n es 5". 

Teorema 3.^ £(«>— E<^MiS') = E Y S' CS. 

4.--

Consideremos la topología r^, cuya base de entornos del origen viene 

dada por los conjuntos B = E"" U [U E.ÍE^PÍ"^ )], donde E"" es una bola de 

centro el origen y radio TQ; L^^Í^ subespacio de codimensión /?/, E^^i^ bolas 
contenidas en L^^i^ con r̂  < r̂  +1 r̂  ^ oo; E^ ÍE^PÍ"^ ) entornos de estas bolas 

con ei -> 0. 

Definición 4.— M^(S) = {x E H\ Y r^-entorno básico B{x) corta a casi 
todo £(''>}. 



652 MARIA DEL CARMEN DE LAS OBRAS 

Es un subespacio lineal cerrado, intersección de las r^--clausuras, 

M*(5)= n Al,c yM*(5)CM(5). 

Definición 5— Mf(S) es un suebspacio de los puntos de 1̂  clase para 
M*(5) definido de modo análogo aMi (S). 

Teorema 4.- E^^'^^E ^E = MfiS') V S' C S^\ 

En general M(S) C Mf{S) para toda sucesión S. Comparando los teo-
( \ Cl 

remas 3 y 4, siE^^^-^ E, ambos subespacios coinciden. 

5.-
El siguiente paso es la caracterización de la convergencia débil E^^^ -^E. 

Sabemos que la topología asociada a una L- convergencia es la misma que la 
correspondiente a la mínima L*-convergencia que la contiene^. Por ello con
sideremos la topología r^. 

Definición 6.— Mf{S) = ix E H\ Vr^-entorno básico de x, existe una 
sucesión de norma acotada{x„}, tal que x^ EE^^^ n B(x)}. 

Proposición l.-M^{S) =li^ S. 

Dem. 

Si X es un vector del límite inferior débil de una sucesión 5, existe una 
sucesión de vectores{x„) con x^ E. E^^^ tal que x„ —^x, por consiguiente 
|x„ I < oo y todo r^-entorno básico Bix) corta a E^^K 

Recíprocamente, dado un vector x de M^{S) y un r ^-entorno B{x), la 

sucesión{x„} con x„ E E^^^ n B{x) de norma acotada, es débilmente con

vergente a X y pertenece por tanto alJJS. 

Proposición 2.— M^(S) es un subespacio lineal cerrado contenido en 
MfiS). 

Dem. 

Podría demostrarse directamente, pero es evidente por las propiedades 
del límite inferior débil de una sucesión 5'̂  . 

Teorema 5.^ E^""^ —^ E sí y sólo sí E -= M\ {S) Y S' C S. 
Dem. 

Se deduce de la proposición anterior y de las propiedades de los límites 
inferiores^. 
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Finalmente, para completar este estudio, los subespacios Aí(5) y M*(S) 
definen dos nuevas convergencias que verifican los tres axiomas de Frechet 
de convergencia. 

Definición 7.^ £^"> ^ ^ E sí y sólo úM{S') = E Y S' C S. 
M{S) ^ ^ 

^(«) ^ £ s íy só lo s iAÍ* (5 ' )=£ YS'CS. 

Resumiendo tenemos el siguiente diagrama: 

MtiS) C MtiS) ^ MiS) 

^ Mi (5) ^ 

^ £(«) M*(Í) \ 

EW ^ ^ M(S) 

Quiero expresar mi agradecimiento al prof. A. Plans de la Universidad 
de Zaragoza por la supervisión de este trabajo. 
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