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Abstract

Gorny established for the first time in [2] inequalities between the upper bound of a function
on an interval and those of its # firts derivatives. Similar results were found later by H. Cartan [1] and
Kolmogoroff [4] for the line, and the author for angle of the complex plane. In this paper we shall
establish similar inequalities for the best bounds
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of an asymptotic expansion on a subset C of the complex with 0 € 0C. In [6] we have given analo-
gous inequalities for the particular case of an angle Ag = {2: |arg z| < am/2} (@< 2) and A=
= {Z: larg z| = an/ 2} (00 < 1). These inequalities are fundamental for the solution of the problem
announced in [7] of equivalence of classes of functions with asympotic expansion on a subset of the .
complex plane.

Resumen

Gorny (2] fue el primero que establecié desigualdades entre las cotas superiores, sobre un inter-
valo, de una funcién y de sus 7 primeras derivadas. Un resultado semejante fue encontrado mds tarde
por H. Cartan [i] y de manera mds precisa por Kolmogoroff [4] para la recta, y por nosotros para un
dngulo del plano complejo. Desigualdades andlogas para las cotas dptimas
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de un desarrollo asintdtico sobre un conjunto C, 0 € 9C, del plano complejo serdn establecidas en
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este trabajo. Anteriormente, establecimos en [6] desigualdades andlogas para el caso particular de un
dngulo Ag = {z: lare z| < an/2} @<2) y Aq= {z: largz|=an/2} (@< 1). Estas desigualda-
des son fundamentales para la solucidn del problema de equivalencia de clases de funciones con desa-
rrollo asintdtico sobre un conjunto del plano complejo, anunciada cn [7].

1. Definicién.— De manera andloga que en [8] utilizaremos las siguien-
tes notaciones:

1. C es un conjunto conexo y acotado del plano complejo ampliado Z
que consta al menos de dos puntos y tal que 0 € aC.

2. B es la componente de Z — C que contiene el punto z = y
A=7Z — B.

3. w (2) es la representacion conforme de B sobre {w: [w|[>1} que
se puede escribir en la forma '

w(z)=z Z % (co>0)
k=0 z

en un entorno de z =,
4. o(r)=sup {logIw (2)I|: lz|=r, zEB} para r > 0.

eto )
5. ¢ () =inf {

: r>0} para t=1.
B

Igualmente, w, (z), o, (r) y ¢, (¢#) son las funciones correspondien-
tes a la union B, de By {z: |z|>p}. Estosi p>0 y B, essimplemente
conexo, cosa que ocurre en muchos casos para p suficientemente pequeiio.
De manera general, si C, es la componente de C N {z: |z| < p} tal que
0€C,, B, csla componente de Z — C, que contienea z =0,

2. Lema.— Si 0 (r) es derivable en un entorno de Q0 y

ra’ (r) _1

1i = 0E€EB 2.1
rl_l;l’(l) e B ( ) (2.1)
para 0 <B<+oo, Entonces
lim to ( ) =718 (2.2)
to+eo (1)

u=inf{za (wit)) > 1}> 0. (2.3)
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Demostracion.— En efecto, si f (¢) =log ¢ (t) y ponemos

1
log — =f()
ry
y
1 )
log — =f@)—tf" (),
ra
tendremos
¥ r
log 2 =1f " (1= 2
r r,0 (ry)
y
limlog 2 = 1m 22 _g
too r, ras0 rya' (r,)

Como por otra parte, por el teorema de los incrementos finitos, se tiene

logo(r,) —loga(ry) ra'(r)
logr, —logr, o)

para cierto r: r; <r<r,, se deduce

., loga(ry,) —loga(r)) ro' (1) 1
lim =lim = —
£ oo logr, —logr, r-0 0(r) B

y, por consiguiente,

lim log LAGY =
t4oo O(rl)

, o(ry)
lim =
1o+ 0 (ry)

Lucgo

, 1 . o(ry)
lim to =lim ———— =
trteo ¢ (1) 12+ 120 (ry)

Loo(ry) o (ry)
= Iim = Iim 2o =1,
toteo G (Fy) ry20 ry0 (rp)

De donde por la continuidad de to (1/¢ (¢)) en [1, +00) resulta u > 0.
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3. Proposicion.— Supongamos:
1. 0(r) es derivable en un entorno de 0y

ra'(n _ 1

11_,m0 g (r) B

(0 €EB) 3.1)

para 0 <f +oo,

2. o, Ny, Po, k, n, My ¥y M, son numeros positivos que satisfacen
a=zl, poe(@=1y k<n.

3.

Ao 2)k[M T M. (32)
o(p) k “o nP ] .

Oy (Mo, My)= inf o (

pP<po

Entonces, si t*/n es la solucién de la ecuacion

") (L}) = méx{:’/—ﬁ——z , P (a)}, (3.3)

N\ *
Oy (Mo, My) <20Fo (7) M, (3.4)

resulta

para una constante \ independiente de k,n, My y M,, .

Demostracion.— En primer lugar observemos que por ser ¢ (¢) crecien-
tey ¢ (t*/n) = ¢ (a) es t*/n > «. Por tanto, si tomamos

1 (t*)
—Fe N\ )
0 n

tendremos p < 1/p () <py y

t*
— 0()Zu>0

en virtud de (2.3). De esto resulta
*
oG D= %)
o(p) k bk

para p=1/¢(t*/n) < po.
Como por otra parte

My + M, p" <2M,,
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se deduce
)\0 ¥ k t* k
@ (o, M) <20 (P> °=) My <20 () Mo
u ok k
para
X = sup @ (Ro/m) 1)
t>1 o)

Finalmente, \ # oo puesto que ¢ (¢) es una funcién continua positiva

en[l, teo)y
) oo/t _ N . to () _
lim log =log Iim =
toe @ (1) mots= (1)
A o(r A
=log =2 lim ,( ) =g log =
u ora0 ra (r) M

4. Proposiciéon.— Sea M (r) una funcién no negativa y no decreciente

de r = 0. Siel polinomio

n
P(z)= % a,z¥
v=0

satisface la desigualdad
iP(z)| <M (|z])
sobre C, se verifica

1 n "% ()
— 24z’ | S 2k A M (p)
z% r

para |z|<r[2 y

] k-1 enop )

s % a,z’ | <2k+1 p M (p)

para |z| =r[2, cualquiera que sea el niimero p > 0.
Demostracion.— Como segiin (4.2) se verifica
1P (2)| <M (p)
sobre C,, por el teorema 1 [10] tendremos
IP(z)| <e™e® M(p)

para |z|<r y, por consiguiente,

“4.1)

4.2)

(4.3)

(4.4)

“4.5)

(4.6)
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P® (z2) i nop (r)
] o <2 pr M (p) “4.7)
para |z|<r/2.
Por tanto, siendo
n Z ()
E,,z":-—-——-——j z — k"1 plx ds<,
Zav = Gy J, €9 (§)dg

resulta (4.3) para |z| <r/2.
De manera andloga se puede probar (4.4). En efecto, teniendo en cuen-
ta el resultado precedente y (4.6), se deduce

1 k-1 1 7 1 n
;—k- ¥ ay,z? |< — Ya,z¥ |+ s Ya,z’ | <
0 V4 k 0
e "% (r) e "% ) e "% r)
<28 ——— M (p) +2¥ —— M (p)=2**! — M (p)
r r r

para |z| =r/2. Para concluir basta observar que por el teorema del médulo
méximo esta desigualdad es también vélida para_|z| > r/2 puesto que

es una funcion analiticaen {z: |z|=>r/2}, incluido el punto z =oe,
De manera andloga, para z =0, se puede probar

k.
acl <o (%) M. @.7),

5. Teorema.— Si f (z) esuna funcion compleja que admite el desarro-
llo asintdtico

co

Za,z’
0
con cotas 6ptimas M, sobre C, se tiene

k
M, <3 - 2%y, (%) (M, + M, pm) (5.1)

Nk
la | <o, (E) My + M, p™) (5.2)
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para 0 <k <n, cualquiera que sea el numero p > 0.
Demostracion.— En efecto, como el polinomio

n—-1

P@)= E a,z’

satisface evidentemente la desigualdad
IP()| <My +M,p"

"sobre q , por la proposicion 4 resulta

1 n-1 enap(r)
o E a,z’ | <2k — My + M, p™)
para |z|<r/2 y
1 k-1 enop(r)
ra %} a,z’ | <2k+1 My + M, p"™)

para |z|=r/2.
Por tanto, para |z|<r/2 y z €C tendremos

k-1
f(z)— %? a,z’ | n-t
¥ S| 2 @ |+ My 21" <
z z° &
enop(r) Mnl‘"
<2k——T—(MO+ann)+ % <
r r
e % ) e "% (r)
<2 ——— (Mg + Myp™) + ——— Myp"
puesto que
1 %@ o
— < inf <
P r>0 r r
Andlogamente, para |z|=>r/2 resulta
k-1
z)— 2 a,z’ _
f@- % ay Mo LR
zk T z)* zk % DIS
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MO nap »
S22 —= + 2 ——— (Mo + M, p™) <
r r
e"% (3]
<3-2F = My + M, p™).
De estas desigualdades resulta
k-1
f(Z) - % avZV ’ nop (r)
M, = sup p <3:2F —5— WMo + M,p")
zE€C Z r

cualesquiera que sean los niumeros positivos » y p y, por consiguiente, (5.1).
Para probar (5.2) basta tener en cuenta (4.7),.
Enel caso M, +; =0, es decir, cuando

f@)=

n
v
2a,z”,
0

se puede probar de manera andloga el siguiente:

6. Teorema.— Si el polinomio

n
P(x)=2a,z’
0

satisface la desigualdad

[P(z)I| <M (lz])

sobre C, se verifica

1
7z %

n
—2Za,z’

<3'2kgpp(

—Z)k M ()

para z €C y 0<k <n, cualquiera que sea p > 0.

7. Definicién.— Si o (r) es derivable en un entorno de Q0 y

1§
rl—{ril) ) 0(7‘)

ra’ (r) _1

1
p

(0€EB)

(6.1)

(6.2)

(6.3)

(7.1)
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para 0 <f < +oo, diremos que O es un punto semirregular de C si existen
dos nimeros positivos A y p tales que

(7.2)

para ¥ Sp < pg.
Una condicidén suficiente de semirregularidad ha sido dada en el teo-
rema 10 [9].

8. Proposicion.— Si 0 es un punto semirregular de C existen dos niime-
ros positivos Ny ¥ P, tales que

0 <p () (8.1)
? 0 (p)
para t>1 y 0<p<p,.

Demostracion.— En efecto, si se verifica (7.2) para r <p < p, y elegi-
mos A, suficientemente grande de modo que

o
Ao = SuP{po’(/();))) TPpS po} (< +0),

para t =1 y p<p, existeun r < p.tal que

1 —2, ra (r)
t o (p)

y, por tanto,

Aot
v, () <exp {to, (N}r<exp {Ato (N/o (p)}r=¢ (—~——0 (p)).

9. Definicién.— denotaremos por (log M) la sucesion regularizada
de (log M,) por log ¢ () [11] que, por consiguiente, viene definida por

S(t)=sup{£—(—]%’:—)n—-: n<r} (9.1)
y
. o (tm)"
M =sup {——-————S 0 = n}. (9.2)

Entonces, si (n;) es la correspondiente sucesion de indices principales,
por la proposicion 9 [11], para n'=n; <n <n;,; =n" se tiene
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" nll
,< £Un/n)"

; ; 9.3
T ptany ©3)
Yy
ty /)"
* — Lp_.(_"/_,)n,_ M, (9.4)
@ (ta/n)
para un cierto t, =n" tal que
n'=n(t, —0) y  n"=7(tn).

Hacemos notar que si se verifica (7.1) para 0 <f <+, por la propo-
sicion 8 [11], dicha sucesion (n;) es infinita.

10. Teorema.— Sea O un punto semirregular del conjunto acotado C
v f(2) una funcion compleja que admite el desarrollo asintdtico

oo

Za,zv
0

con cotas optimas M,. Si (log MY) es la sucesion regularizada de (log M,))
por log ¢ (¢) se tiene

M, < qrM* (10.1)
para una constante q >0 y todo n=1.

Demostracion.— En efecto, por ser O un punto semirregular de C, por
la proposiciéon 8 se tiene

R ORY (;% t)

para cierta constante Ao, p Spo y t=1.
De esto se deduce, aplicando el teorema 5 a

1 Wt
fw (2)= ",7(f(2)— z aVZ")
z 0

y teniendo en cuenta la proposicion 3, que

' n" — n' n'-n . "_ ot
M, <3-2"" inf ©p (._.__’_) M,y + Mn”Pn -n )<

o < po
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;- n” — n, n-n "oy
< po —

) t* \"°"
<6(2)\)"‘"¢( ) My

n—n

para n' <n<n",y

"o
t* n -n 1 " ,
Y (n" n) =mixy g e @<
- n

P n” p ) ; of n"—n'
<méx .‘p_(_"/_’_)_r_, w(a)n -n <SD ’7
@ (tn/n)" n

para n'=n; <n <n;y; =n", segun (9.3), para la sucesion (#;) de indices
principales y, por tanto,

t* <uaty,.

De esto resulta, por la concavidad de log ¢ (¢) y (9.4), las desigual-
dades

*

t
(n—n')logcp( ,)+logMn'<
n—n

ot t t
<(n—n')log<p( n,)+n'log«p(-i,)—nlogcp(—n)+logMﬁ<
n—n n n

+ 1t t
<n log [¢ (@‘—n—)l‘-) /o (—n"—)] + log M <

<nlog N\ + log M*
para

\ = sup M (< +o0)
t>1 (1)

y, por consiguiente,

M, <6 (2A\Y" M.

En el caso que C sea un conjunto no acotado se puede proceder de ma-
mera andloga siguiendo los siguientes pasos.

11. Definicion.— De aqui en adelante utilizdremos las siguientes nota-
ciones e hipdtesis:



628 BALTASAR RODRIGUEZ-SALINAS

1. C esun conjunto conexo no acotado del plano complejo ampliado Z
que consta al menos de dos puntos y tal que 0 € oC.

2. Existe una sola componente B de Z — C talque 2 €B y

A=7Z —B.
3. s (z) es la representacion conforme de B sobre {s: Re s> 0}
tal que
lim s (z) = (z €B),
VAl

y w(z)=exps (2).
4. o(r)=sup {Res(z): lz|=r, r €B} para r>0.
eta (r)
5. np(t)=inf{ :r>0}para t>0.

r

Co, By, Wp (2), 0, (r) y @p (¢) serdn como en la definicion 1.

12. Lema.— Si
ra' () 1 -
im = == 0EB 12.1)
r-0 0(Fr) ﬁo ( ) ( )
y
ra' (r) 1
im = — (12.2)
z = U(r) Boo
para 0<f, <o y 0<p <o setiene
I m( ! )~e‘15 (12.3)
im —) = , )
tae N\ (f) °
li to( 1 )—e"B (12.4)
fm = - )
t+0 (1)

,u=inf{to (wzt)) > o}> 0. (12.5)

13. Proposicion.— Supongamos.

1. Severifican (12.1) y (12.2) para By y B finitos y positivos.
2. No,k,n,My y M, son nitmeros positivos tales que k <n.
3.

k
Ro 5) (M + Mop"]. (13.1)

b o=l o
P (Mo, M) pn;fo<p o) K



DESIGUALDADES PARA LAS COTAS DE LOS DESARROLLOS ASINTOTICOS 629

Entonces, si t*/n es la solucion de la ecuacion

&)/

¥ k
Dy (Mo, M) <20 (=) Mo (13.3)

resulta

para una constante N independiente de k,n,Mqy y M,

14. Definicién.— Si se verifican (12.1) y (12.2) para By y B finitos y
positivos, diremos que O es un punto semirregular de C si existe un nimero
Ao >0 tal que

o(r)

0, (1) S Ao o

(14.1)
para r >0 y p>0.

Segtn el teorema 10 [9] se verifica (14.1) para ciertas condiciones y
r < p. También, en las mismas condiciones, se puede asegurar lo mismo para
r 2 p porque de la proposicion 5 [9], procediendo como en el teorema 10
[9], se deduce

o, (r) =log /r; +0 (1)

para r = p, y se tiene

o) (- w
£ 0 _jp o oM

para r 2 p segan el teorema 11 [9] con 0 <0 (r) <2m.
Ahora resulta inmediatamente

A
©, (t)<tp(0(0pt)) (14.2)

para >0, p>0 y A, suficientemente grande.

15. Definicién.— Denotaremos por (log M¥) la sucesion regularizada
de (log M,) por logy (¢) [11] definida por

- eum”
S () supl M, .n/l} (15.1)
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Mg =sup {i’%’-g))——: r>0}. (15.2)

Entonces, si (n;) es la correspondiente sucesion de indices principales,
para n' =n; <n <mnjy; =n" se verifican (9.3) y (9.4) para un cierto
tn, > 0. Pero ahora se presenta una dificultad y es que no es suficiente (12.1)
para que dicha sucesion sea infinita porque puede ser n (f) = oo para
un ¢t > 0.

-

16. Proposicion.— Si Q0 es un punto semirregular de Cy

1im ’1;0( ln)=0, (16.1)

M
la sucesion (n;) de indices principales es infinita.

Demostracion.— En efecto, si 77 (£) = paraun ¢ >0 se tiene

t n
S (¢)= lim sup f—-(]—éi >0

n

y, por tanto, existe un x>0 tal que
t n
o (=) >nm,
n

para infinitos valores de »n, de donde se deduce por el lema 12

t 1 t 1
n G(\/W) =5 (Gam) =

y, por consiguiente,
1 1 ( 1 >0
imsup — 0 { === .
P n "’/M,,)

17.— Teorema.— Sea 0 un punto semirregular de Cy f(z) una funcion
compleja que admite el desarrollo asintotico

v

Za,z
0

con cotas Optimas M,, sobre C. Si
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1fm ;11_ o( 1 ) =0 (17.1)

M,
v (log M*,) eslaregularizada de (logM,) por logy (1), se tiene
Mi<q"M, (17.2)
para una constante q >0 y todo n= 1.

Hemos omitido las demostraciones de las Gltimas proposiciones porque
son andlogas a las demostradas anteriormente cuando C es un conjunto
acotado. _

Las desigualdades (10.1) y (17.2) son las naturales generalizaciones,
para los desarrollos asintoticos, de las desigualdades de Gorny-Cartan para
las funciones indefinidamente derivables en un intervalo.

18. Teorema.— Sea O un punto semirregular de C'y f(z) una funcion
compleja que admite el desarrollo asintético

oo

Zaz’
0

con cotas optimas M,, sobre C. Entonces

1 1 .
51 -0 =— >0 18.1
fm sup — (m) . (18.1)
si y s6lo si existe una constante q >0 tal que

M, <q"p (Ln"—)nMo. (18.2)

Demostracion.— De (18.1) se deduce

n‘]—l-d—g—) 1

M,

lim sup — 0( .
n to

Por tanto, si ;¥ es la solucion de

* n/M
o ()= o

del mismo modo que el lema 12 se tiene la desigualdad

* n *
I o ( Mo < In 0 (————1——)<a
: n M, n p(t¥n)



632 BALTASAR RODRIGUEZ-SALINAS

para un cierto « finito, y

n
liminf tf < alim inf —————— =at,.
" o /M,/M,) 0

De esto resulta, teniendo en cuenta que
t¥\F
M, <2y (7) M,  (k<n)

para una constante A > 0, independiente de k y n, segin se deduce de
(13.3), la desigualdad

My <2y (3‘;—0) M,

y, por consiguiente, (18.2).
Finalmente, si se verifica (18.2) se tiene

1 i 1 1 M
i ! °) >1y — 0\~ ) 2
fm sup — o(q Mn) fmsup — ¢ (cp(fo/n)) to >0

por el lema 12 y, por consiguiente, (18.1).

19. Corolario.— En las condiciones del teorema 18, si f(z) no es una
constante, se tiene

1

/M _n—

1im sup ’1; 0 (5==) <+ee. (19.1)

20. Observaciéon.— Es importante hacer notar que no es necesario el
conocimiento de o (r) para calcular la regularizada (log M) de (log M,)
por log ¢ () porque, tanto en la definiciéon 9 como en la 15, se puede susti-
tuir o (r) por otra funcién & () equivalente a ella salvo un factor constante
e incluso tal que

log 6 (r)=log o (r) + 0 (1) (20.1)

para 0 <r < p, =sup {|z|]: z €C}. Por esto es muy util el teorema 11 [9]
que, en ciertas condiciones, asegura que

1ogo(r)=f T o) 02

ro 10 (7)
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paraun rg >0 prefijadoy 0 <r <p,.

En virtud de esta observacion las condiciones (7.1), (12.1) y (12.2) se
pueden sustituir, para estas nuevas funciones, por ser ¢ (#) creciente y ve-
rificar

<@ ) 0<r<p. (20.3)
o ()

para dos constantes b =a > 1, porque entonces

5= fo ’ "ff) dr (20.4)

ademds de satisfacer (20.1), para r < py, satisface las condiciones anidlogas
para los limites de oscilacion, superior e inferior.
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