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Abstract 

Let C be a subset of the complex plane with z = 0 as a boundary point, and (W2„) a positive 

sequence. We shall denote by CQ (m^) = CQ (m„; C). the class of complex funcions f (z) wihich 

admit an asympotic expansion 
oo 

i:aj;Z^ 
0 

over C such that 

I n-i 
< y l ^ " m „ | z | " (« = 0 ,1 ,2 , . . . ) 

n-l 
f(z)- S û^z^ 

O 

for every z ŒC, where A and q are constants depending on / ( z ) . 

That aim of this paper is to establish necessary and sufficient conditions on the positive sequen­

ces (m„) and (m^) in order that 

Co (m„) = Co (m'n) 

for a very general class of sets C, as we announced in [7]. We solved this problem in [6] when Cis the 

sector A(^={z: |arg z | < a7r/2}, a < 2. 

Similar question have been studied by Gorny [4], H. Cartan and Mandelbrojt [3], Bang [1] and 

Mandelbrojt [ 5 ] for the class of infinitely often differentiable functions on an interval (finite or not) 

of the line. 

Resumen 

Dado un conjunto C del plano complejo con el punto frontera z = O y una sucesión positiva 

(m„) denotaremos por CQ {m^) = CQ (m^; C) la clase de las funciones complejas / ( z ) que admiten 

un desarrollo asintótico 

oo 

ZüjjZ^ 
O 

sobre C tal que 

Este trabajo ha sido parcialmente subvencionado por la ayuda n^ 0338/84 de la CAICYT. 
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n-l 
| / ( z ) - S aj,^\<Acf'mn\z\'' (« = 0 ,1 ,2 , . . . ) 

O 

para todo z e C y dos constantes Ay q, dependientes de / ( z ) . 

Este trabajo tiene por objeto establecer las condiciones necesarias y suficientes que deben cum­

plir dos sucesiones positivas (m„) y (mj,) para que 

^̂ 0 (f^n) = CQ im'n) 

para conjuntos C muy generales, como anunciamos en [7]. Este problema fue también resuelto por 

nosotros [6] para el caso de que C sea un ángulo AQ^ = {z: |arg z | < a-n/l } de amplitud a-n < 27r. 

Cuestiones análogas han sido estudiadas por Gorny [4], H. Cartan y Mandelbrojt [3], Bang II] 

y Mandelbrojt [5] para las clases de funciones indefinidamente derivables sobre un intervalo finito o 

infinito de la recta. 

7, Definición.-- De manera análoga que en [8] y [12] utilizaremos las 
siguientes notaciones: 

1. C es un conjunto conexo y acotado del plano complejo ampliado 
Z que consta al menos de dos puntos y tal que O ^ 9C. 

2. 5 es la componente de Z — C que contiene el punto z = oo y 
A=Z-B. 

3. w (z) es la representación conforme de B sobre {w: |w| > 1} tal 
que w (oo) = oo y liin w' (z) = Co > 0. 

4. o (r) = sup {log \w (z)| : \z\ = r, z E 5 } para r > 0 . 
f ^to (r) % 

5. ip(t) = mfÁ : r > 0 | para / > 1 . 

Si Cp es la componente de C H {z: | z | < p } talque O^Cp, Bp es la 
componente de Z — Cp que contiene a z = oo y H^̂  (Z)^ Op (r) y ^p (t) 
son las funciones análogas correspondientes a Cp y Bp. 

2. Definición.— De forma análoga que en [12], si 

o (2r) 
a< <b (OeB) (2.1) 

G(r) 

para dos constantes b > a> I y O < r < sup { |z| : z ̂  C}, diremos que O 
es un punto semirregular de C si existen dos números positivos Xo y Po 
tales que 

Op {r) < Xo - 7 ^ (2.2) 
o{P) 

para r < p< pQ. 
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3. De/m/c/ón.— Denotaremos por (log mjf) a la sucesión regularizada 
de (logm„) por log^p (t) [ 11] definida por 

5 (r)-^ sup i : n<t> (3.1) 
K rrin J 

m^ = sup ^ : t>nj. (3.2) 

4. Teorema.— Si O es un punto semirregular de Cse tiene 

Q (mS)=Q (mn). (4.1) 

Demostración.— Si (Mn) es la sucesión de cotas óptimas del desarrollo 
asintótico de una función / ( z ) perteneciente a Q (m„) se verifica 

Mn <q''mn 

para una constante q > O y todo n> 1. Entonces, si se procede como en el 

teorema 10 [12], sustituyendo Mn' y Mn" por q^ mn' y q^ mn" y tenien­
do en cuenta que 

q^(t)<^(at) 

para una constante a> I y todo t> \, resulta 

Mn <q"'mS 

para una constante q'> O y todo n>l. Por consiguiente, / ( z ) pertenece 
a Co (m^) y 

Co (m„)CCo (mí), 

de donde siendo m^Kmn resulta (4.1). 

5. Definición.— Si O es un punto semirregular de C, diremos que O es 
un punto regular de C si existe una sucesión (P^ (z)) de polinomios tales que 

\Pu{z)\<.\ (5.1) 

sobre Cy 

\a'J^'\ = 
Pi"^ (0) 

n\ 
( k \ 

-) (5.2) 

para n ^ h y k/n > h, siendo q una constante positiva: O < ^ < 1 y 
// = h (C) suficientemente grande. 
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Según el corolario 10, el lema 12, el teorema 14 y el teorema 15 de 
[10], los polinomios de Faber Pk {z) satisfacen, en ciertos casos, las condi­
ciones requeridas salvo un factor constante. 

6. Teorema.— Si O es un punto regular de Cy 

1* \ \/n 

lím sup I —-r I = oo. (6.1) 

existe una función perteneciente a la clase CQ (m„) y no perteneciente a 
CQ {m'n ), es decir, 

Co (m„)C?Co(m;). (6.2) 

Demostración.— Con las notaciones de la definición 5 vamos a probar 
que se puede elegir la sucesión {ki) de forma que 

" Pk^z) 
/ =1 ¿> {Ki) 

verifica las condiciones requeridas, salvo en un caso que también pro­
baremos. 

Como de (6.1) se deduce que existe una sucesión creciente (ny) tal que 

y para cada «^ se puede encontrar un tr ~> rir que satisface 

si ky es la parte entera de ty tendremos ky^ny y 

S{ky)<Sity)=^'''j' < 

^ ^ { I k y l n y T r ^ { k y j n y T r ^ { k y ^ y T r 

< < X'̂ '' T — - = ??'' ; (6.4) 
m*^ m^^ mny 

con 

lím qy = lím X I —f-1 = O 
\mí / '-tly 

para un constante X > 0. 
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Siendo lím n^ - <» y 

^ (f/n)" 
lim — = 0 

para cada n, de {k,) se puede extraer una subsucesión (A:,-) de modo que 
«i + i > ^ i y 

Siki^,) " 3 S(k,) 

para 1 < « < A:,- y todo i. Entonces, para 1 < « < kj, resulta 

1 
/=/ + i S{ki) ^^ Sikf) í=y + i 3'-' 

^ q^ ^(kf/n)" ^ V? (kj/n)" 

2 S(kj) ^ S{kj) 
(6.5) 

1 
< 

1 1 1 

í = i Siki) ' S(ki) í=o 3' 2 Sik^) 

Por tanto, las series 

a„ = 2 
rí'^í) 

(6.6) 

ki>n S (ki) 

y 

/ = i 5(Â:0 

son convergentes por admitir como mayorantes a (6.5) y (6.6). Además esta 
función / ( z ) pertenece a CQ (m„). En efecto, como por el teorema 6 [12] 
se tiene 

n - l 

I Pk (z) - 2 oi^z" i < 3 • 2«<̂  ( - ) Izl" 
o \ « / 

sobre C, para Ay -1 < « < kf (ATQ = 0) resulta 

(6.7) 

n-l 

fiz)- 2 a,z^ 
O 

< 2 
\p^,(^)-

n-l 1 
- 2 af''>ẑ  

0 1 
S(ki) 

< 
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" ^ {kiln)" (p (kí/n)" 
< 3 -2" 2 ^ ^ ^ \z\" <3 -2" + ' ^ '' ^ \z\" <6 •2«m„ |z |" . 

Por otra parte, siendo 

|fl„|> ' " ' - 2 > * « l 

' " ^ S(kj) i=/ + i 5 (/:,•) ^ 2 Sikf) 

para n-Uj^h y kj/fíj- >/2, según la definición 5, resulta 

si nj>h y kjjuj > h . Luego 

^límsup i—f-| =lím — =+oo 
\m„V q^ 

y f (z) no pertenece a CQ (m^) si kj/nj>h para infinitos/. En caso con­
trario, la sucesión (kj/rij) es acotada y se puede proceder como antes 
tomando 

k 

Pj,(z)=cX(azr 

para dos constantes apropiadas ay c. 

7. Corolario.— Sea O un punto regular de C Entonces 

Q (m„)CCo (m'J (7.1) 

si y sólo si 

limsup (—^1 <+oo. (7.2) 

Demostración.— Resulta de los teoremas 4 y 6. 

<S. Corolario.— Sea O wf? punto regular de C. Entonces 

Co {ñin) = CQ {mn) (8.1) 



si y sólo si 
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in 
a" < —~ <b'' (8.2) 

para dos constantes positivas a, b y todo n >l. 

9. Corolario.— Sea O un punto regular de C. Entonces todas las funcio­
nes de CQ {mn ) son analíticas en el punto z = O si y solo si 

l í m s u p ^ m ^ < + o o . (9.1) 

En el caso que C sea un conjunto no acotado se puede proceder de ma­
nera análoga como a continuación indicamos. 

10. Definición.— De aquí en adelante utilizaremos las siguientes nota­
ciones e hipótesis: 

1. C es un conjunto conexo no acotado del plano complejo ampliado 
Z que consta al menos de dos puntos y tal que O G 9C. 

2. Existe una sola componente 5 de Z — C tal que oo G 5 y 

3. s (z) es la representación conforme de B sobre {s: Re s> Q] 
tal que 

lím 5 (z) = oo (z G B), 

y w (z) = exp s (z). 

4. o (r) = sup {Re s (z): \z\-r, ZGB} para r>0, 

5. ^(t) = mf< : r > 0 > p a r a í > 0 . 

Cp, Bp, Wp (z), Gp (r) y tpp (t) serán como en la definición 1. 

11. Definición.— De forma análoga que en [ 12], si 

a<-^-^<b (OeB) (11.1) 
o(r) 

para dos constantes b > a > I y r > O, diremos que O es un punto se-
mirregular de C si existe un número XQ tal que 

file:///z/-r
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Op {r)<'h 
O ir) 

o(P) 
(11.2) 

para /•> O y p > 0. 

12. Definición.— Denotaremos por (logm*) a la sucesión regularizada 
de (logm„) por logip (í) [ 11] definida por 

C^it/n)" ^ 1 
S (t) = sup < : n>\y 

\. m„ j 
(12.1) 

V itln)" 
m* = sup < "̂  — : t > 

I S it) »} (12.2) 

7 J. Teorema.— Si O (?5 zi/? punto semirregular de Cy 

se tiene 

iím - a ( - L ) = 0 

Q (m*) = q, (m„). 

(13.1) 

(13.2) 

Demostración.— Basta proceder como en el teorema 17 [12], según 
hemos indicado en el teorema 4. 

74. Definición.— Si O es un punto semirregular de C, diremos que O 
es un punto regular de C si existe una familia (E^ (z))^^^ de funciones en-

(14.1) 

(14.2) 

teras que verifican: 

para z E.C, 

para z EB y | z | < / ' y 

i«f 1 = 

lis, ( z ) | < l 

Etiz)\<e*''<-'-) 

Ef (0) 
>q"s (14.3) 

para n > h y r > //, siendo q una constante positiva: O < q < 1 y 
h =Ii ( O suficientemente grande. 

Hacemos notar que procediendo como en el corolario 10 y el lema 12 
de [10] se puede asegurar, en ciertos casos, que las funciones E^ (z), defini­
das al final de [10], satisfacen estas condiciones, salvo un factor constante. 
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15. Proposición.— Si f{z) es una función entera que satisface 

\f(z)\<l (15.1) 
para z EC y 

log|/(z)| 
lím sup 
Z^oo \S(Z)\ 

<t (ZGBI 

se tiene 
|/(z)l<e^^<''> it>0) 

(15.2) 

(15.3) 
para z E.B y |z| </-. 

Demostración.— En efecto, basta tener en cuenta que, según un conoci­
do teorema de M. Heins, de(15.1)y(15.2)se deduce 

| / ( z ) | < e x p {tRes{z)} (zEB). 

16. Proposición.—Si 

f(z) = i:a,z^ 

es una función entera que satisface (15.1) sobre C y (15.3) sobre B se tiene 

f(z) - \ ' a^z-
o 

< 3 -2 "" ií¡y '̂ "' 

í \ " 

para z EC y 

para « > 1. 

Demostración.— De (15.1) y (15.3) se deduce 

(16.1) 

(16.2) 

/(«)(z) 

n\ 

,ta(r) 
<2" 

para | Z | < Í - / 2 . 
Por tanto, siendo 

/ ( z ) - " s a.z" 
1 

(n- 1)! ^0 
f (z-r)«-i/<«)(r)c?f, 

J Ci 

resulta 

f(z)-W,z-
o 

> to (r) 

< 2 " |z|' 
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para | z | < r / 2 . 
Por otra parte, teniendo en cuenta el resultado precedente y (15.3), se 

deduce 

1 " -1 
— 2 a..z^ <2" +2" 

,íor(r) 
— o « + l 

para \z\ =r/2 y, por tanto, también para |z| > r/2. Entonces 

n - \ 

f{z)- 2 « / >« + l 
,ÍOr(r) , í í 7 ( r ) 

Izl" +2^ <3 -2" 

para |z| > r / 2 y z GC, 
Finalmente, de las desigualdades probadas anteriormente resulta (16.1). 

Y (16.2) es consecuencia inmediata de (15.1) y (15.3). 

1 7. Teorema.— Sea O un punto regular de Cy 

lím - o(-—=) = 0 . 
n ^\fmn' 

Entonces, si 

lim sup I —— I 
H: ^ \ín 

(17.1) 

(17.2) 

existe una función perteneciente a la clase CQ (m^) y no perteneciente a 
Co (^«), es decir. 

Co irn^)^Co (m^). (17.3) 

Demostración. ~ Por la definición 14 y la proposición 16 para t > h 
existe una función entera 

E, (z) = 2 apz^ 
o 

tal que 

para z E C y 

n-i 

E^(z)- S 4 % ^ < 
í \« 

??^ ( - ) Izl'̂  (17.4) 
^n / 

^n ^ 
(17.5) 

para n'> h, siendo q^ y ^2 constantes positivas. 
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Entonces vamos a probar como en el teorema 6 que se puede elegir la 
sucesión (ti) de forma que 

/ ( ^ ) = .2 - ^ (17.6) 

verifique las condiciones requeridas. 
Como por (17.2) se deduce que existe una sucesión creciente (n^) 

tal que 

l í m í - ^ ) = 0 , 

y para cada /v? ^n virtud de (17.1) y de la proposición 16 [12], se puede 
encontrar un tf.> O que satisface 

^ ^ ( í > . ) " ^ 

tendremos 

con 

Sitr) ' 

5 (/,) Ç?'-

lím q^ == lím { —f- ) = 0. 

Siendo 

1) lím/z^ = °o, 

2) lím t, = <^ por (17.1), 

ip {tin)" 
3) lím = O para cada n y 

t^"^ S{t) 
4) ^ ( ^ ) =mí̂  

con lím t* - °° por (17.1), de {ty) se puede extraer una subsucesión (í¡-) 
de modo que Uj + i > t¡> i + 1, 

-^az + iM)" < í?" ¥ > ( ? » " 
5(í,- + i) 3 S (ti) 
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para 1 < « <5,-= max («,-, r,) y q'=q2/qi < 1 , y 

2 • ^:^'-^ < - q"'m* 

para todo /. Entonces resulta 

1 
< 

y 

1 s (ti) 2S(ti) 

para 1 < « < s¡- y 

2 ' ^ inin ^ «'ÍÍM 

para « ^ i,- _ i ^ /. 
Por tanto, las series 

(17.7) 

(17.8) 

(17.9) 

f(z)^ S -^^^^ 
- 1 5( í , ) 

(zeo 

, ( í / ) 

fl„ = 2 
'• = 1 iS(/f) 

son convergentes por admitir como may orantes a (17.7) y (17.8). Además 
esta función / (z) pertenece a CQ (m„). En efecto, teniendo en cuenta 
(17.4), para / , - i < « < í¡ resulta 

/ ( z ) - E fl,z^ 
^ £ , (z) - 2 a(^/)z'' 

< 2 i-^ '- ^< 
S(tj) 

< < 

<(n+ l)q",m*\z"\<i2q,r mn \z"\. 

Por otra parte, como para n=n¡> h y ti> h se tiene 

yiti) 

\a„\> ^ 2 
,(fí) 

5(í , ) / = i S (ti) /=, + i 5(í /) 
> 
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Siti) ^ ' / = i S{t^) ^ \ = / + i S{t¡) 

>(,n (ggi)" ( g g i f \ ^{t,lnf _ 1 (q2\" , 

resulta 

lím (—7—) = lím — =+cx) 

y, por consiguiente, / ( z ) no pertenece a CQ (^¡^). 

75. Teorema.— Si O ê ' w^ punto semirregular de Cy 

lím sup - a ( ^ 7 = ) = +00^ (18.1) 
n ^ ymn ' 

la clase C^ (nin^ sólo contiene funciones constantes. 

Demostración.— Resulta inmediatamente del corolario 19 [12]. 

19. Teorema.— Si O es un punto semirregular de Cy 

O < lím sup - o Í7¡7=r\ <+«^ , (19.1) 
n ^\jmn' 

se tiene 

Co imn)=Co {^ ( - ) ) . (19.2) 

Si además O es un punto regular de C, CQ {mn) contiene funciones no 
constantes. 

Demostración.— Por el teorema 18 [12] resulta 

Co (m^)CCo (^ ( - ) ) . 

Por otra parte, si 

in 

( - ) 
^ n ^ 

(p I — I =m^ 

por el lema 12 [ 12] se tiene 

^a(-L. )>M>0 
n ^\/mn^ 

para n > 1 y, por tanto, 
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lím inf í„ > O 

en virtud de (19.1). Entonces 

' / I " 
Q ( ^ ( - ) )^Q (mn). 

Para la última parte, basta tener en cuenta que 

Et (z) G Co (rrin ) 
para cada t> 0. 

20. Corolario.— Sea O un punto regular de C. Entonces 

Co (m„)CCo (m^) (20.1) 

si y sólo si 

l imsupí—7") <+oo. (20,2) 

Demostración.— Este resultado se deduce de los teoremas 13 y 17 cuan­
do se verifica (17.1). Si no se verifica (17.1), esta conclusión es consecuencia 
de los teoremas 18 y 19. 

21. Corolario.— Sea O un punto regular de C Entonces 

Co (m„) = Co {mn) (21.1) 
si y sólo si 

m an ^ -JL ^j^n (21.2) 
mí 

para dos constantes positivas a, b y todo n> 1. 

22. Corolario.— Sea O un punto regular de C Entonces todas las fun­
ciones de Q (mn) son analíticas en el punto z = 0 si y sólo si 

lím supy^mjf < +00. (22.1) 

BIBLIOGRAFÍA 

[1] BANG, T.: On quasianalytiskeFunktionen.CopenhüguQ,l946. 

[2 ] CARTAN, H.: Sur les classes de fonctions définies par des inégalités portant sur leurs dérivées 
successives. Paris, Act. Se. et Ind. n^ 867, 1940. 



SOLUCIÓN DEL PROBLEMA DE EQUIVALENCIA DE FUNCIONES 615 

[3] C A R T A N , H . Y S . M A N D E L B R O J T : Solution du problème d'équivalence des classes de 

fonctions indéfiniment dériva bles. Acta Math., 72 (1940), 31. 

[4] GORNY, A.: Contribution à l'étude des fonctions dérivables d'une variable réelle. Acta 

Math., 71 (1939), 317. 

[5] M A N D E L B R O J T , S.: Séries adhérentes. Régularisation des suites. Applications. Paris, 

Gauthier-Villars, 1952, 

[6] R O D R I G U E Z - S A L I N A S , B . : Equivalenza di classi di funzioni con sviluppo asintotico in un 

ángulo. Funzioni caratteristiche. Boll. U.M.I. (3), 14 (1959), 525-531. 

[7] R O D R I G U E Z - S A L I N A S , B . : Solución del problema de equivalencia de clases de funciones 

con desarrollo asintotico. Rev. Acad. Ciencias de Zaragoza, Ser 16 (1961), 47-51. 

[8] R O D R I G U E Z - S A L I N A S , B.-' Funciones asociadas a un conjunto del plano complejo. Rev. 

R. Acad. Ci. Madrid, 81 (1987), 9-21. 

[9] R O D R I G U E Z - S A L I N A S , B.: Influencia de la frontera en la representación conforme. Rev. 

R. Acad. Ci. Madrid, 81 (1987), 23-35. 

[10] R O D R I G U E Z - S A L I N A S , B.: Desigualdades para las derivadas de un polinomio. Rev. R. 

Acad. Ci. Madrid, 81 (1987), 467-485. 

[11] R O D R I G U E Z - S A L I N A S , B . : Regularización de sucesiones. Rev. R. Acad. Ci. Madrid, 

81 (1987), 455-465. 

112] R O D R I G U E Z - S A L I N A S , B.: Desigualdades para las cotas de los desarrollos asintóticos. Rev. 

R. Acad. Ci. Madrid (Aparecerá). 

Departamento de Teoría de Funciones 
Universidad Complutense de Madrid 


