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Abstract

Let C be a subset of the complex plane with z =0 as a boundary point, and (m,,) a positive
sequence. We shall denote by Co (my) = Cq (my; C). the class of complex funcions f (z) wihich
admit an asympotic expansion

©0
= a,z"
0

over C such that

n-—

1
f@ - g a2’ | < Aq"my, 2| n=0,1,2,..)

for every z € C, where A and q are constants depending on f (z).
That aim of this paper is to establish necessary and sufficient conditions on the positive sequen-
ces (my,) and (my,) in order that

Co (my;) =Cq (my)

for a very general class of sets C, as we announced in [7]. We solved this problem in [6 ] when C is the
sector Ag= {z: larg z| < anf2}, a< 2.

Similar question have been studied by Gorny [4], H. Cartan and Mandelbrojt [3], Bang [1] and
Mandelbrojt [5] for the class of infinitely often differentiable functions on an interval (finite or not)
of the line.

Resumen

Dado un conjunto C del plano complejo con el punto frontera z = 0 y una sucesion positiva
(my,) denotaremos por Cgy (my) = Cy (my,; C) la clase de las funciones complejas f(z) que admiten

un desarrollo asintético

sobre C tal que

Este trabajo ha sido parcialmente subvencionado por la ayuda n® 0338/84 de la CAICYT.
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n—1
[f@) - = a2’ |< Ad"my |2|" (n=0,1,2,..)
0

para todo z €C y dos constantes 4 y g, dependientes de f(2).
[ste trabajo tiene por objeto establecer las condiciones necesarias y suficientes que deben cum-
plir dos sucesiones positivas (m,,) y (m;,) para que

Co (mn) = Co (m;z)

para conjuntos C muy generales, como anunciamos en [7]. Este problema fue también resuelto por
nosotros [6] para el caso de que C sea un dngulo Ag = {z: |arg 2| < Ot;r/Z} de amplitud an < 2.

Cuestiones andlogas han sido estudiadas por Gorny [4], H. Cartan y Mandelbrojt [3], Bang [1]
y Mandclbrojt [5] para las clases de funciones indefinidamente derivables sobre un intervalo finito o
infinito de la recta.

1. Definicion.— De manera andloga que en [8] y [12] utilizaremos las
siguicntes notaciones:

1. C es un conjunto conexo y acotado del plano complejo ampliado
Z quc consta al menos de dos puntos y tal que 0 € 0C.

2. B es la componente de Z — C que contiene el punto z=o0 y
A=7Z_—B.
3. w (z) es la representacion conforme de B sobre {w: |w|>1} tal
que w(0)=ooy lim w' (z2)=co > 0.
z >
4. o (r)=sup {log|w (2)|:|z|=r, zE€EB} para r>0.
to (r)

5. np(t)=inf{——-—

: r>0} para t =1.
B

Si Cp es la componente de C N {z: |z| <p} talque O €C,, Bpesla
componente de Z — C, que conticnea z =% y w, (z), 0, (r) y ¢, (1)
son las funciones andlogas correspondientesa C, y B,.

2. Definicién.— De forma andloga que en [12], si

<28 o, (oep 2.1)
o(r)

para dos constantes b=a>1 y 0<r<sup {lz]:z €C}, diremos que 0
es un punto semirregular de C si existen dos ntimeros positivos Ao y Lo
tales que

o(r)

o (p)

0p (1)< No (2.2)

para ¥ < p < pg.
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3. Definicion.— Denotaremos por (log m¥) a la sucesion regularizada
de (logm,) por logy (¢) [11] definida por

S(t)=sup{f—(—tm)—- : n<t} (3.1)
my .
y
. o am)” }
mi = sup S0 t2ng. (3.2)

4. Teorema.— Si 0 es un punto semirregular de C se tiene
G (mi)=G (my). (4.1

Demostracion.— Si (M,,) es la sucesion de cotas 6éptimas del desarrollo
asintdtico de una funcién f (z) perteneciente a Gy (m,) se verifica

M, <q"my

para una constante ¢ >0 y todo n = 1. Entonces, si se procede como en el

tcorema 10 [12], sustituyendo M,y y M, por q"lm,,' y q" my" y tenien-
do en cuenta que

qe (1) <@ (at)
para una constante ¢ > 1 y todo ¢ =1, resulta

m
my

My

N

q
para una constante ¢’ >0 y todo n > 1. Por consiguiente, f(z) pertenece
a G (mg)y

Co (mn) CG (mi),

de donde siendo m¥ <m, resulta (4.1).

5. Definicion.— Si 0 es un punto semirregular de C, diremos que O es
un punto regular de C si existe una sucesion (Px (z)) de polinomios tales que

1Pe (2)I<1 (5.1)
sobre C'y
PP k\"
a1 = "—(—)‘>q"w (%) (5.2)
n! n

para n = h y kfn>=h, siendo g una constantc positiva: 0 <g <1 y
i =h (C) suficicntemente grande.
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Segiin el corolario 10, el lema 12, el teorema 14 y el teorema 15 de
[10], los polinomios de Faber Py (z) satisfacen, en ciertos casos, las condi-
ciones requeridas salvo un factor constante.

6. Teorema.— Si 0 es un punto regular de Cy

’atk 1/n
lim sup (m’ ) =oo, (6.1)

n

existe una funcion perteneciente a la clase C, (m,) y no perteneciente a
Cy (my,), es decir,

Cy (my) @ Cy (my). (6.2)

Demostraciéon.— Con las notaciones de la definicién 5 vamos a probar
que se puede elegir la sucesidn (k;) de forma que

foy= 3z u®

6.3
i=1 S(k,) ( )

verifica las condiciones requeridas, salvo en un caso que también pro-
baremos.
Como de (6.1) se deduce que existe una sucesién creciente (7,) tal que

!

m,, 1/n,
lim ( *') =0,
My,

y para cada n, se puede encontrar un ¢, = n, que satisface

mE = o (t,/n,)"
"’ N

si k, es la parte entera de ¢, tendremos k, =n, y

S ) < (1) = LAY

# o .
ny
n Py ny
< @ Cky/n, )" <\ So(kr/:r) s ‘P(kr/,nr) (6.4)
ms, ms, My,

con

’ / m;‘r 1/m,
lim g, =1lim A ” =0
Mn,

para un constante A >0.
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Siendo limn, =0 y

o L
fre S (1)

para cada n, de (k,) se puede extraer una subsucesion (k;) de modo que
nivr >k y

¢ (kj+1 /) < gk o (kin)y
S (kiv1) 3 S (ky)

para 1 S<n <k; y todoi. Entonces, para 1 <n <kj, resulta

D oey _ el L 1
i=j+1 S (ki) S (k]) i=j+1 77

_ 4" o &kn)yt o (ki/n)

< (6.5)
2 Sk S (k;)
y
= 1 1 A | 3 1
z < T === . 6.6
i=1 S (k) S(ky) i=o 3 2 S(ky) (6.6)
Por tanto, las series
a(ki)
= 3 n
ks Sk
y
= Py (2
=3 k2
@) i=1 S (ki)

son convergentes por admitir como mayorantes a (6.5) y (6.6). Ademds esta
funciéon f (z) pertenece a Cy (my,). En efecto, como por el teorema 6 [12]
se tiene

n-1 k n
| P (2) — f? dPz¥ |<3-2mp (—) |z|" 6.7)
n

sobre C, para kj-; <n <k; (ko =0) resulta

n-1
- Py ()~ = a2t

flzy— 2 a,z’
0

oo

< 2
i=j S (ki)

N
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°° k:/n)n k:/n)nr
<3on g EEIDN g e REM e 6 127
i=j S (ky) S (ki)
Por otra parte, siendo
L I )

|a,,l> i =
S (kj) i=j+1 S (ky)

n KM 2 e km)” 4" e (k)"
S(ky  i=ier S (k) 2 S(k)

>

para n=n; =h y k;/n; >h, segun la definicion 5, resulta

Qv e knyt g™ ] (q )"f :

a,. | = = mE = —_ .
1= 73 S (k)) 2 Y 2 \g &
si ny=h y kj/n; =h. Luego
a, \ V" !
<1im sup (J{—) =1lim g = +4oo
mnj q]'

y f(z) no pertenece a G, (my) si kj/n; >h parainfinitosj. En caso con-
trario, la sucesion (k;/nj) es acotada y se puede proceder como antes
tomando

k
Py (2)=c Z (az)”
0

para dos constantes apropiadasa y c.

7. Corolario.— Sea 0 un punto regular de C. Entonces

G (my,) C G (my,) (7.1)
si y solo si
* i/n
Ifm sup (m7 < oo, (7.2)

n

Demostracion.— Resulta de los teoremas 4 y 6.

8. Corolario.— Sea 0 un punto regular de C. Entonces

G (Mmy) =G (my) (8.1
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si y solo si

2 ¥k
My

<b” 8.2
e (8.2)

para dos constantes positivas a, b y todo n >1.

9. Corolario.— Sea 0 un punto regular de C. Entonces todas las funcio-
nesde C, (my) son analiticas en el punto z =0 siy solo si

lim sup~/mF < +oo, 9.1)
En el caso que C sea un conjunto no acotado se puede proceder de ma-

nera andloga como a continuacién indicamos.
10. Definiciéon.— De aqui en adelante utilizaremos las siguientes nota-

ciones € hipodtesis:

1. C es un conjunto conexo no acotado del plano complejo ampliado
Z que consta al menos de dos puntos y tal que 0 € 9C.

2. Existe una sola componente B de Z — C tal que o€ B vy

A=7Z —B.
3. s (2) es la representacion conforme de B sobre {s: Re s > 0}
tal que
lim s (z) = (z €B),
Z o0

y w(z)=exps (2).
4. o(r)=sup {Res(z): |zy=r, z E B} para r>0.

to (r)
5.¢m=mf{

CF >O} para t >0.

Co, By, wy (2), 0, (r) Y ¢, (¢) serdn como en la definicién 1.

11. Definicién.— De forma andloga que en [12], si

o (2r)
o (r)

a< <b (0EB) (11.1)

para dos constantes b = a > 1 y r >0, diremos que 0 es un punto se-
mirregular de C si existe un numero A, tal que


file:///z/-r
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o (r)
o @)

0, N<N (11.2)

para ¥r> 0y p > 0.

12. Definicién.— Denotaremos por (logm*) ala sucesion regularizada
de (log m,) por logy () [11] definida por

t n
S(r)=sup{‘p—(—@~ : n>1} (12.1)
mn
y
¢ (t/n)" }
N = — : t>0g. 12.2
m sup{ S ( )
13. Teorema.— Si 0 es un punto semirregular de Cy
1 1
l{m — o(n )=0 (13.1)
n m,
se tiene
G mH=G (my,). (13.2)

Demostracién.— Basta proceder como en el teorema 17 [12], segin
hemos indicado en ¢l teorema 4.

14. Definicion.— Si 0 es un punto semirregular de C, diremos que 0
es un punto regular de C si existe una familia (£, (z))t>0 de funciones en-
teras que verifican:

IE, ()| <1 (14.1)
para z € C,
IE, (2)|<e™®® (14.2)
para zE€EB y |z|<r vy
E™ (0 r\"
aP1= |22 > m(E) (143)

para n=h y t=h, siendo q una constante positiva: 0 <q <1 vy
h=h (C) suficicntemente grande.

Hacemos notar que procediendo como en ¢l corolario 10 y el lema 12
de [10] se puede ascgurar, en ciertos casos, que las funciones E, (z), defini-
das al final de [10], satisfacen estas condiciones, salvo un factor constante.



SOLUCION DEL PROBLEMA DE EQUIVALENCIA DE FUNCIONES 609

15. Proposicion.— Si f(z) es una funcién entera que satisface

If () <1 (15.1)
para z€C y
lim su M <t (z €B), (15.2)
zo= Is (2)] .
se tiene
If (2)| <ete® (t>0) (15.3)

para zEB y |z| <7,

Demostracion.— En efecto, basta tener en cuenta que, segiin un conoci-
do teorema de M. Heins, de (15.1) y (15.2) se deduce

If ()| <exp {t Res (z)} (z €B).

16. Proposicién.— Si

fi@= ;2 a,z’
0

es una funcion entera que satisface (15.1) sobre C y (15.3) sobre B se tiene

n-1 n
f(@z)— Z a,z? |<3:2% (L) |z"] (16.1)
o n

para z€C y
t n
an <o (3) (16.2)
para nz=1.
Demostracion.— De (15.1) y (15.3) se deduce

£ @)

n!

eto @)

<27

rn
para |z|<r/2.
Por tanto, siendo

n-1

1 : e
f@ =2 az= o [ opr s @,

resulta

n-1

eto @)
f@ - 2 az’
0

<27

)™

rn
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para |z|<r/2. .
Por otra parte, teniendo en cuenta el resultado precedente y (15.3), se
deduce '

eta(r) +om eta(r) el eto(r)
rt 2 rt =2 rt

para |z|=r/2 y, por tanto, también para |z|=r/2. Entonces

n-—

1
f(Z)— ) avu
0

1o (r) | In eta @)
|z|” + 2" <3-2"

rn rn

=2n+1

|z|"

para |z|=2r/2 v z €C.
Finalmente, de las desigualdades probadas anteriormente resulta (16.1).
Y (16.2) es consecuencia inmediata de (15.1) y (15.3).

17. Teorema.— Sea O un punto regular de Cy

ll’mlo( 1 )—0 (17.1)
. T . .
Entonces, si

* 1/n

lim sup (Z" ) == (17.2)

n

existe una funcion perteneciente a la clase C, (m,) ¥y no perteneciente a
Co (my,), es decir,

Co (my) ¢ Co (mp). (17.3)

Demostracion.— Por la definicion 14 y la proposicidén 16 para t = h
existe una funcion entera

E,(z)=Za®z’
0

" tal que

n-1 t\"

E, )~ = apz |<qte (=) lzin (17.4)

0 7

para zE€C y
t n
)| > gn —
laP 1> qfe (n) (17.5)

para n = h, siendo g, y q, constantes positivas.
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Entonces vamos a probar como en el teorema 6 que se puede elegir la
sucesion (¢;) de forma que

> E. (2
_ t
1 (@) i=El St (17.6)

verifique las condiciones requeridas.
Como por (17.2) se deduce que existe una sucesién creciente (7,)
tal que

m' o\ 1/
. n;
lim (-—-‘-) =0,

*
m n

y para cada n,, en virtud de (17.1) y de la proposicion 16 [12], se puede
encontrar un #, > 0 que satisface

L 2 (ln)"

m 9
" S (¢,)
tendremos
o (ty/n)* My,
S () "
con
lim g, =1im (~—*f—) =0
M,
Siendo

1) lim n, = oo,
2) lim ¢, =o0 por (17.1),

t n
3) Iim M =0 paracadany
tso S ()

& | My

4) o (i) =mg

r

con lim ¥ = por (17.1), de (¢,) s¢ puede extracr una subsucesion (¢;)
demodoque nypy >t 20+ 1,

o (Uies/m)" _ g ¢ (ti/n)"
S(tis) 3 St
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para | Sp<g=max (n;, ;) Y q=q2/q1 S1,y

‘p(tl/nl)nl < _1_ N s

j<i-n S@p) 4 1M

para todo i. Entonces resulta

Z:1<-3>

< 17.7
LS 28 (a7
y
s e ¢ e n) q_”_m* (17.8)
j=i+1 S (%) 2 St 2 " '
para 1 Sn<ys; y
i t: n

LAUILS <imF <nmp (17.9)

j=1 S (f])
para n > tl'"l >l
Por tanto, las series

f&o=2x <~ (z€0)

=2z
i=1 S(t;)

an

son convergentes por admitir como mayorantes a (17.7) y (17.8). Ademds
esta funcion f (z) pertenece a Cy (my,). En efecto, teniendo en cuenta
(17.4), para t;-1 <n<t; resulta

n-1
‘E,j (z)— = azv
0

n-1 o
]f(z)—Ea,,z" < Z <
Y ji=1 S(fj)

o) [" z ]
ny —— |"=q47] Z + Z |<
i i=t S () 2= j=1  j=i+1

S+ D) gimd |27 < (29,)" my |2"].

N

Por otra parte, como para n=n; >h y t; > h se tiene

laf | i e | S I G2 >

la,| = — Z —
S  j=r S j=i+1 S()
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PR C77L.0 Y (771.) (R (71
= {2 —4q1 —4q1 2 =2
S () i=1 S() i=i+1 S(2)
n n t n n ,

>(qg_ @q)”  (9q1) ) ot m" 1 (_0_11) .

4 2 S (1) 4 \gq, i

resulta
. 1/n;
1im (———'a'j") —1im 2 = 4o
mn,' q;

y, por consiguiente, f (z) no pertenece a C, (m,,).

18. Teorema.— Si 0 es un punto semirregular de Cy

1 1
If -0 = +oo 18.1
im sup , ("mn) , ( )

la clase Cy (my) sélo contiene funciones constantes.

Demostracion.— Resulta inmediatamente del corolario 19 [12].

19. Teorema.— Si 0 es un punto semirregular de Cy

1

0 <lim sup % o(m)<+w, (19.1)
se tiene )
G ) =Gy (v (>)): (19.2)

Si ademds 0 es un punto regular de C, C, (m,) contiene funciones no
constantes. '

Demostracion.— Por el teorema 18 [12] resulta

G <6 (o (1)),

Por otra parte, si

porellema 12 [12] se tiene

para n =1 y, por tanto,
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Iiminfs, >0

en virtud de (19.1). Entonces

n

G (&p(%) )CQ (mn).

Para la ultima parte, basta tener en cuenta que

E: 2)€ G (mn)
para cada ¢t > 0.

20. Corolario.— Sea 0 un punto regular de C. Entonces

Co (my) C Cy (my) (20.1)
si y solo si
m* 1/n
limsup (—-)  <ee. (20.2)
My,

Demostracion.— Este resultado se deduce de los teoremas 13y 17 cuan-
do se verifica (17.1). Si no se verifica (17.1), esta conclusion es consecuencia
de los teoremas 18 y 19.

21. Corolario.— Sea 0 un punto regular de C. Entonces

Co (Mn)=Cy (Mn) 21.1)
si y solo si
2 %
an < T <pn 212)
msy

para dos constantes positivas a, b y todo n=1.

22. Corolario.— Sea 0 un punto regular de C. Entonces todas las fun-
ciones de (G, (my) son analiticas en el punto z =0 siy solo si

Iim sup/m¥ < +oo. (22.1)
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