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Abstract 

In this paper we prove that each finite group is the group of automorphisms of a non—orienta

ble compact Klein surface without boundary, of an orientable compact Klein surface with non—em

pty boundary, and of a non—orientable compact Klein surface with non-empty boundary. 

Si X es una superficie de Klein compacta [1], entonces Z =D/r donde 
r es un grupo NEC y JD es el semiplano superior hiperbólico. 

Un grupo NEC F es un subgrupo discreto del grupo G (el grupo de 
todos los homeomorfismos de D conformes y anticonformes), con espacio 
cociente compacto D/F. Un grupo NEC contenido en G^ (el subgrupo de G, 
de los homeomorfismos conformes) es un grupo Fuchsiano. 

Las estructuras algebraicas y geométricas de los grupos NEC quedan 
completamente determinadas por sus signaturas (véase [7] y [12]), que tie
nen la forma 

(g; ±; [mi, . . . , m^ ]; in^ ,..., nis¿ ) i = 1...,/:). 

Si r tiene esta signatura D/F es una superficie compacta de género g, 
con k huecos, y la superficie es orientable si y sólo si el signo es +. Los rrif se 
llaman los períodos propios y representan las ramificaciones sobre los puntos 
interiores de D/F en la proyección natural p: D -^ D/F. Los k paréntesis 
{riii, ..., riis^ son los ciclo—períodos y los números riij representan las rami
ficaciones alrededor del hueco i. 

Si D/F es orientable, entonces F tiene la siguiente presentación dada 
por 

generadores 

y relaciones 

i) 
ii) 

iii) 
iv) 

1) 

2) 

3) 

4 ) 

Xi Í—\ ... T 

Cij i — 1 ... k, / = 0 ... Si 
Ci i = 1 ... k 
af,bj i= 1 ...g 

xf =\ i=\...T 

^isj ^i ^io^i ^ ^ ... /^ 

4 = C? ; . 1 = {Cij.i CijTü =\ Í=\...k 
i = 1 ...Si 

Xy . . . x ^ e i ... e/t [ « i = * i ] •••[ag,bg] = 1 

* Con la colaboración económica de la CAICYT 
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Si D IT es no orientable, T tiene la misma presentación, cambiando los 
generadores iv) por dj j = I ... g y la relación 4) por Xi ...x^ei ...ejçd\ ...dj = 1 
A partir de ahora denotaremos por Xf, e^, Cfj, Uf, b^ di los anteriores genera
dores asociados con un grupo NEC T. 

A los homeomorfismos / de Z sobre sí mismo que sean dianalíticos, 
los llamaremos automorfismos de X. 

En lo que sigue, el grupo de automorfismos de una superficie es el gru
po de todos sus automorfismos. 

Podemos clasificar las superficies de Klein compactas en cuatro tipos: 
orientables sin borde (que son las superficies de Riemann), no orientables 
sin borde, orientables con borde no vacío y no orientables con borde no 
vacío. 

El siguiente teorema establece para cada uno de los tres tipos un resul
tado bien conocido para las superficies de Riemann. 

Teorema.— Si G es un grupo finito, entonces G es el grupo de automor
fismos de una superficie de Klein compacta no orientable y sin borde, de una 
superficie de Klein compacta orientable y con borde, y de una superficie de 
Klein compacta no orientable y con borde. 

Demostración: Supongamos que G tiene n generadores g j , ...,g„ y que 
el orden de G es m. 

Primeramente probaremos que existe una superficie para cada tipo, pa
ra la que G es un grupo de automorfismos. 

1 ) Si w =̂  1, sea Ti un grupo NEC con signatura 
a, = (2n + l ; ^ ; [ - ] ; {-}). 

En (2.5) de [2] hemos establecido un epimorfismo 0i : Fi -> G tal que 
kerO i es un grupo NEC con signatura 

((2f2--i;m + 2 , - ; H ; { - } ) 
D 

por lo tanto es una superficie de Klein compacta no orientable y sin 
kerdx 

Fi D 
borde y G ^ — es un grupo de automorfismos de kerQx kerdi 

Si /7 = 1, sea Fi un grupo NEC con signatura 

Oil = ( 4 ; - ; [ - ] ; { - } ) ; 

entonces establecemos un homeomorfismo di'. Fi -^ G definido por 

OÁdi)=gi eiid2)=g? 
01 (^3) = 1 d,id^)=i, 

di es un epimorfismo; kerdi es un subgrupo normal de Fj con índice fi
nito; por lo tanto es un grupo NEC', por [6],D/kerdi es no orientable y por 
[3] y [4], kerd i no tiene ni períodos ni ciclo—períodos, y por la relación de 
las áreas de las regiones fundamentales de Fj y kerdi (véase [9]) el género 
de kerdi es 2m 4- 2; por lo tanto la signatura de kerdi ^s 
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(2m+ 2 ; - ; [-] ,{-}) , 

D 
y así es una superficie de Klein compacta no orientable y sin borde 

kerdi 

y & ̂  
kerdi 

2) Sea r2 un grupo NEC con signatura 

oi2 = ( ^ + ! ; + ; [ - ] ; { - } ) , 

entonces establecemos un homomorfismo 02 • r2 ~̂  G definido por 

^2 {ai)=gi O2 (bi) = gi 

^2 i(ín)=gn O2 {bn) = gn 
^2 ian+l)=gn 02 ibn+l)=gn 
O2 ( ^ i ) = l 62 (c^)=h 

02 es un epimorfismo, kerd2 es un subgrupo normal de T con índice finito, 
D 

por lo tanto es un grupo NEC; por [6], es orientable, por [5] ker62 
kerd2 

tiene n ciclo—períodos vacíos, y por la relación de las áreas de las regiones 
fundamentales de r2 y kerd2, el género de kerd2 es nm 4- 1; por lo tanto 
la signatura de kerd2 es 

( n m + l ; + ; [ - ] ; { ( - ) m ( -)}); 
D 

por lo tanto es una superficie de Klein compacta orientable con 
ker62 

borde no vacío y con un grupo de automorfismos isomorfo a G. 

3) Sea r3 un grupo NEC con signatura 

as =(2« + l ; - ; [ - ] ; {(-)}) 

entonces establecemos un homomorfismo 6^: T^ ^ G definido por 

d3Íd2n-i )=gn d,id2„)=g-„' 
0 3 ( ^ 2 „ ^ l ) = l 03(^1) = 1 
0 3 ( C 1 ) = 1 , 

03 es un epimorfismo, kerd^ es un subgrupo normal de r3 con índice fini
to, y entonces de [5] y [6] y de la relación de las áreas de las regiones funda
mentales de r^ y kerO^, tenemos que la signatura de kerO^ es 
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( (2AZ- D m + 2 ; - ; [ - ] ; { ( - ) .^ (-)}) , 
D 

por lo tanto es una superficie de Klein compacta y no orientable 
kerd^ 

con borde no vacío, y con un grupo de automorfismos isomorfo a G. 
Para probar que G en los tres casos es el grupo de automorfismos, ne

cesitamos sólo ver que en los tres casos existe un grupo A Ĵ&C maximal F/ te
niendo signatura a/ para / = 1,2,3; puesto que el grupo de automorfismos de 

D NG jkerdt F, ^ 
. gg = -̂  í^ Q 

kerdi kerdi kerdf 

Ahora veremos que en cada caso existe un grupo NEC maximal Fe
lina signatura a tiene asociado un grupo NEC maximal F si la signatura 

de a"̂  (la signatura del grupo Fuchsiano canónico F**" = F H G"*" asociada a un 
grupo NEC F, véase [9]) tiene asociado un grupo Fuchsiano maximal. En 
efecto, si a no tuviese asociado un grupo NEC maximal, entonces existiría 
un grupo NEC F' del que F sería un subgrupo, y d(T(r, G)) = d{T{T\ G)), 
donde d(r(F, G)) denota la dimensión del espacio de Teichmuller de 
r (F, G). Como dinr ^ G)) = 2J(r(F, G)X (véase [11]), entonces F ^ C F '̂  
y diTir"-, G)) = diTir"-, G)). Así por [10] F"" no tiene asociado un grupo 
Fuchsiano maximal. 

Dados a I i = 1,2,3, entonces por [9] tenemos que 

a\=(2n;+;[-];{-})sin^l y a\ = (3 ; + ;[-];{-}) sin =1 

a\=(2n+ 2 ;+;[-];{-}) y a^= (2AZ + 1 ; - ; [ - ] ; { - } ). 

Como estas signaturas no aparecen en las listas de los teoremas 1 y 2 
de [10], cada una tiene asociado un grupo Fuchsiano maximal, y así las sig
naturas a/ tienen asociados grupos A^^C maximales. 

Sea Y una curva real, la curva Y se dice que separa si Y(C) — Y(R) es 
un espacio desconexo. La curva Y se dice que no separa si Y{C) — Y{R) es un 
espacio conexo y Y(R) =^ 0. La curva Y se dice puramente imaginaria si 
Y(R) = 0. 

Por la equivalencia de las superficies de Klein y las curvas reales (véase 
[1]), las superficies de Klein orientables con borde corresponden a las curvas 
reales que separan, las superficies de Klein no orientables con borde corres
ponden a las curvas reales que no separan, y las superficies de Klein no 
orientables sin borde corresponden a las curvas puramente imaginarias. Así 
pues los anteriores resultados pueden reescribirse en términos de grupos de 
automorfismos de curvas reales o de curvas puramente imaginarias. 

De los resultados de May [8], que utiliza diferentes técnicas, se puede 
seguir un resultado más pobre para el caso de superficies de Klein compac
tas con borde. 
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