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Abstract

In this paper we are making a study of space %&(U, F) of the holomorphic functions defined
in an open, convex subset U of a Banach space with the origin in the boundary of U, with values in
another Banach space F, and with asymptotic expansion in z = 0 trough the compact subsets of U.
We study also its topology 7g.

Resumen

En este articulo hacemos un estudio del espacio %gg (U, F) de las funciones holomorfas defini-
das en un subconjunto U abierto y convexo de un espacio de Banach, con el origen en la frontera de U,
con valores en otro espacio de Banach F, y que poseen desarrollo asintotico en z =0 desde los con-
juntos compactos de U. Estudiamos también su topologia 7g, .

Representaremos por £ y F dos espacios de Banach complejos y por U
un abierto convexo de E con el origen en su frontera. Si K es un subconjunto
no vacio de E, denotaremos por K al conjunto

K={\, \N€(0,1], zEK}

Obsérvese que si K es un subconjunto de U, entonces K C U, [6]
Como es usual en holomorfia % (U, F) representard el espacio de todas las
funciones holomorfas de U en F.

Definicion 1.— Una funcidén holomorfa de U en F diremos que tiene
desarrollo asintdtico en el origen desde los compactos de U, si existe una se-
rie enterade Een Fen z=0

M3

0fi\,-(z), con A;=A;(f) e PUEF), i=0,1, ..,

]

verificando
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f@) - T 4 @)
j=0

lim =0
z20_ IzI™ .
zeK
para todo compacto K no vacio de Uy paratodo n € Z, n=0.

Esta serie entera
Aj (2)

M8

j=0

queda determinada de manera Gnica por la funcién f, y recibe el nombre de
desarrollo asintético de f desde los compactos de U, escribiéndose

A Aj (z)

M8

@)~
]

Representaremos por % (U, F) el espacio vectorial de todas las fun-
ciones holomorfas de U en F que poseen desarrollo asintdtico en el origen

desde los conjuntos compactos.

Proposicion 2.— Si G es otro espacio de Banach complejo, g una aplica-
cién lineal y continua de F en G, y fun elemento de %& (U, F) con

f@ = X 4 @),
j=0

entonces go f€ Y%y (U,G)'y

g°f(2)2j§0g°A,~ ()

Proposicion 3.— Sea V un subconjunto abierto de £ talque 0 €V y
U C V. Sifesunafuncién holomorfa de V en F, entonces

y su desarrollo asintético desde los compactos de®/ es la serie de Taylor de f
en z =0,

Demostracién. —Sea
A
Aj(2)

™8

j=0

1]

la serie de Taylor de fen z =0. Por ser f holomorfa en z=0, f es continua
en este punto y por tanto existen dos numeros » >0 y M > 0, tales que
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BO,nCV y sup LIf )/ z€B (0, )} <M,
ysiz €B(0,r) ([1], pig. 54)

M lz|"*?

Ife) — 2 4 @I< ————
1@ = 2, A OIS o0

de donde se deduce
n "N
f@) - z A4 @)
lim ! =0

220 Izl
z€K

para todo compacto K no vacio de Uy todo n €Z, n=0.
Proposicién 4.— Si & es un subconjunto del dual topoldgico de F, F,
que verifica la siguiente propiedad (P):

“Un subconjunto B de F es acotado, si y solamente si, ¢ (B) es acota-
doen Cparatodo ¢ € 9.”

Entonces, los enunciados siguientes son equivalentes:

o) f€ Y (U, F).
B) pof€ %y (U,C), paratodo ¢E€J.

Demostracion. —

«) = ) Esla proposicion 2 cuya demostracién es inmediata.
B) = a) A) Por ser ¢ o f una funcidén holomorfa de U en C para todo
¢ €&, vy por verificarse la propiedad (P)

FE%(U,F)
([17, Prop. 6.1).
B) Para cada compacto K no vacio de U existe el limite
lim @) @

z €K

En efecto, sea {wp, }m=y unasucesion de elementos de K, tal que


file:////z/r
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lim wy, =0
M~ oo

Siparacada ¢ €F

o

4o f@)=> % A6 (2),

=0

entonces la sucesidén

{(¢° ) (@) = (Agp + A1 (@m)) }“
m=1

| com |l

es acotada en C, y si M es una cota

[(@ o f)(wp) — (¢°f) (wWq)l

lwpll + llwgll

<

L 102N (@) — (o + Arp @) | 1416 (@)
o I

L 100N (@) — Aag+A1p @), VA1 (@)
I 651

resulta que el conjunto

_ [ f(@p) — f(wq)

B
! lwpll + llwg

EF/p,q>l},

<2M+ 14,1,

verifica que ¢ (B,) es acotado para todo ¢ € & ; por tanto B, es acotado
en F (Propiedad (P)), y en consecuencia existe una constante M' > 0, tal que

If (wp) = Fw )l <M (lw, Il + llwg ), p,qa=>1,

de donde se obtiere que {f (w,)},-,; esuna sucesiéon de Cauchy en F'y por
tanto convergente. Ademds, para cualquier otro compacto K' no vacio de U

también existe el limite

lim f(z)
Z=0

z €K’

y coincide con (1).
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C) Sea K un compacto cualquiera de U, no vacio, y sea
//1\0 =1lim f(2).
z-0,_
z€K

Para cada ¢ €J se tiene:

Aoo=lim ¢of@)=¢(Ao)=9° 4,

zEK

A
Razonemos por induccidén y supongamos que existen polinomios A;
j-homogéneos de E en F tales que

¢°’2j=/’1\j,¢> SIS ji=0,1,...n—1,
y
p A
() —j§0 A;j (2)
1‘ =O — 1 1.
220, 21 . p=0 1
zeK

cualquiera que sea el compacto K no vacio de U. Si j=n, entonces

I) Para cada a € U existe el limite

n-1
f0w) ~ 4 ow
o nal” e

0<A<1

En efecto,si {1} m=1 es una sucesiéon de numeros reales de (0, 1)
que converge hacia O y

n-1

fOma)— = A \pa)
J]=0

g™

bm = €F, m=1,2, ..

entonces la sucesion {b,, }m=y es de Cauchy en F. Para su demostracion
basta considerar la nueva sucesion de elementos de C

n+1 ~ oo
¢of(\na) ~j=20 Aj ¢ Apa)
Nmal*? -

que es acotada, y razonado como en B), se obtiene que el conjunto
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bp - bq }
= — 2 eF >
B, {( ) Tal eF/p,q=1

verifica que ¢ (B,) es acotado para todo ¢ €&, luego B, es acotado en
F (Propiedad (P)), y en consecuencia la sucesion {bmlm=1 es de Cauchy
en el espacio de Banach F por lo que tiene limite. :

II) Aplicando la hip6tesis de induccién, si ¢ €S

9of0a) = 2 djp O0) +Apy O)

A a
¢ @)=, m nal” An.o (uan)
0<AK<1

y la funcion
g a€U~>g @)= lal" z,eF
es tal que
g@)=Ans (2), zEU, $EY,

por lo que g €% (U, F) ([1] prop. 6.1). Adem4s es inmediato comprobar
que g es la restriccién a U de un polinomio 4, € & (" E, F), tal que
6 ° An=An g, 6EI.
IIT) Si K es un compacto no vacio de U, entonces

f@ - % 4@
] =0

lim =0.
z-0, Izl ”
zeK

Sea {wmlm=1 una sucesién de elementos de K con lil_p wm =0. Si
m ==

(@)= 2 A (wm)
]=0

Cm = € F, m=1,2,..
” leoml”™

entonces n+1

|¢°f(wp)—j§o Ai,¢ (wp)] ll‘i\n+1,¢ (cwp)l

n+1

16 (cp) = B ()| _

=
lwpll + lleogll lopl™*? lfopl

n+1

l¢ o f(wy) —]EO Aj ¢ (wg)l lznﬂ’d’ (@)

g™ *? g™ !

+
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y como la sucesion
n+1 Lad

¢°f(wm)"‘j=20 Aj,¢ (wm)

leom 1"+

converge hacia 0, resulta que el conjunto

Cp —Cq
By=+—2—21 _ eF/p, >1}
3 {uwpu+ P

verifica que ¢ (B3) es acotado para todo ¢ €&, por tanto B; es acotado
(Propiedad (P)) y la sucesion {c, };m=; es de Cauchy en F. Finalmente,
como F es completo, {c,,};,;=; e€sconvergentey se verifica

n
f@@) —j?o 4; (2)
c=1lim cm = lim
mowe ™ 200 Izl ’
zeK

luegosi ¢ €S

pof()— = ¢odi(z) ¢of()— = Ay 4(2)
j=o _ i=o0

= 1 = =O’
¢ (€)= lim ME EE

z€K
y como & separa puntos, se obtiene que ¢ =0.

Corolario 5.— Si f es una aplicacién de U en F, los enunciados siguientes
son equivalentes:

o) f€ %y (U, F)
B) ¢°f€E Yg(U,C), paratodo ¢ EF'.

TOPOLOGIA ASOCIADA AL ESPACIO %, (U, F)

Para cada elemento f de Psg (U, F) con

M8

A; (2),

0

f@)=
i

si n€Z, n=2 -1 y K es un compacto no vacio de U, se define
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Px -1 (f)=sup {If @) |z €K}, si n=-1,

If ) — = 4 @)l
J]=0

121 /zEf{ , n=0,1, ..

Pg,n (f)=sup

Como K U {0} esun compacto de E, resulta
Pen (D<o,  n=—1,0,1,..,

y por tanto Pk , esunaseminorma en U, F).

Definicién 6.— Llamaremos topologia natural del espacio %Y%g (U, F)
a la topologia localmente convexa 7, definida por la familia de seminormas
(Pk,n) cuando K recorre los compactos no vacios de U y n los enteros,
n=-1.

Proposicién 7.— El espacio (%% (U, F), T3 ) es separado.
Demostracion.— Si K es un compacto no vacio de U
sup {If (DI / z €K} <sup {If @)/ z EK}=Pg-1 (f),

por lo que 7y es mds fina que la topologia compacto-abierta 7, inducida
por % (U, F) en %’&(U, F) y en consecuencia Ty es separada.

Lema 8 —Sean m€Z, m=0, y {//I\Ab\e/\ una red de polinomios de
P (ME, F). Silared {A,},e, esdeCauchyen (% (U, F), 7y), entonces
{A\}aea esunared de Cauchy en (¥ (E, F), 7).

Proposicién 9.— El espacio (9% (U, F), 75 ) es compacto.

Demostracion.— Sea {fAlaea una red de Cauchy en (%& , F,
Tg ). Por ser 75, mds fina que la inducida por (% (U, F), 7o), lared
{fAlrea estambién de Cauchy en (% (U, F), 7o) y como este espacio es
completo, {falaea converge hacia f€ % (U, F) por la topologia 7.
Supongamos que para cada A € A,

i (2) 2]. z‘i\j,x (2),

Tvas

entonces:
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1) Para cada j € Z, j=0, la red {Xj,MU}xeA es de Cauchy en
(% (U, F), T¢) y como (P (E,F), T4) escompleto ([4] Propie-
dad 1.32)y se verifica el lema 8, existe un polinomio /ll\j S ﬁ’(jE, P,
tal que la red {z‘i\j,)\})\EA converge hacia /Tj por la topologia
compacto-abierta 7, de SUE, F).

2) f€ %5 (U, F), y ademis

f@= 45 (2)

Lo

En efecto, sea K un compacto no vaciode Uy n€Z, n=0. Fi-
jando € >0, se tiene:

a) Existe un Ay € A, tal que

Pkn (fa =)=

I @) —fr @) — = Aj\ () + 2 Ay @)
7=0 j=0

e
= < —
ek 1z1” 3

(D

b) Para cada z € K, el conjunto {z} es un compacto de U,

por tanto
lim fx (2) =£ (2),
y por 1)
1@2ﬁmn=@@x i=0,1, ..,

que llevado a (I) da

W (@) —f@)— £ A\ @)+ Z 4 @)l
j=0 j=0

Izll"

<= II
<7, an

para todo z €K ytodo NEA, A=,.

¢c) Si A=Ay, como fn € %5 (U, F), existe un niimero real
6 >0, tal que

v ) — = Ay @
] =0
WE

si zEKNB (0, 6).

€
< =, III
3 (I1D)
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d) SiN,N>N, y zEKNB(0,8), de (), (II) y (IIT) se obtiene:

If @) — = 4; @l
]=0

)"

€ € €
S —+ — + — =¢.
3 3 3

3) Lared {fAlaea converge hacia f por la topologia Ty .
Sea K un compactode U, n €Z, n=0, y fijemos € > 0. Al igual
que en 2-b) se prueba que la existencia de un Ay €A, tal que
Py n h — )<kt A=, (Iv)

Por otra parte, por ser {fai}Jaea de Cauchy, existe un Ay €A
tal que

Pg -y (fa —fx’)=zsé1% In @A @Ise,

si A=A, y por tanto

Pxk-1 (A =)= sup Ifx @) —f@DIsEe. 2
V4
De (IV) y (V) se deduce que {falaea converge hacia f por Top -

Corolario 10.— Si {fi}aea es una red de elementos de Py (U, F)
que converge hacia f€ %, (U, F) por la topologia 7g , y si

(@)=
i

L

din@ vy f@=E A,

A
para cada n € Z, n >0, entonces {4, alaea esunared de polinomios

A
n-homogéneos que converge hacia A, s € & ("E, F) por la topologia com-
pacto-abierta, 7, de este espacio.

TONELACION DEL ESPACIO %, (U, F)

Proposicion 11.— Si la dimensién de E es finita, entonces el espacio
(% (U, F), T4 ) es tonelado.

Demostracion.— Si E es de dimensién finita, existe una sucesion cre-
ciente de compactos de U, {K,,};,=1, verificando que cualquier compacto
K de U estd contenido en algin K,,, por lo que la familia numerable

m=1,2,...

de seminormas {Pg,, » n—1 01

Yx(U, F), y como (%sg (U, F), T ) escompleto (Prop. 9), resulta ser de
Frechet y por tanto tonelado.

determina la misma topologia 7y en
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Para estudiar el reciproco de esta proposicién comenzaremos el estudio
para F=C.

Proposiciéon 12.— Si el espacio (g (U, C), Ty ) es tonelado, entonces
la dimensién de £ es finita.

Demostracion.— Sea a un elemento de U que fijamos y consideremos
la aplicacién

Q: fE€ XKy (U,CO)~>Q ()=f" (a)EE".
Se tiene:

a) Q eslineal.

b) Qessobre.Si ¢ EE', ¢y € g (U, F) v Q(dy)=9¢ (@)=9.
¢) Q esun proyector algebraico. Si f€ %& ,

QRUM=0( @)=f @=Q2 (.
d) Q es continuo cuando en g (U, C) se considera la topologia Tg
y en E' la topologia compacto-abierta 7o. En efecto, si K es un
compacto de E, existen dos numeros reales r >0, p >0, tales que

el compacto H =a+pKCB(a,r)CU. Aphcando entonces la
férmula integral de Cauchy, se tiene

1 fa+ Xx)
! = — EA LA ) |
[ (@) (x) Py '/mw 2 d

para cada x € K, de donde se deduce

sup 1Q (f) (x)|= sup If' (@) (x)|<
xE€K XxXE€K

1
<;sup {(If(a+ M)/ x €K, NeC, INI< p}——PH -1 (N).

Como (% (U, C), 7% ) es tonelado y Q es un proyector continuo
de %s (U, C) sobre (E', Ty), resulta que este espacio es tonelado
y por tanto la dimension de E es finita ([5]).

Proposicién 13.— Los enunciados siguientes son equivalentes:
«) Elespacio (% (U, F), T3 ) es tonelado.

B) Elespacio (%3 (U, C), %) es tonelado.
v) La dimensién algebraica de F es finita.
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Demostracion.—

v) < 3) Son las proposiciones 11y 12.

v) = «) Esla proposicion 11.

a) = B) Sean ¢ €EF' con lgpl=1y a€F con ¢ (@)= llall=1. Se
considera la aplicacién

V: fE€ Yoy (U, F)> Y (f)=¢ o fE % (U, C).
Esta aplicacion verifica las siguientes propiedades:

a) VY eslineal.
b) Y escontinua. Si K esun compactode Uy n €Z, n=> —1

Pi,n (¢° )= 81 Pk,n (f)=Px.n ().

c) Y essuprayectiva. Si g € P (U, C), entonces V¥ (ag) =g, donde
ag eselelemento de %g (U, F) definido por ag (z)=g (z)a, z €U.

d) Si V es un entorno de 0 en (% (U, F), Ty ), entonces ¥ (V)
es un entorno de O en (%& U, 0), 7).

En efecto, si ¥ es un entorno de O en (% (U, F), Ty ), existen com-
pactos K, .., Kj de U, existen nimeros enteros n; = —1, ..., nj = —1
y existe un nimero real € > 0, tales que el conjunto

W= {f€ %y (U, F)| Pky,n, () <€, .., Pxjnj (f) <e}CV.
Por tanto, si \
W*= {8 € %g (U,C) | Pk, n (&) <€, ..., Pkjnj(8) <€}
se tiene
W*C Yy W) Ty ().

Sea entonces, 7" un tonel en %, (U, C) para la topologia 7, . Por las
propiedades a), b) y ¢) de ¥, resulta inmediato que ¢! (T) esun tonel en
(%5 (U, F), 75 ), y por tanto ¢! (T) es un entorno de cero. Final-
mente, por d), ¥ [Y™' (7)] es un entorno de cero en (% (U, C), T3 ),
y como y [¢™! (IN] C T, se obtiene que T es un entorno de cero en

(%& (U, C)) T& )'
Corolario 14.— Los enunciados siguientes son equivalentes:
o) (Y%e (U, F), 75 ) es casi-tonelado.

B) (% (U,C), Ty ) es casi-tonelado.
v) La dimension algebraica de FE es finita.
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Demostracién.— Basta observar que ( %g (U, F), Ty ) es completo
cualquiera que sea el espacio de Banach F.

Corolario 15.— Los enunciados siguientes son equivalentes:

@) (% (U, F), T ) es bornoldgico.
B) (% (U, C), Ty ) esbornologico.
v) La dimension algebraica de E es finita.

Como resulta que el espacio (%&r (U, F), 14 ) no es bornoldgico a
menos que la dimensidén del espacio vectorial E sea finita, en el siguiente
apartado hallaremos el bornoldgico asociado a (% (U, F), 75 ) para el
caso de que la dimension algebraica de £ sea infinita.

BORNOLOGICO ASOCIADO AL ESPACIO (%% (U, F), )

Definicién 16.— Un recubrimiento numerable I de U diremos que veri-
fica la propiedad (%), si estd formado por conjuntos no vacios y cerrados en

Uy para cada compacto K de U existe un H €1, tal que K C H.
Designaremos por & el conjunto de todas las sucesiones %= {I,}5-
de recubrimientos numerables de U que verifican la propiedad (%).

Si ¥ ={Il}., e ¥*={I2};—, sondoselementos de &, diremos

que ¥? es mds fino que %',y escribiremos %% > %! si paracada n =
=-1,0, 1, ..., el recubrimiento I2? es mds fino que el recubrimiento 7,
es decir para cada H €I? existe G €1}, talque H C G. Se tiene asi en A
una relaciéon de preorden que es filtrante.

Definicion 17.— Sea ¥ = {I,,},=-1 un elemento de %, denotaremos por
4 (U, F) el espacio vectorial de todos los elementos f €% (U, F), tales
que para cada n=-1,0, 1, ..., y paracada H €1,, se verifica '

sup {l€n, s (@) z EH} <eo,

donde
E:—l,f(z)zf(z)’
n A
f (@) —]EO Aj 5 (2)
8l'l,f(Z)= "Z"n b n _0, 19 )
siendo

OER IO
j =0
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Y llamaremos topologfa natural de Py (U, F), a la topologia localmente
convexa Ty definida por la familia de seminormas {Pg ,}, n=-1,0,1,...,
Hel,, donde

Py (f)=sup (e, s (2)I ]z € H}.

Proposicion 18.— Para cada % € el espacio (%gy (U, F), Ty ) es
metrizable y completo, y la inyeccidbn candnica de este espacio en
(% (U, F), T ) es continua.

Demostracion.—

a) Esinmediato comprobar que (% (U, F), Ty ) es metrizable.
b) Si K esun compacto no vaciode Ue ¥ = {I,}n=-1, como In veri-
fica la propiedad (¢), n=—1,0, 1, ..., existe un HE I, tal que

K C H, deduciéndose

PK,n (f)<PH,n (f)

para cada f € Y%, (U, F), por lo que la inyecciéon candnica de

Y%y (U, F) en % (U, F) es continua.
" ¢) (%4 (U, F), 7y ) escompleto.

En efecto, si {f,}p=1 es una sucesion de Cauchy de elementos de

(%g (U, F), Ty ), porb) {fplp=1 es también una sucesién de Cauchy en
(% (U, F), 75 ), y como este espacio es completo, existe f€ Y, (U, F)
tal que {f,},=1 converge hacia f por la topologia Ty , y por tanto

ll)i_r)rlofp (2)=f() (1

para todo z € U, y por el corolario 10

lim 4;, 7, (2)= 4, s (2) (2)
| Zndad

paracada z€U y n=0,1, ...
Sean n€Z, n=-1y H&I,. Fijado € > 0, existe po €EN tal
que para cada p,q = p,
Ven, ry—1g ONSPHn (fp — ) <E,
paratodo z€H ypor(l)y (2)

lim e g, g 1= Ien s, I < 3)



DESARROLLOS ASINTOTICOS EN ESPACIOS DE BANACH 561

siz€EH y p=p,y, por tanto
sup {lle, r @I/ zEHY <€+ Py, (fp,) <°°,

y f€ P4 (U, F). Ademais por (3), {fp}p=1 converge hacia f por la topo-
logia 7y .

Proposicion 19.— Si ¥' e ¥ €H e Y? > Y, entonces %y (U,
F) C %, (U, F) vy la inyeccién canodnica de (%%, (U, F), Tg!) en
(%42 (U, F), T4?) escontinua. Ademas

Yo (U, F) = 5 Sa Yy (U, F).

Demostracion.— Sea f € Y (U, F) y fijemos un elemento a € U.
Existe un natural p, tal que lf (@)l <p,.
Paracada n=-1,0,1, ..., ycada p = p, sea

Gnp=1a€U/ e s @I<p}.

La sucesion {Gy,plp=p, es creciente, estd formada por conjuntos no
vacios, cerrados en U, y constituye un recubrimiento de U. Ademds, si

In =1{Gn,plp=po>
se tiene

1) El recubrimiento [, verifica la propiedad (¥). En efecto, sea K un
compacto de U; como

lim |, r (2l
z20
zEK
existe y es finito, entonces
len, s @INI<M

para todo z €B (0, 8 N K, para algin 8> 0.

Por otra parte, como K — 13 (0, 8) esun compacto de U, y la fun-
cion z €U~ €, ¢(z) €F escontinua en U, existe M' >0 tal que

len r I<M'

para todo z €K — B (0, 8). Por tanto, si p = max (py, M, M"),
se verifica

len, s (I <p, z €K,
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de donde se deduce que K C F, ,.
2) fE€ %y (U, F) siendo ¥ ={I,}n-1 EA.

Notacion.— Representaremos por 7 g 5 la topologia localmente con-
vexa sobre %% (U, F) que es la mas fina de todas las topologias sobre este
espacio que hacen continuas las inyecciones canénicas de (%g (U, F), Ty )
en ( %& (U, F), T4 ) cuando ¥ recorre los elementos de &. Por la pro-
posicién 18

N

Tox Tor .6

y por las proposicicones 18 y 19, 74 5 es el limite inductivo del sistema
inductivo (% (U, F), j &', 82), @i, Y2 € ydonde j 4!, 4 Tepre-
senta la inyeccion continua de P! (U, F) en % (U, F). Ademds, como
para cada FER, (%, (U, F), 1, ) es bornologico, se tiene que (%%,
(U, F), 74 5) esun espacio bornoldgico.

Proposicion 20.— Si X es un subconjunto de %& (U, F), las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

o) X esacotado para la topologia 7g 5.
B) X esacotado para la topologia 7, .

Demostracion. —

a) =) Es trivial yaque 7g s = Ty .
B)=ca) Paracada n€Z, n=-1 ycada p=1,2,.., sea

= <pl
Fpp s zeU/ lens@I<p}

Se tiene que {F, ,}y=1 es una sucesion creciente de conjuntos cerra-
dos que recubre a U, por tanto existe un natural p, (n) tal que

Fn,p#d’: si  p=po.
Si consideramos la sucesion I, = {Fy, plp=p,, se tiene:

1) 1, verivida la propiedad (€), n=-1,0,1, ...
2) X C %, (U, F) donde ¥ es el elemento de & definido por %=
= {I, =1 y ademds X es acotado para la topologia 7y .

Finalmente, como la inyeccién candnica de ( %y (U, F), T4 ) en
(%&r (U, F), 7%, 5) escontinua, resulta que X también es acotado para la
topologia 7g 5.
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Proposicién 21.— La topologia Tg s en g (U, F) es la topologia
bornolégica asociada a Ty .

Demostracion.— La topologia bornologica asociada a 7g es la topolo-
gia (que existe y es tinica) que tiene los mismos conjuntos acotados que ella.
Como 7g s es bornoldgica y se verifica la proposicion 20, resulta que Tg
es bornologica.

Proposicién 22.- - Son equivalentes los enunciados siguientes:

o) La dimension algebraica de E es infinita.
ﬁ) Tex,s >Ta¢ .

Demostracion.— Es inmediata a partir del Corolario 15 y de la propo-
sicidn anterior.
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