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Abstract 

In this paper we are making a study of space J^^{U, F) of the holomorphic functions defined 
in an open, convex subset Í/ of a Banach space with the origin in the boundary of U, with values in 
another Banach space F, and with asymptotic expansion in z = 0 trough the compact subsets of U. 
We study also its topology rj^. 

Resumen 

En este artículo hacemos un estudio del espacio M^{U^ F) de las funciones holomorfas defini
das en un subconjunto U abierto y convexo de un espacio de Banach, con el origen en la frontera de U, 
con valores en otro espacio de Banach F, y que poseen desarrollo asintótico en z = O desde los con
juntos compactos de U. Estudiamos también su topología r^. 

Representaremos por E y F dos espacios de Banach complejos y por U 
un abierto convexo de E con el origen en su frontera. Si K es un subconjunto 
no vacío de E, denotaremos por Jt al conjunto 

l = { A z , XE(0, 1], z^K] 

Obsérvese que si K es un subconjunto de U, entonces K C U, [6]. 
Como es usual en holomorfía %{U, F) representará el espacio de todas las 
funciones holomorfas de U en F. 

Definición 1.— Una función holomorfa de Í7 en F diremos que tiene 
desarrollo asintótico en el origen desde los compactos de U, si existe una se
rie entera de £ en F en z = O 

.2 Aj{z\ con Ai = Ai{f) eg^i^E,Fl / = 0, 1,..., 
/ =0 

verificando 
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n 

f(z)- 2 Ajiz) 
/ = 0 

para todo compacto K no vacío de ¿7 y para todo nGZ, n> 0. 
Esta serie entera 

oo /s 

.2 Af (z) 
;=o 

queda determinada de manera única por la función / , y recibe el nombre de 
desarrollo asintótico de/desde los compactos de U, escribiéndose 

/ ( z ) ^ . Í Âj(z) 
7 = 0 

Representaremos por 9(ç^ {U, F) el espacio vectorial de todas las fun
ciones holomorfas de U on F que poseen desarrollo asintótico en el origen 
desde los conjuntos compactos. 

Proposición 2.— Si G es otro espacio de Banach complejo, g una aplica
ción lineal y continua de F en G, y / u n elemento de f̂ ^ (U, F) con 

/ ( z ) ^ . 2 Aj(z), 

entonces go fe %^(U,G)y 

gof(z)c^ 2 g'^Ajiz) 
7 = 0 

Proposición 3.— Sea V un subconjunto abierto de E tal que O G F y 
U C V. Si / es una función holomorfa de V en F, entonces 

f\u^^st(U,F) 

y su desarrollo asintótico desde los compactos de V es la serie de Taylor d e / 
en z = 0. 

Demostración. —Sea 

7 = 0 ^ 

la serie de Taylor d e / e n z = 0. Por ser/holomorfa en z = O, / es continua 
en este punto y por tanto existen dos números r > O y M > O, tales que 
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BiO,r)CV y sup {||/(z)ll / z £ 5 (O, r)} < M , 

ys izG5(0 ,A-) ( [ l ] ,pág .54) 

" ^ M llzll""̂ ^ 
\\f(z)-XAnz)\\< n / ' ",, ,„ 

/ =0 r (r - \\z\\) 

de donde se deduce 

f(z)- 2 Âj(z) 
7 = 0 

lim —^ = O 
z-^o^ \\z\r 

para todo compacto K no vacío de Í7 y todo n GZ, n>0. 

Proposición 4.— Si o) es un subconjunto del dual topológico de F, F\ 
que verifica la siguiente propiedad (P): 

"Un subconjunto 5 de F es acotado, si y solamente si, (j) (B) es acota
do en C para todo 0 G l>." 

Entonces, los enunciados siguientes son equivalentes: 

a) fe%^(U,F). 
p) (l)of^%^{U,C), para todo 0 G # . 

Demostración.— 

a) =̂  /3) Es la proposición 2 cuya demostración es inmediata. 
|3) =*• a) A) Por ser 0 o / una función holomorfa de f/ en C para todo 

0 G !>', y por verificarse la propiedad (P) 

/GSi^(í7,i^ 

([1],Prop. 6.1). 

5) Para cada compacto K no vacío de U existe el límite 

Hm/(z) (1) 

En efecto, sea {co^ }^ = i una sucesión de elementos de K, tal que 

file:////z/r
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lim com = O 

Si para cada 0 

0 o / ( z ) ^ 2 ^ / ,0(z) , 
;=o 

entonces la sucesión 

/ ( 0 o / ) (COm ) - ( io ,0 + i^^0 (œm )) V 

es acotada en C, y si A/ es una cota 

i(0°/)(^p)-(0-/)(iML < 
llcopll + llco l̂ 

^ i (0o / ) (c^p) - (^o ,0+yl t^0(o ;p ) ) | _̂  Ui,0(c^p)l _̂  

llcopll llcopll 

| (0o / ) (CO^) _ (^(j0 + ^ i é {<^q))\ \Ai ó (OJq)\ ^ 

llcopll llc^^ll 

resulta que el conjunto 

verifica que 0 (JBI) es acotado para todo (¡) ES ; por tanto 5 i es acotado 
en F (Propiedad (P)), y en consecuencia existe una constante M' > O, tal que 

\\fi^p)-f(oj^)\\<M'{\\cOp\\ + llcopll), p , q > l , 

de donde se obtiene que {/ (co„ )}^= ̂  es una sucesión de Cauchy en F y por 
tanto convergente. Además, para cualquier otro compacto K' no vacío de U 
también existe el límite 

lim f{z) 
z ^K' 

y coincide con (1). 



DESARROLLOS ASINTOTICOS EN ESPACIOS DE BANACH 551 

C) Sea K un compacto cualquiera de U, no vacío, y sea 

AQ=\im f(z). 

zŒK 

Para cada (pEJ se tiene: 

Razonemos por inducción y supongamos que existen polinomios Aj 
/-homogéneos de £ en F tales que 

<¡>o Aj^Aj^^, (l)ej, 7=0, 1,..., n-l, 

y 

fiz)- X^Ajiz) 

^™ T I P ""O' p = 0,l,.,.,n-l. 

z->o^ llzlr 

cualquiera que sea el compacto K no vacío de U. Si j = n, entonces 

I) Para cada aE.U existe el límite 

n-l 

fÇKa)~ 2 ÀjÇha) 

lim ——^ = Za 
x-^o \Wa\\ 
o < À < 1 

En efecto, si {X^} m=i es una sucesión de números reales de (O, 1) 
que converge hacia O y 

n-l 

f(Xma)- 2 AjiXma) 

bm = ^ n € F , m=l,2,... 

entonces la sucesión {bmYm^x es de Cauchy en F. Para su demostración 
basta considerar la nueva sucesión de elementos de C 

n+í 

(¡)ofÇK^a)- 2 Ajá{\m(í) 
/=_o 

que es acotada, y razonado como en 5), se obtiene que el conjunto 
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verifica que 0 {B2 ) es acotado para todo 0 E !>, luego B2 es acotado en 
F (Propiedad (P)), y en consecuencia la sucesión {6m}m=i es de Cauchy 
en el espacio de Banach F por lo que tiene límite. 

II) Aplicando la hipótesis de inducción, si (¡)E:Q 
n 

/=0 ^ í ^ \ 
(l>(Za)= lim —— = An,4> I—7 I 

o<x< 1 

y la función 

g: aeu^g(a)=\\af ZaSF 
es tal que 

giz) = Ân,<i>(z), zeU, (¡>E§, 

por lo que g E.% {U, F) ([1] prop. 6.1). Además es inmediato comprobar 
^ n 

que g es la restricción a Í7 de un polinomio An ^S^ { E, F), tal que 

(l)oAn =An,(¡>, (¡>ESf. 

III) Si K es un compacto no vacío de f/, entonces 
n 

f{z)- 2 Â,(z) 
lim —ji =0 . 

Sea {co^}m=i una sucesión de elementos de K con lim com =0 . Si 
m -*°° 

n 

&F, m = l , 2 , ... 

entonces 
n + l 

«+1 
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y como la sucesión 

n+l 

/ = 0 

converge hacia O, resulta que el conjunto 

verifica que 0 (53) es acotado para todo 0 G !>, por tanto B^ es acotado 
(Propiedad (P)) y la sucesión {c^}^=i es de Cauchy en F. Finalmente, 
como F es completo, {c^ }^= ^ es convergente y se verifica 

n 

f{z)- 2 Àj{z) 
7 = 0 

c = lim Cm = lim — 5 , 

zGi^ 

luego si 0 G í> 

n n 

0 o / ( z ) _ 2^ 0 o i ; , (z) 0 o / ( z ) _ S^ i,.^^ (z) 

*^^^%^i^. íí = ¿F '̂' 
zeií: 

y como Sf separa puntos, se obtiene que c = 0. 

Corolario 5.~ S i / e s una aplicación de U en F, los enunciados siguientes 
son equivalentes: 

« ) / e % ( C / , F ) 
i3) 0 o / e % ( C / , O , para todo 0 e F ' . 

TOPOLOGÍA ASOCIADA AL ESPACIO % ( U , F) 

Para cada elemento / de ^gt (U,F) con 

/ ( z ) - 2 Aj(z), 
/ = o 

si n&Z, « > — 1 y Á" es un compacto no vacío de U, se define 
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PK-1 00 = sup {Il/(z)|| Iz^k}, si A2 = - 1 , 

| | / ( z ) - 2 Aj{z)\\ 

PK.U (f) = sup ) f^ lz^K\, ^ = 0 , 1 , 

Como Á' U {0} es un compacto de E, resulta 

PK,n (f)<^, « = - 1 , 0 , 1 , . . . , 

y por tanto Px^n es una seminorma en iU,F). 

Definición 6.— Llamaremos topología natural del espacio %^(U, F) 
a la topología localmente convexa r^ definida por la familia de seminormas 
(PR n ) cuando K recorre los compactos no vacíos de U y n los enteros, 
n>-l. 

Proposición 7.—El espacio {%^{U,F), % ) es separado. 

Demostración.— Si K es un compacto no vacío de U 

sup { ||/(z)|| / z G 7̂ } < sup { ||/(z)|| / z E K}=PK-I (f), 

por lo que % es más fina que la topología compacto-abierta TQ inducida 
por %{U,F) en ^^(U, F) y en consecuencia r^ es separada. 

Lema 8.—Sean mEiZ, m > O, y {A\}\GA una red de polinomios de 

^C'E.F). Si la red { i ^ ^ e A es de Cauchy en (^{U,F), TQ), entonces 

{Ax}\^A es una red de Cauchy en {%{E,F), TQ). 

Propo5/6'/ón 9. — El espacio {%^{U,F), r^ ) es compacto. 

Demostración.— Sea { / \ } \ G A una red de Cauchy en {%^{U, F), 
% ). Por ser r^ más fina que la inducida por {%{U, F), TQ), la red 
{/\}\e A es también de Cauchy en {%{U, F), TQ) y como este espacio es 
completo, {/\}\GA converge hacia / E ^(¿7, F) por la topología TQ. 

Supongamos que para cada X E A, 

A ( z ) - . Í Âj,x(zl 
;=o 

entonces: 
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/s 

1) Para cada / E Z, / > O, la red {AJ\X\U}X^A es de Cauchy en 

i%{U,F), TQ) y como (pf (̂ E", F), TQ) es completo ([4] Propie-

dad 1.32) y se verifica el lema 8, existe un poHnomio Aj E <# (E, F), 

tal que la red {AJ\X}\^A converge hacia Af por la topología 

compacto-abierta ro de <0^(^E,F). 

2) fe %^{U,F\ y además 

n z ) - l Àj{z) 

En efecto, sea K un compacto no vacío de Í7 y nE.Z, n^ O, Fi
jando e > O, se tiene: 

a) Existe un XQ E A, tal que 

PK,n(fx~f>:) = 

n n 

Wfx i2)-f^ (z) - .2 i / ,x (z) + 2 i / , / (z)ll 

!l^ mr. < 7 ' (I) 

b) Para cada z G Â', el conjunto {z} es un compacto de U, 
por tanto 

l imA ' ( z )= / ( z ) , 

y por 1 ) 

lim Aj^ x' (z) = Aj (z), / = O, 1, ..., 

que llevado a (I) da 

I I A ( z ) - / ( z ) ^ 2 ^ / , x ( z ) + 2 4 ( z ) | | 
/^O /_=0 ^ _£_ 

iizir " 3 
(11) 

para todo z E:K y todo X G A, X > XQ . 
c) Si X > XQ, como /x G %^{U, F), existe un número real 

Ô > O, tal que 
« 

iizr " 3 ' "̂̂ ^ 

si z G i ^ n J ( 0 , Ô). 
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d) SiX, X'>Xo y z G Â : n 5 (O, 5), de (I), (II) y (III) se obtiene: 
n 

11/(Z)- 2 iy(z) | | 
/ = o ^ e £ £ 

_ < _ + _ + _ = £ 
llzf 3 3 3 

3) La red {/X}\GA converge hacia / p o r la topología r^ . 
Sea K un compacto de Í7, n^Z, n> O, y fijemos e > 0. Al igual 
que en 2-6) se prueba que la existencia de un XQ E A, tal que 

PK,n(fx-f)<^, ^>K, (IV) 

Por otra parte, por ser { / \ } \ G A de Cauchy, existe un Xi E A 
tal que 

PK,-I (fx - fx') = sup HA (z) - fx' (z)|| < £, 

si X > Xi y por tanto 

PK-1 (fx-f)= sup HA (z) - / ( z ) | | < £. (V) 

De (IV) y (V) se deduce que {/x}\eA converge hac ia /por r^ . 

Corolario 10.— Si {/\}\eA es una red de elementos de ^^(U, F) 
que converge hacia / E %^ (U,F) por la topología % , y si 

A (z) - .2 i / , x (z), y / ( z ) - .2 i / (z), 

para cada n G Z, n > O, entonces {^«,\}\e A es una red de polinomios 

w-homogéneos que converge hacia Anj E J^( £", F) por la topología com
pacto-abierta, ro , de este espacio. 

TONELACION DEL ESPACIO % (U, F) 

Proposición 11.— Si la dimensión de E es finita, entonces el espacio 
i^^iU,F), T^) estonelado. 

Demostración.— Si E es de dimensión finita, existe una sucesión cre
ciente de compactos de U, { i r^}^ = i, verificando que cualquier compacto 
Á" de Í7 está contenido en algún Km, por lo que la familia numerable 

de seminormas i^Km^n^^Z-W^'i' determina la misma topología % en 

%^{U, F), y como (^^ (U, F), r^ ) es completo (Prop. 9), resulta ser de 
Frechet y por tanto tonelado. 



DESARROLLOS ASINTOTICOS EN ESPACIOS DE BANACH 557 

Para estudiar el recíproco de esta proposición comenzaremos el estudio 
para F=C. 

Proposición 72.—Si el espacio (%^{U,C), r^ ) es tonelado, entonces 
la dimensión de E es finita. 

Demostración.— Sea a un elemento de U que fijamos y consideremos 
la aplicación 

Q' /G%([/,c)->ô(/)=r(a)E^^ 

Se tiene: 

a) Q es lineal. 
b) o e s sobre. Si 0 G £ ' , 0 |^ E %^{U, F) y Ô ( 0 | Í / ) = 0'(a) = 0. 
c) Q es un proyector algebraico. Si / G %^ (U, F) 

Q (Q (f)) = Q(f' (a)) =f (a) = Q if), 

d) Q es continuo cuando en %^ iU,C) se considera la topología T^ 
y en E' la topología compacto-abierta TQ. En efecto, si K es un 
compacto de E, existen dos números reales r > O, P > O, tales que 
el compacto H = a + pK C B {a, r) C U. Aplicando entonces la 
fórmula integral de Cauchy, se tiene 

^^ J|xl=. 
/ (a) (x) = •-— / -^ d\ 

para cada x EÍK, de donde se deduce 

sup \Q(f)ix)\= sup \fia)(x)\< 

< - sup {|/(a + X x ) | / x G i í , XGC, | X | < p } = - PH,-, (f). 
P P 

Como (f^jt (C/, C), T^ ) es tonelado y Ô es un proyector continuo 
de 9iç^ (U, C) sobre iE\ TQ), resulta que este espacio es tonelado 
y por tanto la dimensión de E es finita ([5]). 

Proposición 13.— Los enunciados siguientes son equivalentes: 

a) El espacio {%^{U,F), % ) es tonelado. 
^) El espacio {%^{U,C), %) es tonelado. 
7) La dimensión algebraica de E es finita. 
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Demostración.— 

7) '̂ =̂  jS) Son las proposiciones 11 y 12. 
7) =» a) Es la proposición 11. 
«)=»/?) Sean 0 E F ' con U\\ = \ y a G F con 0 (a)= Ila||= 1. Se 
considera la aplicación 

^ : / e % r ( C/, F) ^ ^ (f) = 0 o / e % ( f/, Q . 

Esta aplicación verifica las siguientes propiedades: 

a) \p es lineal. 
b) \¡j es continua. Si K es un compacto dei7y n EZ, n> —\ 

PK,n {4>''f)=\mPK,n (f)=PK,n (f). 

c) \¡J es suprayectiva. Si g E ^^(U, C), entonces ^ (ag)=g, donde 
ag es el elemento de %^ (U, F) definido por ag (z) = g (z) a, z G U. 

d) Si V es un entorno de O en {%^ (U, F), T^ ), entonces \¡J (V) 
es un entorno de O en (f^^ (U, C), r^ ). 

En efecto, si V es un entorno de O en ( ^ ^ (C/, F)? ''jr ), existen com
pactos Ki, ..., Áy de U, existen números enteros rii > —1, ..., nj > —1 
y existe un número real e > O, tales que el conjunto 

W={fe9¡^^(U,F)/PK,,m (f)<e, ..., PKf,nj (f) < e}C V, 

Por tanto, si >̂  

W*={ge %^ (f/, o / PK.^n, (g) < £, ..., PKj^ni (g) < £>, 

se tiene 

Wd i//(M/)C i|/(F). 

Sea entonces, T un tonel en %^ {U, C) para la topología r^ . Por las 
propiedades a), 6) y c) de t//, resulta inmediato que i//""-̂  (7^ es un tonel en 
{%$c (U, F), % ), y por tanto \¡J~^ (T) es un entorno de cero. Final
mente, por d), y¡j [1//"^ (F)] es un entorno de cero en ( %^{U, C), T^ ), 
y como 1// [y¡j^^ (F)] C F, se obtiene que F es un entorno de cero en 

Corolario 14.— Los enunciados siguientes son equivalentes: 

^) i%&í (U, F), T^ ) es casi-tonelado. 
i3) (f^^(í7, C), % ) es casi-tonelado. 
7) La dimensión algebraica de E es finita. 
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Demostración.-- Basta observar que {%^{U, F), T^ ) es completo 
cualquiera que sea el espacio de Banach F. 

Corolario 15.— Los enunciados siguientes son equivalentes: 

^) i%^{U,F), T^ ) es bornológico. 
i3) (%r iU, O , r^ ) es bornológico. 
7) La dimensión algebraica de E es finita. 

Como resulta que el espacio {%^{U, F), % ) no es bornológico a 
menos que la dimensión del espacio vectorial E sea finita, en el siguiente 
apartado hallaremos el bornológico asociado a ( ^ ^ (U, F), % ) para el 
caso de que la dimensión algebraica de E sea infinita. 

BORNOLÓGICO ASOCIADO AL ESPACIO ( % (U, F), r̂ ) 

Definición 16.— Un recubrimiento numerable I de U diremos que veri
fica la propiedad C^), si está formado por conjuntos no vacíos y cerrados en 

U y para cada compacto K ÛQ U existe un H El, tal que K C H. 
Designaremos por M el conjunto de todas las sucesiones i /= {/«}^=-i 

de recubrimientos numerables de í/que verifican la propiedad i"^). 

Si ^^ = {In}n=-i e ^^ = {In}n=^i SOU dos elementos de J?, diremos 

que i/^ es más fino que S^ ,̂ y escribiremos S/̂  > f/̂ , si para cada n = 
= —1,0, 1, ..., el recubrimiento /^ es más fino que el recubrimiento I^, 
es decir para cada H EQ existe G EI^, tal que H C G. Se tiene así enJ? 
una relación de preorden que es filtrante. 

Definición 17.— Sea §^ = {/«}^=-i un elemento de M, denotaremos por 
9(ç^ (U, F) el espacio vectorial de todos los elementos / E9içe^ {U, F), tales 
que para cada « = — 1, O, 1, ..., y para cada HEI^, se verifica 

donde 

siendo 

sup { | | e „ , / ( z ) | | / zG i /}<œ 

£ - i , / ( z ) = / ( z ) , 

n 

e«,/(2)= —J, , n = 0,\,..., 

fiz)^ S Aj,f(z). 
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Y llamaremos topología natural de %^ (í/, F), a la topología localmente 
convexa % definida por la familia de seminormas {Pu^n), /̂  = —1, O, 1,..., 
H^lyi^ donde 

PH.H (f) = sup{ l |£„ , / ( z ) l l / zEi /} . 

Proposición 18.- Vdim cdiádi W^M el espacio {%^ {U, F), % ) es 
metrizable y completo, y la inyección canónica de este espacio en 
{%m (^ ' ^ ) ' % ) ^s continua. 

Demostración.— 

a) Es inmediato comprobar que {%^ {U, F)^ r^ ) es metrizable. 
b) Si K es un compacto no vacío de C/e S/ = {/«}^=-i, como In veri

fica la propiedad C^), w = —1, O, 1, ..., existe un H^In talque 

K C H, deduciéndose 

PK.H (f)<PH,n if) 

para cada / E %^ (U, F), por lo que la inyección canónica de 
9^^ (U,F) en %^(U,F) es continua. 

<^) {^w {U,F), T^ ) es completo. 

En efecto, si {fp}p=i es una sucesión de Cauchy de elementos de 

( ^ i / (U, F), % ), por b) {/p}p=i es también una sucesión de Cauchy en 
(S^^ (U, F), T^ ), y como este espacio es completo, existe / E '|^^ (U, F) 
talque {/p}p = i converge hacia / por la topología T^ , y por tanto 

lim/p ( z )= / ( z ) (1) 
p-yoo 

para todo z E f/, y por el corolario 10 

lim Afj (z) = Ajj(z) (2) 

para cada z E ¿7 y n = O, 1,... 
Sean nE.Z, n> -\ y H GI^. Fijado e > O, existe Po ^ ^ tal 

que para cada p,q^ Po 

W^njp-f^ (z)\\<PH,n (fp - fq) < ^, 

para todo z GH y por ( 1 ) y (2) 

lirn^ \\^n,fp-f^ iz)\\= II e^,/p-/(^)ll < e (3) 



DESARROLLOS ASINTOTICOS EN ESPACIOS DE BANACH 561 

si z E:H y p^ Po, por tanto 

sup{\\enjiz)\\/zeH}<e-hPff^(fp^) <oo^ 

y / E f^g, (U, F). Además por (3), {fp}p=i converge hacia / p o r la topo
logía % . 

Proposición 19.- Si W^ e f/̂  E J? e i/^ > i / ^ entonces 9ë^^ (U, 
F) C %^'2 (jj^ F) y la inyección canónica de {%^^ (U, F), r^^) en 
( ^^^ (U, F), r ĝ 2 ) es continua. Además 

Demostración.— Sea / E %^ {U, F) y fijemos un elemento a ^ U. 
Existe un natural Po tal que ll/(a)ll < p o • 

Para cada ?Í = —1, O, 1,..., y c a d a p > P o sea 

Gn,p = {aeu/ \\enj(z)\\<p} . 

La sucesión {Gn,p}p=po ^^ creciente, está formada por conjuntos no 
vacíos, cerrados en U, y constituye un recubrimiento de U. Además, si 

In ^ iGn^pJp=pQ j 
se tiene 

1) El recubrimiento In verifica la propiedad (^) . En efecto, sea K un 
compacto de U; como 

lim II E:̂  f(z)II 

existe y es finito, entonces 

l|e„,^(z)| |<M 
o 

para todo z GB {O, 8) n K, para algún 5 > 0 . 
Por otra parte, como K - B (O, o) es un compacto de f/, y la fun
ción z E f/-> Cnjiz) GF es continua en U, existe M' >0 tal que 

l |e^, /(z) | |<M' 
o 

para todo z G K - B (O, 5). Por tanto, si p > max (po, M, M'), 
se verifica 

l le . , / (^)l l<P, zEK, 
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de donde se deduce que K C F^^p . 

2) f^%^{U,F) siendo S/={4}^=-i G, 

Notación.— Representaremos por T^ ,B 1̂  topología localmente con
vexa sobre %^ {U, F) que es la más fina de todas las topologías sobre este 
espacio que hacen continuas las inyecciones canónicas de {^^ (U, F), T^ ) 
en ( 9(ü^ (U, F), r^ ) cuando W recorre los elementos de M. Por la pro
posición 18 

y por las proposicicones 18 y 19, r^ 5 es el límite inductivo del sistema 
inductivo (#g^(C/, F), / w\ î ^X ^K ^^ ^M y donde / ^\ ^^ repre
senta la inyección continua de ^^^ {U,F) en %^'^ (Í7, F). Además, como 
para cada S/EJ?, (%^ (U, F), r^ ) es bornológico, se tiene que {%^ 
(U, F), T^ 5) es un espacio bornológico. 

Proposición 20.— Si X es un subconjunto de %e^ (U, F), las siguientes 
afirmaciones son equivalentes: 

ce) X es acotado para la topología % , 5. 
i3) X es acotado para la topología Tp^ . 

Demostración. — 

a)=^p) Es trivial ya que T^^ d>T^ -
P)=^a) Para cada wEZ, /?>—1 y cada p = 1, 2, ..., sea 

Se tiene que {F„^^}^=i es una sucesión creciente de conjuntos cerra
dos que recubre a U, por tanto existe un natural PQ (n) tal que 

Fn^p^(¡>, si P>PQ. 

Si consideramos la sucesión /„ = {F„,p}p=po ' ^̂  tiene: 

1) /„ verivida la propiedad {%), w = — 1, O, 1, ... 
2) X C %^ {U,F) donde W es el elemento de M definido por W = 

= {Inyn=-i y además X es acotado para la topología Tĝ  . 

Finalmente, como la inyección canónica de ( Ŝ ĝ  (U, F), r^ ) en 
i^m (í/, F), T^^ g) es continua, resulta que X también es acotado para la 
topología r^, 5. ' 
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Proposición 21.— La topología r̂ ^ 5 en ^^ (U, F) es la topología 
bornológica asociada a % . 

Demostración.— La topología bornológica asociada a 1^ es la topolo
gía (que existe y es única) que tiene los mismos conjuntos acotados que ella. 
Como r^ 6 es bornológica y se verifica la proposición 20, resulta que r^ 
es bornológica. 

Proposición 22.~- Son equivalentes los enunciados siguientes: 

á) La dimensión algebraica de E es infinita. 

Demostración.— Es inmediata a partir del Corolario 15 y de la propo
sición anterior. 
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