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Abstract

Following the process which we started in [6] to find the underlying algebraic structure to the
different definitions of derivatives on a differentiable manifold, we study the conditions in which the
notions of derivative of degree two and Bompiani’s derivative would approach. On the other hand,
the result obtained by composing two derivatives o_f first degree is generalized and it is proved that the
composition of n derivatives of first degree is another derivative of n degree, as well as the composition
of two derivatives of ¥ and s degree is another derivative of » +s degree.

Resumen

Siguiendo el camino indicado en [6] para hallar la estructura algebraica subyacente a las distin-
tas definiciones de derivadas sobre una variedad diferenciable, se estudia en qué condiciones se aproxi-
marfan mds las nociones de derivada de grado dos y de Bompiani. De otra parte, se generaliza el
resultado obtenido al componer dos derivadas de primer grado, y se prueba que la composicién de 7
derivadas de primer grado es otra de grado 1, asi como que la composicién de dos derivadas de grados
ry sesunadegrado 7 +s.

English title: “Reducible derivatives of higher degree”.

1. INTRODUCCION

En [6] nos propusimos hacer un estudio algebraico de los conceptos
clasicos, definidos en variedades diferenciables, de conexion lineal, conexidon
de segundo orden —segun la definicion dada en [2]— y conexién de orden
n =22 ([3)). El presente articulo puede considerarse como una continuacién
de aquél y del cual recordamos en las siguientes lineas algunas definiciones y
resultados.

Dado un anillo A conmutativo, unitario, sin divisores de cero y de ca-
racteristica nula, llamibamos vector de A a toda aplicacion aditiva X: A - A4
que cumpla:

El presente trabajo ha sido realizado en el Departamento de Topologia y Geometria de la Fa-
cultad de Matemdticas de la Universidad Complutense.
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X(a b)=aX (D) + bX (a).

Precisamente en el A-mbédulo M de los vectores de A es donde estudidbamos
las distintas derivadas y conexiones. '
Si Py Q son dos A-mo6dulos y F una aplicacioén aditiva de P en Q, las

aplicaciones F®, n € N, definidascomo FO@ =F, ysi n>1,

F®: 4" xP->Q
tal que
F® =fFr-1 —a, F@-D
(al’"‘aan:p) (a2>-"y an9a1p) al (a2,‘"5anap)9

deciamos que eran las extensiones graduadas de F. Particular importancia
tenfa la expresion de F™ en funcion de F:

F® (a,, .. an,p)=

n _1y—k
5 (=1)

T 20 o5, Kl (n gy ot - asmF (@g 1) - @iy D). (1)
= n . - .

El concepto de extension graduada nos permitia definir el de aplicacion
aditiva de grado n como toda aplicacion aditiva F: P~ Q talque F #0

y Fn+1) =,

A partir de las definiciones anteriores llegibamos al concepto de deriva-
da de grado n. Llamdbamos derivada de grado » respecto de (X4, ..., X»n) €
€ M" a toda aplicacion aditiva de grado n

D(le eeey Xn): M -—>M
cuya extension graduada enésima verificaba:

Dix,, ... xp" (@, ..., ay)= GEES Xy (@ao(n) - Xn (@o) Y- )
n

Derivacion de grado n era la aplicacidén D que hacia corresponder a cada
(Xy, ..., X,) unaderivada Dx, .. x,- Si ¥Yi€{l,..,n} secumple que

Dix\, ..o xi+ X X0 =Dy, o, Xp o X Y Dixy, o, X, X

decfamos entonces que la derivacion era multiaditiva, y si ademas

Dix,, ....ax;, ... xp =aDx\, ..., X;, ..., Xp)>

que era covariante o que se trataba de una conexion de grado n.
Las derivadas de grado n nos servian para poner un poco de orden entre
las distintas definiciones de derivadas, pues probdbamos que la definicién de
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derivada de grado uno, Dy, si X # 0, resultaba ser equivalente a la defini-
ciobn de derivada primaria (traduccién algebraica al A-mdédulo M de la
derivada respecto de una conexidn lineal), la definicién de derivada de grado
cero era equivalente a la definicién de derivada banal no nula (una derivada
banal era una derivada primaria respecto del vector cero), y la definicién de
derivada de grado n =2, Dx,, ... x,), €ra equivalente a la traduccion alge-

braica de la definicién de derivada de orden n =2, si X; #0, Vi€ {1, ..,
n}. Podiamos, por lo tanto, afirmar que las derivadas de grado »n constituian
la estructura algebraica subyacente a las distintas derivadas sobre una varie-
dad diferenciable. )

En cambio, si trasladibamos al 4-mo6dulo M la definiciéon de derivada
de orden dos en variedades —desarrollada en [2], si bien introducida en [1]—
observibamos que dicha derivada, que llamibamos derivada de Bompiani,
no era equivalente a la derivada de grado dos, si bien esta Gltima era una
generalizacidon de aquélla.

Recordemos la definicidon que dibamos en [6] de derivada de Bompiani:

Sea %, el A-mddulo de los tensores (r,s) de M y ¢ una aplicacion del
A-mobdulo M x M enel A-modulo % (M, %?) de los homomorfismos aditi-
vos de M en %? que verifique:

(C) bx.vy) @) =abx.  Z+X@YRZ+Y (@) X®Z

Sea @ una aplicacidon del A-médulo M XM enel A-modulo H M, M)
de los homomorfismos aditivos de M en M que cumpla:

(C4) '@(X, Y) (aZ) =a@<x’ Y) Z + C% (da ® %(X, Y) Z) + Y(X (a)) Z,

donde c1 representa la contraccion del primer indice de contravariancia y del
primer indice de covariancia.

Decimos entonces que D =% es una derivacién de Bompiani definida
por el par de operadores (€, 2), y que Dy, yy=Z\x, vy es la derivada de

Bompiani respecto de (X, Y). Si suponemosademds que% y &) son homo-
morfismos biaditivos, diremos que la derivacion es biaditiva, y si ademas@ es
A-bilineal y € cumple los axiomas:

(C) Cux, 1 Z=aBu,nZ-Y @ X® Z,
(C2) Gux,av) Z=a%x, v) Z,
diremos que la derivacion es covariante o que es una conexion de Bompiani.
k %k %k ok ok

En el Parrafo 2, al estudiar bajo qué condiciones una derivada de grado
dos es de Bompiani, se observa que la composicion de dos derivadas de grado
uno es otra de grado dos (Prop. 2.1). A tales derivadas de grado dos que
pueden obtenerse como composicién de dos de grado uno les llamaremos re-



536 JAVIER PERALTA

ducibles, y se prueba que la definiciéon de derivada de Bompiani es equiva-
lente, precisamente, a la definicion de derivada de grado dos reducible
(Prop. 2.3).

En el Parrafo 3, con la ayuda de los Lemas 3.1, 3.2 y 3.3, se generaliza
el resultado obtenido en la Prop. 2.1 a la composicién de n derivadas de
primer grado (Prop. 3.1) y, como consecuencia del Lema 3.4 sobre extensio-
nes graduadas de aplicaciones aditivas, se demuestra que al componer deriva-
das de grados r y s se obtienen derivadas de grado r +s (Prop. 3.3).

2. DERIVADAS DE GRADO DOS REDUCIBLES

Si Dx y Dy son dos derivadas de grado unoy a € A, es sencillo de-

mostrar que Dy + Dy, aDxy y [Dx,DY] son también derivadas de grado

uno respecto de X + Y, aX y [X, Y], respectivamente. Si componemos
Dy con DYy obtenemos lo siguiente.

Proposiciéon 2.1.— La composicién de dos derivadas de grado uno Dx,
DYy, es una derivada de grado dos respecto de (X, Y).

Demostracién.— Dy ° Dx es una aplicacion aditiva de M en M y su
extension graduada segunda es:

(DY ° Dx)? (a;, 5, 2) =
= (Dy o Dx)V (a,,a,Z) —a, (D¥ °Dx)V (a,,2Z)=
=(Dy o Dy) (aya,Z) —a, (D © Dy) (@1 Z) —a, (Dy ° Dy) (a, Z) +
+a,a, (Dy ° Dy) Z,
y operando sin dificultad se llega a:

(Dy © Dy)? (a,,a,,2Z)= EES X (@501) Y (@g2) Z.
[A=hY)

Dy oDy esde grado dos, pues

(D’Y ODX)(s) (aO:alﬂa'ZaZ):

=(Dy °Dx)? (ay,a,,a0Z) —ao (DY °Dx)? (ay,a,,Z) =0

(DY °Dx)®? #0.

En efecto: Si no hubiera un a € A talque X (a) ¥0, Y (a) 0, como de
la definicion de derivada se deduce que X #0 # Y (ver [6]) entonces exis-
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tird ¢, €A talque X (@;)# 0 (luego Y (@,)=0) y a, €A tal que
Y (@a,)# 0 (luego X (a,)=0), y tomando Z# 0, se tiene:

Dy ° Dx)? (a,,a,,Z2)=X (a,) Y (a,) Z# 0.

Por el contrario, si hubiera un ¢ €4 talque X (@) ¥ 0, Y (a)# 0, eligien-
do ay =a, =a, Z#+ 0, sellegaa que

(Dy > Dx)? (@,,a,,2)=2X @) Y (@) Z# 0. O
Como consecuencia de que
Z XW@)Y@@)Z= Z Y(@,m)X @) Z
cES, 0ES,

se deduce:

Corolario 2.1.— Dy ° Dy es una derivada de grado dos respecto
de (Y, X).

Definicion 2.1.— Diremos que una derivada de grado dos es reducible
si es composicidén de dos derivadas de grado uno.
Se demuestra facilmente la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.— Si, para cada par (X, Y), D(x, vy es una derivada

reducible: D(x, yy =Dy © Dy, se verifican las siguientes propiedades entre
las derivaciones:

(i) Si Dy D'son aditivas, D" es biaditiva.
(ii) Si Dy D'son covariantes, D" es covariante.
(iii) Si Dy y D% son inyectivas V (X, Y), se cumplen los reciprocos

de (i), (ii).

En [6] vimos que toda derivada de Bompiani era una derivada de segun-
do grado. Veamos ahora que, en el caso de que la derivada de segundo grado
sea reducible, ambas definiciones coinciden.

Proposicion 2.3.— Si una derivada de segundo grado es reducible, las
definiciones de derivada de segundo grado y de Bompiani son equivalentes.

Demostracion.— Si D{x, yy = D'y © Dx es una derivada de segundo
grado reducible y definimos

G, y)=X® Dy + Y ® Dy, D, v) =D, v
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se demuestra inmediatamente que

y se cumplen (C3) y (Cy). - 0O

Aunque es sencillo demostrar que toda derivacion biaditiva de Bompia-
ni es una derivacién biaditiva de segundo grado, no se verifica el reciproco,
ni siquiera en el caso de que la derivacion de segundo grado asigne a cada
(X, Y) una derivada reducible D{x, y) = Dy © Dy, ya que los operadores

% y @ definidos a partir de ella —tal como se indica en la proposicién ante-
rior—, si bien cumplen que & es un homomorfismo biaditivo, no ocurre lo
mismo con ¥ (para que asi fuera, habria que imponer ademas que Dy y Dy
fuesen inyectivas (Prop. 2.2 (iii)). También, toda derivacidén covariante de
Bompiani es una derivacion covariante de segundo grado, pero aun suponien-
do que las derivadas de segundo grado fuesen reducibles y sus componentes
inyectivas, tampoco se cumpliria el reciproco, pues no se verifica (Cy ).

3. DERIVADAS DE GRADO n REDUCIBLES

Intentamos generalizar la Prop. 2.1 y probar que la composicion de n
derivadas de grado uno es una derivada de grado n, tema tratado parcialmen-
te en [4] para los casos 2 v 3.

Notaciones: N
1) Cuando no haya lugar a confusion, escribiremos Dy, en vez de Dy;,.

2) En las Prop. 32 y 33 a- D, .., x,) Dy, .. vy ¥
D(Xb-.-,Xr, Y. ...Yy) denotaremos, respectivamente, Dy, D;

y Dy,
3)) Si k=1,2,.., v 1<h<k, llamaremos o@]’f al conjunto de las
- particiones de Ax = {1, ..., k} en & subconjuntos no vacios, donde
entendemos que dos particiones que consten de los mismos subcon-
juntos son iguales, aunque dichos subconjuntos estén en distinto
orden.
4) Sea {H,, .., Hy} € @9’2 y consideremos a los elementos de cada
H; ordenados en sentido decreciente (si H;= {s, t, ..., u}, entonces
s >t > ... >u). Escribiremos entonces X © X; ° ... ° X, =Xy,

5) Si 1 Sh<k<p y 0€ES),, haremos la siguiente simplificacion
en la notacion:

Fh
z Xy, (a v Xy, (a =Xk (4 ‘
{wa--,Hh}E@@g Hi @o(r)) Hp, (@on) ( a(Ah))
Lema 3.1.— Si Dy, ..., D, son n derivadas de grado uno, su composi-

cion verifica:
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(Dy° ..oD;)@Y)=a (Dy° ..oD;)Y +

n N el
+ = > Xipp© w0 Xiy () (Dy© .0 Do 0 Dy o .o D) Y,

m=1 i1<..<im€Ap "
Y@ Y)eAx M.

Demostracion.— Por induccidn.
Es evidente que se cumple para n=1.
Si lo admitimos cierto para n — 1, se tiene:

(Dy ©Dy-y©..oDy)@Y)=Dyla(Dp-1°..°D;) Y+

n-1
+ 2 z Xim °..0° Xil (a)

m=1 i1<..<im€Ap-q

(Dn—l o ...Oﬁl’m o ...ODil o ...ODl) Y]=
=aD, oD,y o..oD)Y+X, @ [Dyy©..0oD)Y+
n-1
+D,[ = z X;, ©..oX; (@
m=1 i1<...<ip€Apn-1
(Dpy © oDy 0o Dy oo D) Y.
Como

X, (@) (Dp-y © ..o D) Y +

n-1
+ P> [X;, ©..oX; @

m=1 i,<...<ip€Ay—

(DpoDy—yo.oD; o..oD; o..oD)Y+

+ X, °X,'m ° ... °X,'l (@) (Dy-1°..°D; o.. °Di1 °..°D,) Yl=

n AN A

= 2 z Xiy©..°oXip @Dpe..oDjp,°...oD;°...°Dy) Y,

m=1 i1<...<im€Ap
queda probado para . O

El siguiente lema puede probarse sin dificultad.

Lema32.-- ¥p=21y ¥Y(ay, .., ap, X) EAP XM, se verifica:

X(ay ..ap)= Ag(2) - Ao(p) X @o(1))-

z
@ -D! o€sp
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Lema 3.3.—Si 1 <k <p, secumple:
Xk °o..9° Xl (al ...ap)'_‘

1
— Z
1 (p—1)! oes,

™M =

gl
; ag (I+1) ... g (p) Xk (aa(Al)).

Demostracion.— Por induccion sobre k.
Si k=1 se verifica como consecuencia del Lema 3.2.
Si lo admitimos cierto para k, vamos a demostrarlo para k£ + 1:

Xk+l oXk °..° Xl (a1 ...ap)=

_— 7
= > iy ) Xie1 © XK (a +
1=1 (p—1D! oes, Gat+n = Go@ Tkt @5 ap)

1 1

X 2 a . a :
150 (p— 1! 0&S, (p— U+ 1) reSeq UR T@

91
'Xk+1 (a‘ro(l+1))x k (ao(A])).

Ahora bien, este segundo sumando resulta:

5 1 e-1
’ a .. a
=1 (=D @—-U+D) ces, o(I+2) a (@
91
Xk+1 (ao(l-&-l))x k (aU(AI))=

K | 91—1
=z - oezSp Ag+1) - Gop) Xk+1 @) X7k (ao(q;_p) +

1

%
(p — (k+1)! oes,

gk
Xir1 @o+1) X7k (@ (ap))s

y sustituyendo en la expresidén anterior, se tiene:
Xk+1 oXk o vee oXl ((11 eee ap)=
1

=———— 3z
(p — 1)' UESp

1
Ag(2) - Ao(p) Xker © Xcgk (ao(Al)) +
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k 1 .
+ 2 — 2 ... a :
12 (p— 1) oy, TN le®
[ {-1
[Xgsey 0 X7 (a5 p) + Xis1 @o (1) x7 (g ;-p)1 +

1

+m Uezsp Xie+1 (aa(kjrl)) x7k (@5 (4p))- 3)

Pero teniendo en cuenta que e@’fﬁl puede considerarse como union de
los conjuntos

{a,, HU{k+1}, .  H}Y/ {H, . HIeF 1<i<i}
{H,y, . Hy_y, ik + 13} {H,, .., H ) EFY,
se deduce que:

(gl
Z Ay o) [Xger o XTK (@oap) +
GESp

e@l—l
+ Xirr @) XTk (ag0ay-p)1=

)
= 2 a,qen o XTK (@yp)  2<I<K. 4)
aESp ,

Ademis, son inmediatas las siguientes relaciones:

1
z Ao2) - Ao(p) Xk+1 Ongk (aa(Al)) =

crESp
1
= X g - 2o(p) X9k+1 (ao(A1))’ )
aESp
S Xpur @oen) XK @)= = XTHH (4 ) (6)
0ES, k+1 \Co(k+1) a(Ap) 0ES, o(Ax+1)):
Sustituyendo (4), (5) y (6) en (3), queda probado para k + 1. O

Proposicion 3.1.— La composicidon de n derivadas de grado uno, D,,
..., D, esuna derivada respecto de (X, ..., X,).

Demostracion.— Empecemos probando (2).
Como consecuencia de la relacién (1) sobre extensiones graduadas de
aplicaciones aditivas —demostrada en [5]— y del Lema 3.1:
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Dy ..o DM @y, ...,ay, Y)=

-y 3z U

5o ols, (D! aa(i;i-l) e g () [ao(l) - s (j) Dy ©°..o0 Dl) Y +
- n . - .

n
+ 2 > Xi, o ..o X: (a v Qo (i) "
k=1 j1<...<jxcd, '* 71 (@ o ()
A

(D, o ...0 ka °o..0 Df1 °o.°oD,)Y]L

Ahora bien, teniendo en cuenta que:

n (_l)n—l
z Z D,o . . oDYY=
i=o o€s, il (n— i) dg (1) - o (n) (Dn D)

no—D)
=2 —(,——l—-t——al iy (Dyo...oD)Y=Q0,
i=o il (n—10)!
se llega a:
(Dno'“oDl)(n) (al,'":ans Y)=El +---+2n,

donde si kK € A,, hemos llamado

n (—l)n—i n
Zr= 2 > > —— Il a4, Xjp oo Xj -
i=1 0€S8, j1<..<jx€4, i'(n—10)! i+1

i A A
( Illao(s)) D, o ... oDjk °... °Dj1 °... ODI) Y.

En virtud del lema 3.3,si 1 <k <n se deduce que

" D" T
= z I Z ——— Tl ag,-
J1<...<jy €4, i=1 oS8, ' (n -0 i+1

k il i

. 5’1 o oA. o A. o =
I§1 G _ D) ll;llaa(s)X k(aa(AI))(Dn D]k °D]1 °... DI)Y—

k n (_1)n—i n
= z z II
1<, <jpr€Ay o€Sy I=1 i=l ((—D'(n -0 1+1

Ao (ry *
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l A Pl
- X7k (ag4;)) Dy © .0 Djy o ..o Dy, o ..o Dy) Y=0,

(_l)n —1

n
zn = E 1)' aa(l‘+1) eee aa-(n) :

i=1 o€s, i'(n—

n 1
. . >
=1 (i— 1) TES ()

9!
Ara(+1) - Q7o (i) X% n (am(Al)) Y=

n (_l)n—i
T X T do+n) -4 :
i=1 o€S, il (n—1i)! a(i+1) o (n)

i!
1 @G-

M=

e
.l Ag(+1) - Ag (i) X&'n (aa(Al)) Y=

= Z g) :l‘.‘, (G2 X"’é}l Y
— ’ see n .
0€Sy 1=1 i=l (i—D!(n—1i)! Go+D - Gom) (@acp)

Pero

Lot
i=1 ((—D!'(n—-1i)!
si 1 <I<n, luego:
Dy © ..o D)™ (@y, .y, )=, =

= EES X1 (@) ... Xn (@om) Y, c.q.d.

A7)

Veamos ahora que D, © ... D, esde grado n:

Dy, ° ..o D, )(”“) = (0 como consecuencia de la definicion de exten-
sién graduada y de aplicar la relacidon (2).

(D, ° ... Dy )(”) # 0. En efecto; distingamos dos casos mutuamente
excluyentes:

(i) Si Fa€Ad/ X, (@)FO0, ..., X, (a)FO0.

De la definicién de derivada de grado n se deduce (ver [6]) que
X;#0, Vi, luego Ja; €4/ X, (ay)F0.

Mediante una reordenacién de los indices si fuera preciso, 3 n,,
1 <n; <m, tal que

X2 (ai);&oa ceey an (a’l):#oa an+l (a;)=07 BE) X”l (a,l)=0
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Como Xy,,+; 0, ay €EA y IAn,, ny + 1<n, <n talque
Xne1 (@) #0, ..., X, (a3)#0, Xny+1 @)= ...= X, (@3)=0.

Este proceso terminard en un namero finito de pasos ny, n,, ..., np,
con n; <n, <..<np=n, yexistirdn ay,a;,...,ap €A tales que:

X;i(@)#0, 1<i<ng; Xj(@y)=0, j>n
Xi(ay)#0, ny +1<i<ny,; Xj(@3)=0, j>n,

Elijamos
a;, 1<i<n
a,, ny<i<n,

ap, np—1<i<np=n,
Y # 0. Entonces:
(Dn °...0 Dl)(n) (al s eees Ay Y) =
=n1! nz! cee np! Xl (all) ves an (all)an+1 (a'z)
e X, (cz'z)X,,p_1+1 (ap) ... Xn,y (ap) Y #0,
pues el anillo 4 es dominio de integridad y de caracteristica nula.

(i) Si 3a€d/ X, ()0, .., X, (a) #0, estamos en el caso ante-
riorcon ny =n, y

(Dy ©...oD))M (ay, ....an, Y)=n! X, @) ... Xp (@}) Y #0. O

Corolario 3.1.— Dy o ... o D, esuna derivada de grado n respecto de
(XT(I)’ aeey XT(VI))’ V T E Sﬂ'

Definicion 3.1.— Diremos que una derivada de grado n es reducible si
es composicidn de n derivadas de grado uno.
Es facil demostrar la siguiente Proposicion.

Proposicion 3.2. —Si D, = D, ..., x,) es una derivada de grado n
reducible:
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n

Dix,, ..., x,) =Dk, o ..o Dk, V(Xy, s X)),

se verifican las siguientes propiedades entre las derivaciones:

(i) Si D', .., D" son aditivas, D es multiaditiva.
(ii) Si D!, ..., D" son covariantes, D es covariante.
(iii) Si D}Yl s eees D')’(n son inyectivas ¥V (X, ..., X)), se verifican los

reciprocos de (i), (ii).

En [5] puede verse el siguiente resultado sobre extensiones graduadas de
aplicaciones aditivas.

Lema 3.4.— Si Fy G son dos aplicaciones aditivas de un 4-médulo P
en si mismo, las extensiones graduadas de G o F verifican:

(GoF)™ (ay,..,a,,p)=(Go F™)(ay,..,a,,p) +

n-1
+ . = G-k -
k=0 1<i;<..<ig<n

N

: ~ k
(CTURNIT R PRI S 0N (PRI Iy )N

VYneN, ¥ (ay, ...,a,,p) €EA" X P.

Proposicion 3.3.— La composicidon de una derivada de grado r respecto
de (X,, ..., X,) con una derivada de grado s respecto de (Y, ..., ¥Y;) es
otra derivada de grado r + s respecto de (X, ..., X,, Y, .., Y,):
D; o D, =D, .

Demostracion.— En virtud del Lema 3.4, se tiene:
(D, o DY) (ay, ..., @45, Z) =D} o DY) (ay, ..., ap4g, Z) +

r+s-1
+ z z D,(r+s=k) .
k=0 1<i;<..<ig<r+s

@y e By ooy By oo By, D (ay, s 0y, 2)). (7)

Como D® =0 si k>, Dé(k) =0 si k>s y las extensiones gradua-
das de una aplicacidon aditiva son multiaditivas, se deduce que en la expre-
sion (7) s6lo queda el sumando correspondiente a k =r;es decir:

' (s A A
z Ds()(al,..., Aj s es A

1<il<,..<[r<}‘+s r

s ooy Apig,s D,(’)(ail, veey a,-r, Z))
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Y sustituyendo D{” (@i, , ..., ai,, Z) por

GES;;le (aa ([1)) Xr (aa(,-r)) Z’

[e2
donde S, representa el grupo de las permutaciones de {iy, ..., i,}, resulta:
(D_s" ° Dr)(r+S) (al s o Arags Z) =

= 2z Xl (ao(l)) X,. (da(,)) Yl (aa(,+1)) Ys (aa(r+s))Z-

0& S+

Por ultimo, de forma idéntica a como se hizo en el Prop. 3.1 se de-
muestran:

(D; o D) *S*D =0 y (Djo D)+ #0. O
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