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Abstract

We say that a locally convex space E is a Rosenthal space if every bounded set of E is weakly
conditionally compact. In this paper we study some properties of Rosenthal spaces, particularly in
connection with function spaces.

Sea X un espacio topoldgico completamente regular y £ un espacio lo-
calmente convexo; C (X, E) es el espacio de las funciones continuas de X en
E, con la topologia de la convergencia puntual. Si E es el cuerpo escalar, es-
ta notacion se abrevia a Cg(X). C.(X, E) y C.(X) denotan estos mismos espa-
cios con la topologia compacta abierta. Si X es compacto se omite el subin-
dice c y la topologia es la de la convergencia uniforme.

En un trabajo de A. Pelczynski y Z. Semadeni [4] se prueba el resultado
siguiente (4): Si K es un compacto son equivalentes las siguientes condicio-
nes: (1) K es diperso, (2) C(K) no contiene subespacios topologicamente iso-
morfos a 1! y (3) en C(K) todo acotado es débilmente condicionalmente
compacto. Se dice que un subconjunto B de un espacio localmente convexo
E es débilmente condicionalmente compacto si de toda sucesién de B puede
extraerse una subsucesion de Cauchy para la topologia débil de E. Posterior-
mente H. P. Rosenthal [5] demuestra que la equivalencia de (2) y (3) es cier-
ta para espacios de Banach en general. Esto nos sugiere la definicion siguien-
te: Decimos que un espacio localmente convexo £ es de Rosenthal si todo
acotado de E es débilmente condicionalmente compacto. Obviamente esta
propiedad s6lo depende del par dual.

Nuestro primer resultado agrupa algunas propiedades de los espacios de
Rosenthal. Si £ es un espacio localmente convexo ¢, (E) denota el espacio
de las sucesiones nulas de £ con la topologia generada por las seminormas
p., al variar p en la familia de las seminormas continuas sobre E, donde
p..(x) = sup p(x,), siendo x = (x,) € co(E). Si (£}, |l lI;) es una sucesion de

n

espacios de Banach, ( 2 @ E;)., es el espacio de Banach de las sucesiones
i=1

(x;) de elementos x; € E; tales que ||x;|l,~ 0, con la norma ||(x;)Il = sup ||x;l|;.
1
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Teorema 1
(1) sea E = 11 E; el producto de una cantidad numerable de espacios
1

localmente convexos E;. E es de Rosenthal siy sélo si cada E; es un espacio
de Rosenthal.

(2) Sea E un espacio localmente convexo. c,(E) es un espacio de Ro-
senthal si y sélo st E lo es.

(3) Sea (E;) una sucesion de espacios de Banach. El espacio E =

oo

(2 o E,')C0 es de Rosenthal si y s6lo si cada E; es de Rosenthal.
=1

(4) Sea (X;) una sucesion de espacios uniformes isomorfos cada uno de
ellos a un subconjunto débilmente condicionalmente compacto M; de un es-
pacio de Banach E;, con la uniformidad de la topologia débil de E;. Enton-

ces el espacio uniforme producto X =11 X; es isomorfo a un subconjunto
i

débilmente condicionalmente compacto de un espacio de Banach, con la uni-
formidad de la topologia débil.

(5) Un espacio localmente convexo limite inductivo regular de espacios
de Rosenthal es de Rosenthal.

(6) Sea E un espacio localmente convexo metrizable y F un subespacio
de E tal que todo acotado de E estd contenido en la clausura de un acotado
de F. Entonces, si F es de Rosenthal, E es de Rosenthal. En particular el
completado de un espacio normado de Rosenthal es de Rosenthal y el com-
pletado de un espacio metrizable separable de Rosenthal es de Rosenthal.

Demostracion:

(1) Si E es un espacio de Rosenthal, cada factor £; también es de Ro-
senthal por ser subespacio del producto. Supongamos ahora que cada E; es
de Rosenthal. Sea (x,) una sucesiéon acotada en E. Para cada i, la sucesion
(xy, n € IN) estd acotada en E;, siendo x’, la componente i-ésima de x,,. Por
ser cada factor E; de Rosenthal, utilizando un argumento diagonal se obtiene
una subsucesidon de (x,) cuyas componentes son débilmente Cauchy en los
factores. Entonces la subsucesion es débilmente Cauchy en el producto £
que por tanto es de Rosenthal.

(2) Se puede considerar £ como subespacio de ¢y (E), luego si ¢y (E) es
de Rosenthal, £ también lo es. Reciprocamente, si £ es de Rosenthal y
(x,) es una sucesi6on acotada en ¢, (F), razonando como en (1) obtenemos
una subsucesidén que denotaremos también por (x,) cuyas componentes son
débilmente Cauchy en E. Veamos que (x,) es débilmente Cauchy en ¢y (E).
Si u € co(E), existe una seminorma continua p sobre E y una sucesion
(u') C E' tales que para todo x = (x') € E,

Gw= T Gludy T full,< o
i=1 i=1
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siendo _ ) )
lludll, = sup {16, ul)l, p(x')<1} .

Por ser (x, ) acotada, p_(x,) < K para todo n. Dado € > 0 existe un i, tal

que T |l

g+ 1

te Cauchy en E; luego existe un »; tal que

||p < e/4K. Para 1 <i<i,, la sucesion (xﬁ, ,n € IN) es débilmen-

|Gd, —xt,, up|<el2ip si m,m=n;.

Seany, =méax{n; i=1,2,.,iy} y n, m =ny, entonces

™8

Gy — X, ] <
1

o, — xd, | uh) <

1

o ¢ = . ) . € €
<KX —+ 2 W, pt —xt, )<= +——* 2K =,
TS 20y g e el * pGer ”’)\2 4K

luego (x,,) es débilmente Cauchy y cy (£) es de Rosenthal.

(3) El dual de E es {u = (ui): uf €E;, £ [luill; < oo} donde || [|; es la
i=1

norma en el dual de E; y si x = (x;) esun elemento de E, &, w) = 2 Ot ul).
=1

Utilizando esta representacion podemos hacer una prueba similar a la de (2).

(4) Podemos suponer que M; estd contenido en la bola de centro cero
y radio 1/i del espacio de Banach E;, por la acotacion de M;. Asi M =1IM;
esta contenido en E'y es incluso débilmente condicionalmente compacto por
un razonamiento andlogo al de (2). Veamos que en M coinciden la uniformi-
dad producto de las uniformidades de los M; y la inducida por la uniformi-
dad de la topologia débil de E. Esta uniformidad tiene una subbase formada
por las bandas

U={(xy)EMxM:|x -y w|<1},uckE'"

Fijada una de estas bandas, si © = (u’) determinamos un i, tal que
= . 1 . . 1
Z el < 5 El conjunto V; ={(x’, YOYEM; x M;: [&x'— yt, ubl; <T}es
ig + 1 lg
una banda en M; de la unjformjdagi inducida por la de la topologia débil de
E;yV={_@y)eEMxM: (x', y)EV,i=1,72,.,i,} esunabanda de la
uniformidad producto de las citadas que estd contenida en U. Reciproca-
mente si consideramos la banda de la uniformidad producto

V={(x y)EMx M:(x,y)) EV,,jEI},
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siendo / un subconjunto finito de IN y para cadaj € I, ¥; una banda de M;
que puede suponerse de la forma

. Vi ={(d, y))EM; x Mj: | — ), Wy | <1}
conu €Ej. _
Las sucesiones #; = (0,..., 0,#/, 0,...), j € I son elementos de E' y

U={(x,y)EMx M: |<x —y,up |<1,j€TI}

es una banda de la uniformidad inducida por la topologia débil, que estd
contenida en V. Por tanto el espacio uniforme X = II.M; es isomorfo a M con
la uniformidad inducida por la topologia débil de E.

(5) Basta observar que todo acotado del limite inductivo regular esta
contenido y es acotado en un escalon.

(6) Sea d una métrica invariante por traslacion compatible con la topo-
logia de E. Sea (x,) una sucesioén acotada en E. Por hipotesis (x,) estd con-
tenida en la clausura de un acotado N de F. Para cada n sea y, €N tal que
d(x,, y,) < l/n. Por ser F' de Rosenthal existe una subsucesion (y,,) de

Cauchy para la topologia o(F, E'). Se comprueba ahora ficilmente que la
subsucesion (x,, ) es o(E, E) Cauchy.

Para probar las restantes afirmaciones basta observar que para el com-
pletado de un espacio normado de Rosenthal se cumplen obviamente las hi-
potesis de la parte anterior, y en el caso de un espacio metrizable separa-
ble de Rosenthal también, por un teorema de Grothendieck (ver [2], pg.
403).

Nota 1.

Ningin producto de d, con d = 2Xo, espacios de Rosenthal no triviales
E; es de Rosenthal pues contiene un subespacio isomorfo topologicamente
a wg que no es de Rosenthal. Sin embargo para cualquier cardinal d, el sub-
espacio W, (E;) del producto de los E; formado por los elementos con una
cantidad a lo sumo numerable de coordenadas no nulas es de Rosenthal, por
lo que si d = 2%o, W, (E;) es un espacio de Rosenthal cuyo completado
IT1E; no lo es.

Si E es un espacio de Fréchet—Rosenthal de dimension infinita distin-
to de w, entonces E con la topologia débil es también un espacio de Rosen-
thal y su completado no es de Rosenthal.

En el resto del trabajo estudiamos la propiedad Rosenthal en espacios
de funciones. El resultado siguiente se refiere al caso escalar.

Teorema 2

(1) Sea X un espacio completamente regular e Y un subconjunto com-
pacto de X. Si C.(X) es un espacio de Rosenthal, C(Y) es de Rosenthal.
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(2) Sea B una familia de acotados de la realcompactacion vX de X, di-
rigida superiormente y que cubre X. Si C;(X) es de Rosenthal, C(X) con la
topologia de la convergencia uniforme sobre los miembros de la familia 3
es de Rosenthal.

Demostracion:

(1) Sea (g,) una sucesion acotada en C(Y). Para cada n consideramos
una extension continua f,, de g, a X de la misma norma que g, . La sucesion
(fn) es acotada en C.(X) y por hipotesis tiene una subsucesion (f,;, kK € IN)

débilmente Cauchy en C,(X). Veamos que la subsucesiéon correspondiente
81y, kK € IN) es débilmente Cauchy en C(Y). Si pu € C(Y)', la funcion

T C,(X) > K : f = u(fly) es una forma lineal continua en C,(X) luego
(;I(f,,k), k € IN) es convergente y (g,,, kK € IN) débilmente Cauchy.

(2) Sea Cg(X) el espacio C(X) con la topologia de la convergencia uni-
forme sobre los miembros de - Sea (f,,) una sucesion acotada en Cﬁ(X).
Como § cubre X, (f,,) es acotada en C (X), luego por hipotesis existe una
subsucesion (f,,,, k € IN) débilmente Cauchy en Cs(x) que en particular serd

puntualmente convergente. La sucesion de las extensiones a la realcompacta-
cion (fy, .k € IN) también converge puntualmente pues dado 7 € vXyla

sucesion (f,, ) existe un x € X tal que f, V(1) = fy,, (x) para todo k € IN ([6]
pg. 38).Veamos ahora que (f,,, kK € IN) es débilmente Cauchy en Cz(X). Da-

dau € Cg (X)' existe un acotado B € §y una constante C > 0 tales que para
toda func10n g de C(X), lu(g)l < C. max {|g*(r)|,7 € B}. Sea ii: C(B)~ K:

h — u(hv|y) siendo A¥ una extension continua de # € C(B) a vX. i estd bien
definida pues u(g) solo depende de los valores de g en B, es lineal y continua
por la desigualdad precedente. La sucesion (fnk V|, k € IN) es uniformemen-

te acotada y puntualmente convergente enC(B). Sea m la medida de Radon
sobre B que representa a f. Por el teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue

'/E fnkulg dm = ﬁ(fnkvlg) = #(fnk)

es convergente. Por tanto (f,,k, k € IN) es débilmente Cauchy en Cy(X) y es-
te espacio es Rosenthal.

Por la parte (1) del Teorema precedente y el resultado (4), si C,(X) es
de Rosenthal, X no contiene compactos no dispersos. En particular no con-
tiene compactos metrizables no numerables.

Consideramos continuacion la propiedad de Rosenthal en espacios de
funciones vectoriales con la topologia de la convergencia puntual o la com-
pacta abierta.
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Nota 2.

(1) Sea X = [0, w,] el conjunto de los ordinales menores o iguales
que el primer ordinal no numerable w, y E un espacio localmente convexo
limite inductivo compactamente regular de una sucesion de espacios metri-
zables de Rosenthal E; (ver [7], pg. 20). Demostraremos que el espacio
Bl (X, E) de las funciones de Baire de primera clase de X en E con la topolo-
gia de la convergencia puntual (y en consencuancia C,(X, E)) es un espacio
de Rosenthal. Notemos en primer lugar que las funciones de B} (X, E) son
constantes a partir de un cierto ordinal menor que w, . En efecto, sea ¢ el
limite puntual de la sucesion de funciones continuas (¢, ). Para cadan, ¢, (X)
es compacto en E luego estd contenido en un cierto £, y ¢,: X — E;, es

continua. Por ser (E,-n, d,,) metrizable, para cada m € IN existe un ordinal
numerable o, tal que si o > oy, entonces dy,(¢,(a), ¢, (w,)) < 1/m. El su-
premo g, de {o,,, m € N }es un ordinal numerable a partir del cual ¢,, es
constante. El supremo del conjunto {$,, » € IN} es un ordinal numerable a
partir del cual ¢ es constante. Sea ahora (Y, ) una sucesién acotada en
Bl (X, E). Veamos que admite una subsucesion débilmente Cauchy. Razo-
nando como antes existe un ordinal numerable 8 a partir del cual todas las
funciones ¢, son constantes. Como [0, ] es numerable por un procedimien-
to diagonal obtenemos una subsucesion (Y,,, k¥ € IN) tal que para todo

a < B, (Yny (@), kK € N) es débilmente Cauchy en E. Sia >, ¥, (a) = ¥, (8)
para todo n, y se tiene el mismo resultado. Por tanto (Y, k¥ € IN) es débil-
mente Cauchy en B! (X, E) y este espacio es de Rosenthal.

(2) Si C4(X) es de Rosenthal, X no es necesariamente realcompacto (véa-
se por ejemplo Cy([0, w; [)), pero si X es un espacio completamente regular
y £ un espacio localmente convexo y si Ci(X, E) es de Rosenthal, entonces
Cs(vX, E) también es de Rosenthal. Efectivamente si (¢,) es una sucesion
acotada en Cy(vX, E) la sucesion de las restricciones (¢,x ) es acotada en
Cs(X, E) luego tiene una subsucesion (¢, | x ) débilmente Cauchy en Cy(X, E).

La subsucesion (¢,,) es débilmente Cauchy en Cs(vX, E) porque dados

T EvX y e €FE' lasucesion (NP es convergente ya que existe un
x € X tal que para todo k € IN se tiene

Dny (1), €)=y, (x), €)
(ver [6], pg. 38).

Reciprocamente, si £ es realcompacto y Cg(v X, E) de Rosenthal, enton-
ces Cy(X, E) es de Rosenthal: Sea ahora (¢,) una sucesion acotada en
Cs(X, E). La sucesion de las extensiones a vX, (¢, V) es acotada en Cy(v X, F)
pues dado 7 € vX y una seminorma continua p sobre E, como antes existe

x € X tal que
p(9,° (1)) = (Po On )0 (1) = (po on) (x)
para todo n € IN, luego

sup p(9,7 (1)) <o
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Por hipotesis existe una subsucesion (¢, k”) que es débilmente Cauchy en

C,(vX, E), de donde se deduce inmediatamente que (¢nk) es débilmente
Cauchy en C (X, E).

(3) Si X es un compacto disperso y E es un espacio de Rosenthal,
C(X, E) es de Rosenthal si F tiene ademas alguna de las siguientes propieda-
des: (a) E es topolbdgicamente isomorfo al producto de una cantidad numera-
ble o a la suma directa de una cantidad cualquiera de espacios C(X;), con
X; compacto disperso, (b) E es una C*—ilgebra de Banach conmutativa con
elemento unidad. En el primer caso, C(X, E) es topologicamente isomorfo
a un producto numerable o a una suma directa de espacios C(X, C(X;)) =
C(X x X;) que son de Rosenthal teniendo en cuenta que el producto de
dos compactos dispersos es un compacto disperso y el resultado (A). Del
teorema 1, apartados (1) y (5) se obtiene la conclusion. En el caso (b) se
aplica el teorema Gelfand—Naimark para expresar £ como C(K) donde K
es el espacio de los caracteres de E.

(4) Sea X un compacto metrizable con w—acumulacion vacia y E un es-
pacio de Rosenthal completo, C(X), es isomorfo topologicamente a ¢, (ver
[1]), que a su vez es isomorfo a C(IN) donde ]l/\\I es la compactacion de Ale-
xandrov de los naturales. Se tiene entoces la siguiente cadena de isomorfis-
mos topoloégicos (ver [2], pg. 278 y [7], pg 92):

CX, E)=C(X)® E=CN)® E=C(N,E)=co(E)x E.

Aplicando el resultado (2) del teorema anterior, obtenemos que C(X, E) es
de Rosenthal.

En [3] damos otros resultados sobre espacios de Rosenthal de funciones
continuas vectoriales con diversas topologias.
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