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Abstract

K. J. Wirths has proved that if f € ball By and L(f) is an infinite set, then there is a sim-
ple closed curve v and points z¢, ..., zj, such that L(f) =y U zq, ..., zj. The points zy, ..., zj, lie in
the simply —connected bounded domain G defined by 0 G = v. In this paper we prove a result which

implies that v no contains segments of stright line.

Resumen
K. J. Wirths ha probado que sif est4 en la bola unidad de B¢ y L(f) es infinito, entonces existe
una curva cerrada simple y y puntos zy, ..., o talque L(f) =~ U{zl ) ey ]-}. Los puntos 2y, ..., Z;, pet-

tenecen al dominio acotado simplemente conexo G definido por 0 G =+. En este articulo probamos

un resultado del que deducimos que vy no contine segmentos de recta.

Sea D ={z € C: |z] <1} y sea una funcion holomorfa en D. Siguiendo
la notacidén de [3] sea
M) = sup {If'@I(1 — 1z1*): z €D}
B = {f: f es holomorfaen D y M(f) < 00}

PBes un espacio de Banach respecto de la norma IU‘]I =|f(0)| + M(f), denomi-
nado espacio de Bloch. Sea

={res: ilffnl IF'@)I (1 — |z?) = 0}

En [1] se prueba que B, esun subespac1o cerrado de B .
Defmamos ahora,

B-(reB:50) =0}, & - By N &

y fﬁm como la bola unidad (cerrada) de \‘EO , es decir
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Bo, ={re Bo: M<1}
Si hacemos
R = {f: f es holomorfaen D y M(f) < 1}

entonces, es evidente que 530 ,CR.
Para cadaf€ R’ sea

L ={zeD: '@ (1 - 12%) =1}

En el estudio del conjunto L(f) para las funciones de fﬂol , Cima y Wo-
gen [3] obtienen varios resultados interesantes y plantean, entre otros el si-
guiente problema. ;existen funciones f€ By, tal que L(f) sea infinito y no
sea una circunferencia?. En esta direccion, Wirths [6] demuestra

Teorema 1 (Wirths).— Si fEB,; y L(f) es infinito, entonces existe una
curva cerrada simple y y puntos z,, ..., z;, tal que L(f) =y U {z,, ..., z;}.
Los puntos z,, ..., z;, se encuentran en el dominio acotado simplemente
conexo definido por 0 G = .

Otros resultados que pueden contribuir a la definitiva resolucion del
problema citado se dan en [5].

En este articulo probamos el teorema 2, del que deduciremos que la
curva v del teorema 1 no contiene segmentos de recta.

Es conocido que para cada ¢ € D existe una sucesion de nimeros reales
{8, (@): n €N} tal que si f € R’y L(f) contiene una sucesion {z; : k EN}
de puntos distintos tales que |z; — a| = r, r <1 — |a]|, para todo k, entonces
L(f)=C(a,r)y r = §,(a) para algin n [2], [3] (aqui C (a, r) denota la circun-
ferencia de centro a y radio r). Para segmentos de recta tenemos:

Teorema 2.— Sea A = {z,: n € N} una sucesion de puntos distintos de
D, contenidos en una recta r y con un punto de acumulacién en D. Si exis-
te una funcion f€ R’ tal que A C L(f), entonces L(f) =r N D.

Demostracién: Supongamos primero que la recta » no pasa por el ori-
gen. Es facil comprobar que la aplicacion bilineal

z—z
d (2)=—2,0<z01< 1,

zz¢— 1
transforma conformemente la recta  en una circunferencia C(a, p) de centro
a y radio p > 0, que obviamente no esta contenida en D. Sig = f o ¥ cuando

¥ = &1 tenemos que g € R’ pues se verifica
lg' WA —wP)=I[f ¥ W) 1-[¥W)?)

para todo w € D [4, p4gina 287]. Por tanto, {w, = ®(z,): n € N} C L(g).
Por otra parte, es conocido que la funcién meromorfa
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g w)
wg' (w) + 2g" (w)

h(w) =

verifica A(w) = W si w € L(g) [6]. Es inmediato comprobar que
2

h(w) =

+a

y que h(w) =W si, y s6lo si, w € C (a, p) N D, con lo cual deducimos que
L(g) =C(a, p) N D, es decir L(f) =r N D (ver [6, pagina 21])

Supongamos, ahora, que A es una sucesion de niimeros reales. Entonces
tenemos que h(z, ) = z,, para todo n y, por tanto,

L(f)=Dﬂ{z=x+iy: y=0}.
En este caso es facil comprobar que existe tal funcion f y que su expresion

+z
11—z

A
es flz) = 5 log + k, con A, k, constantes complejas tal que |[A\| = 1.

Finalmente, si r es cualquier recta que pasa por el origen y verifica las
hipotesis, podemos determinar un 6 € [0, 2x[ tal que Y (z) = 79 z transfor-
ma la recta r en el eje real. En consecuencia, fo Y =g € R’y {Y (z,): n EN}
C L(g). Luego, f€ &' y L(f) =D N r cuando

' . N 1+efz
flz) =gez)y=—log—F——+k
2 1—elfz

para todo z € D. Esto concluye la demostracion.

Corolario.— Sea f € 550 ; tal que L(f) es infinito. Entonces, L(f) no
contiene segmentos de recta.

Demostracion: La curva cerrada y que proporciona el teorema 1 carece
de segmentos de recta en virtud del teorema 2.

NOTA. Observemos que las funciones f € ' que obtenemos en el teo-
rema 2 no son de ﬁm .

Los autores agradecen al Académico Numerario Excmo. Sr. D. Manuel
Valdivia la presentacion de este articulo en la Revista de la Real Academia
de Ciencias de Madrid. '
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