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Abstract

If E is a Banach space and I is an index set, by D (I, E) we denote the vector space of all
bounded families ¥ = {x; /i €I} of E such that themap S: x' €E = {x;,x) /i€I}€I™ () is
absolutely symming and we define ||l to be the norm absolutely summing of S. If Do (I, E) =
=& (I, E), where ® (I, E) is the vector space of all families of £ with only a finite number of entries
not equal to the zero vector, we prove that the dual Banach space of (Do (Z, E), | ) and the
Banach space (I1 7, E'], €) are isometric,

Finally, if I denotes the ideal of the absolutely summing operators on Banach spaces, we
characterize its dual operator ideal by transforming continuously the families of co {I, } into
families of D¢ (I, *) and also by transforming the bounded families into families of D (I, °).

1. INTRODUCCION

Sea I un conjunto de indices arbitrario y £ un espacio de Banach. Si
X={x;/i €I} esuna familia acotada de E, la aplicacién

St:x'€E - {{x,x"]i€I}EI™ () (D

es lineal y continua. Con D (I, E) denotamos el conjunto de todas las fami-
lias {x;/ i €I} de E tales que S{ €II(E', 1™ (), donde Les el ideal de los
operadores absolutamente sumantes en espacios de Banach (Pietsch 1972).
Es bien conocido (Pietsch 1972, p. 40) que S% es absolutamente
sumante si y solo si existe una medida de Radon positiva 4 sobre U" (bola
unidad cerrada de E” a la que se dota de la topologia o (E", E")) tal que

12 ()l < fU 1" X de (") (P x EE )

Por tanto, {x;/i €I} pertenecea D (I, E) siy sdlo si se verifica
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sup |G, 301 < [ 167 0 du ) (v x' €F) 3)
iel U

para alguna medida positiva # sobre U”. Por esta razon, llamamos dominadas
a las familias {x; / i €I} que pertenecena D (I, E).

A lo largo de nuestro trabajo usaremos que el par [II, p] es un ideal
normado de operadores en espacios de Banach (p es la norma absolutamente
sumante). Las propiedades que necesitamos y la definicién pueden encon-
trarse en Pietsch (1980).

De ser Il un ideal de operadores, sigue que D (I, E) esun espacio vec-
torial sobre K (K denota R 6 C indistintamente) que contienea [~ (/) ® E,
espacio vectorial de las familias acotadas y finitodimensionales de E.

Para cada familia %= {xi /i €I}, ponemos |x |=infu (U"), donde
el infimo se toma sobre todas las medidas positivas 4 que verifican (3).

Entonces X es la norma absolutamente sumante p (S§) de la aplicacion
(1) y, por tanto, (D (I, E), |‘Il) es un espacio normado. En Pietsch
(1972, p. 40) se prueba que existe una medida M, al menos, que satisface
(2) y para la que pg (U") esigual a la norma absolutamente sumante de S%.

Si en (3) se toma x' € U' (U’ esla bola unidad cerrada de E'), entonces

sup [, x| <p (U™
i€

de donde sigue que

IXllee = sup lxdl <p (U
i€l

para cada u positiva que verifica (3). Por tanto, se tiene la desigualdad
Ix1.. < x| (VX €D (I, E)) 4

Es decir, la inyeccion candnica de D (I, E) en [T (I, E) es continua.
Si & (I) denota la coleccidon de todos los subconjuntos finitos de 1y

x= {x;/ i €I} esuna familia arbitraria de E, definimos

x;i si i€J
xi () {0 si i¢J

para cada J € &(I). Es claro que las familias )?(J) = {x;(J) /i €I} forman
un sistema dirigido en D (I, E) poniendo

Ji 20, = J2 7, (y,J, €EW)

Se define Dy (I, E) como el subespacio lineal de D ([, E) formado por
las familias x €D (I, F) para las que se verifica
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X =lim X (J).
J

Obviamente @ (I, E) estd contenidoen Dy (I, E) (® (I, E) denota el
espacio vectorial de las familias finitamente no nulas de E). Por otra parte, si

X={x; /i€l €Dy (I, E), paracada £ >0 existe J, €& (]) tal que
1% —x (DIl <e MIEZ W)/ 2J,)

de donde sigue, utilizando (4), que

sup lx; Il <e

i¢Jo

Es decir, Do (I, E)C cq {I, E}, espacio vectorial de las familias nulas de E.
En la seccion 2 obtenemos una caracterizacion de las familias domina-

das que utilizamos para probar que D (I, E) esun espacio de Banach y para

probar, en la seccidén 3, que el dual topoldgico de D, (I, E) es isométrico al

espacio de Banach (/! [I, E'], €), donde [! [I, E'] es el espacio vectorial de

las familias {x; / i € I} débilmente absolutamente sumables de E' y € la

norma definida por

e({xiH=sup { T |Kx",xP|: x" €U"}
i€l

En la seccidon 4 caracterizamos las aplicaciones T € & (E, F) cuya
traspuesta es absolutamente sumante, por transformar las familias acotadas
de E en familias dominadas de F, y también por transformar las familias
nulas de £ en familias de Dy (I, F).

Finalmente, en la seccidén 5 estudiamos la relacion existente entre fami-
lias dominadas y familias prenucleares de £’ (Kéthe 1979, p. 314). Demos-
tramos que, si E es secuencialmente denso en E” para la topologia o (E",E"),
se tiene la igualdad

D(,EY=P(, E"

donde P (I, E') denota el conjunto de las familias prenucleares de E’.

2. UNA CARACTERIZACION DE LAS FAMILIAS DOMINADAS
Si X¥={x;/i€I} esunafamilia dominada de E y M es alguna medida

positiva sobre U" verificando (3), para cada J €EZ (I) y cada ¢:J = E’,
se tiene

3 . < n - n <
I 0 IS E [ 0 (0] du ()

< up (U sup {EJ [x",  (iN]: x" € U"}
1
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En realidad se tiene el siguiente:

Teorema 1.— {x; [ i €I} es dominada en E si y solo si existe k>0
tal que se tiene

2 Kxj,oI<k-sup{Z Kx",o(@@Pl:x"€U"} (5
= ieJ

l
paracada J € &) ycada v:J = E'.

Demostracion.— So6lo necesitamos probar la suficiencia. Sea {x; /i €I}
una familia de E tal que existe k> 0 para el que se tiene (5). Para cada
JEZF() ycada ¢:J = E’', definimos

Frp W)= E [, 0 G)l - k [U 1x", @ (D] du]

Si B es el conjunto de las medidas positivas u definidas sobre U” tales
que M (U") <1, es obvio que & es un subconjunto compacto y convexo,
para la topologia 0 (ef, C (U")), del espacio de Banach o4 de las medidas
de Radon sobre U”,y que Fj ,: & - R escontinua y convexa.

Vamos a aplicar un lema de Kay Fan (Fan 1951) y necesitamos probar
que la coleccion Z de todaslas Fj, escéncava. Es decir, si

n
= <q, <
Fpp €Z y I =1 (0<a, <1),

existe F; , €Z de manera que

n

pz;l apFJp,v,p <Fj,w (6)
En efecto, sea

n

J= U I y p:J > E'

p=1

definida por
p(= Z Ny, (Vi€))
p/iEJp

donde A se escoge de manera que Af (x;, @, (1) = [{x;, ¢, (i)]. Entonces
se tiene

n

h
El Olp iez.;,p I(x,,cpp (l))| p§1 iEEJp 0‘p7\1 <xla ‘P(l»

p
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=2 ZopN b= 2 (00 (7)
ieJ p ieJ

y por otra parte
T Kx", (WIS T ZIN Ty I<x”,cp,, (UES
ieJ p

ieJ

n
< I Za, Kx", 9 (z')>|=p§1 % iEEJp [<x”, @p (0] (8

i€J p

Ahora (6) sigue facilmente de (7) y (8).
Para cada J € &) y cada ¢: J - E', escojamos xq en U’ de
modo que

sup { Z [x",o(@]:x"€U"Y= T |{xg, ¢ GN].
ieJ ieJ
Si &,z denota la medida de Dirac en el punto xg, desde luego 8! €SB

y se tiene

Frp Bx)= 2 [1s, 9 | =k xt, 0 0]
l

y sigue de (5) que Fj , (5x3) < 0. Por el Lema citado existe M E Qrtal que

F(4) <O paracada FE Z. Sisetoma,en particular, i€1 y x' €E’', se
tendra

Fi =10, 30—k [ 167, %) du <0
de donde sigue que {x;/i €I} pertenecea D (I, E). O

Sigue de la demostracion del teorema que, si ¥ €D (I, E), X esel
menor k>0 que satisface (5), y que

I£ DI < 1€ (YJ EZ () 9)

Corolario 1.— Una vamilia X = {x; /i €I} de E, es dominada si y sélo

si {(£(): JEZW} esunsubconjunto acotado de D (I, E), en cuyo caso
se tiene :

Il)’c‘ll=51}p 1% (DI

Demostracion.— Sigue directamente de (5) y (9). a
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Corolario 2.— Si A={N [i€EN €I ) y x={x; |i€E} €D, E)
entonces N *X={\,"x; /i €I} €D (I, E) y se tiene

I X< I - 1%
Demostracion.— De la desigualdad

L e 1 < . . . ;
~§J KN - X, 0 (D] (131613 A1) ié:J [xi, @ (N1,

1]
sigue directamente de (5) que

IV 2) DI< Gup IND 1% O
y ahora basta aplicar el Corolario 1. (]

Teorema 2.-- D (I, E) esun espacio de Banach.

Demostracion.— Sea X, = {x} | i €I} paracada n€ IN. Si {Xn} es
una sucesion de Cauchy en D (I, E), paracada € > 0, existe ng €EIN
tal que

y teniendo en cuenta (4) obtenemos
Ix! — x"1< € (n, m=ny)

para cada i €. Esto prueba que {x/'} es una sucesion de Cauchy en E,
para cada i €. Por tanto, existe x; €F tal que

x; = lim x} (Mi€D

n-o

Para probar que X = {x; /i €I} pertenece a D (I, E), utilizamos (10)
y la nota que sigue al teorema 1, obteniendo

TGl —xl, p@I<e sup { T 1", D] x" €U} (11
1l

i

para cada J € &(I) y cada ¢:J = E' (n,m=>ngy). Sitomamosen (11)
limite cuando m =0, conJ, ¢y n fijos, obtenemos

Z Kx!—x; (@I <e-sup {EJ Kx", o (iN]: x" € U"} (12)
1

ieJ

para cada n = ng. (12) prueba que {x;' — x; / i €I} pertenecea D (I, E)
¥y que
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I£, —xlI<e & 1= ng). O

Terminamos esta seccion probando que D, (I, E) es completo.

Teorema 3.— Dg (I, E) esun subespacio cerrado de D (I, E).

Demostracién.— Sea 3 € Dy (I, E). Entonces, para cada € > 0, existe
£ €Dy (I, E) tal que X — 5l < e/3. Por otra parte, X = liJn{ X (J) en

D (I, E), porlo que existe J, € & (I) tal que
IX - X DIl <e/3
paracada J € & (I) con J, €J. Para un talJ, se tiene

1P —FDI<IP KN+ IF L DI+ IX) =7 DI<
<X — ) DI+ 2¢/3

Por (9), se tiene que 1€ — ) (NI < e/3. Por tanto, sera 17 — ¥ (NI < €,
de donde sigue que ¥ €D, (I, E). O

3. EL DUAL TOPOLOGICO DE D, (I, E)
Proposicion 1.—

a) Si ¥={\ -x/i€I}, donde {N\; /i €I} pertenecea I"() y
x €E, entonces [XI= llx|l - sup IN;|.

b) Si {N/i€l}E€co (D) y {x;/i€I}ED (I, E), entonces {\ "x;/
i€I}€D, (U, E).

¢) La aplicacion o;: x €E = {8;; x [i €1}E€D (I, E) eslinealy
continua, para cada j € 1.

d) Lla aplicacion Il {x;/i€I} €D, E) - x; €F eslinealy
continua.

Demostracion. —
a) La aplicacién
S x'€E — (N, x/i€Itel” ()

es de rango unidimensional y es conocido que la norma absoluta-
mente sumante de S% coincide con la norma ordinaria.
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b) Si {x;/i€Il} €D (,FE), existe una medida positiva 4 que satisface
(3). Por otra parte, para cada € > 0 existe J, € & (I) tal que
INT<e si i €J,. Por tanto, para cada J € & (I) tal que J 2J,,
se tiene

sl i < " ' n
supJ [N xi, xD < e —[U” Kx", x> du (x™) (13)

=

para cada x' € E'. Ahora sigue ficilmente que {N; " x; /i €I}
pertenece a Dy (I, E).

¢) lo; ()= lxll, para cada x €E, por (a).
d) I (Ol = Ix;l < sup lx;I|l y ahora basta aplicar (4) para obtener
l

ITL; ()< 1. O

Teorema 1.— El dual topolégico de Dy (I, E) y (' [I, E'], €) son
isométricos.

Demostracion.— i) Sea X' = {x} /i €I} €I' [I,E'). Si {x;/ i€}
pertenece a Dy (I, E), puede aplicarse el Teorema 2.1 para obtener

Z e, xDI<IEN-sup { T [Kx", xPl: x" €U"}
J ieJ

i€
paracada J €& (D. Ahora sigue

T |G, xP I < IXN - € ({x7)) (14)

ieJ
Luego, si se define

f()?): Z <xi9 x1{>,
ierl

fresulta ser lineal y continua.
ii) Sea f: Dy (I, E) = K linealy continua. Paracada i €1, fo0; €
€E'. Si x;=fo0; setiene laigualdad

f@ == {x;,xd

para cada X = {x;/ i €I} que pertenece a P ([, E), y ésta puede extenderse
por continuidad a D (I, E). Por la continuidad de f, existe M >0 tal que

| GpxDI<M- Xl
ier
para cada X = {x;/i €I} que pertenece a D, (I, E). Ahora haciendo uso

del Corolario 2 y tomando A; de tal suerte que A; (x; xi>=I{x;, x/)| para
cada i €1, se obtiene
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0, XD <M - Ix| (15)
i€l

Para probar que {x/ /i €I} €1' [I,E'], tomemos x" € U"; como U
es 0 (E", E')-denso en U", para cada J € &(I), existe x € U tal que
Kx" —x, x1 <1/card (J) Mi€)) (16)

Definiendo X = {x; / i€} demodoque x;=x si i€J y x;=0 si i ¢]J,

X pertenece a Dy (I, E) y IXl= lxll. Asi que, usando (15)y (16), pode-
mos poner

" xS T Kx"—x, xpl+ EJ x, x| <
. -

ieJ ieJ

Sl+lIxl-M<1+M
de donde sigue que l
Z Kx", xp| <Aoo
i€l

iii) Sigue de (14) que

L=sup {|Z i, xPl: X/IRI<1}<e(x}

para cada {x; /i € I} € 1' [I, E']. Para probar que se tiene la igualdad,
tomamos xo € U” y probamos que

2 Kxo,xPI<L.
i€l

En efecto, para cada J € &(I) y cada € >0, existe x € U tal que
{xg —x, xp| < e€/Card (J) (MYi€J)

Definiendo X = {\; - x / i €I} donde \; se toma de modo que N; {x, x})=
=l x,x)| si i€J y \;=0 si i ¢J, obtenemos la siguiente acotacion

T xg, xP< Z Kxg—x, xpl+ Z Kx,xPI<
i€J i€J ieJ

<e+ 2T N,xp=e+| Z Nx, xpl<e+L
ies i€l

yaque [XI<1. Ahora es claro que

2 Kxg, xPI<L,
ieJ

para cada J € & (I), lo que implica que € ({x;}) <L. O
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4. APLICACIONES DOMINADAS
Sea T: E — F una aplicacion lineal. Si T transforma las sucesiones

acotadas de E en sucesiones dominadas de F, diremos que T es una aplica-
cion dominada.

Teorema 1.— Si I es un conjunto arbitrario de indicesy T: £ = F es
dominada, puede definirse una aplicacion

Ty {x; [ iENEI"WU,E) » {Tx; | iENED(,F)

lineal y continua.

Demostracién.— Denotemos por 9 la bola unidad cerrada de [* (I, E)
y supongamos que

sup {lim I7; X DIl £ €U = +o0

Entonces, para cada n € N, existe 53,, €9 tal que

l;m 07y [x, D> n

Ahora podemos encontrar J, € & (I) de manera que
177 (%, T)II>n (¥ nE€N) 17)

Si £, = {x;, /| i €I}, la familia numerable {x;, /n €N, i €J,} esacotada
y, por tanto, {Tx;, /| n €N, i €J,} esuna familia dominada de F, lo que
contradice (17). Entonces debe existir M >0 de manera que

li;n 1T, X (DII<M (¥ X €EU)
y se sigue del Corolario 2.1 que> T; (X)ED (I, F) para cada X perteneciente
a 94, asi como que
1T, OHI<M (VX EU)
quedando probado el teorema. O
En particular, sigue el Teorema 1 que toda aplicacion denominada es
continua.

En Pietsch (1980), p. 67) se define el dual de un ideal de operadores
en espacios de Banach por
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od? (E,F)={TEL(E,F)|'TEAF E"}
y se prueba que «#? es un ideal de operadores.

Teorema 2.— Sean E y F espacios de Banach e / un conjunto de indices
infinito. Son equivalentes las proposiciones siguientes:

i) TEI (E,F).
ii) T transforma las familias acotadas de E en familias dominadas de
de F'y la aplicacion

{x;[IENEI"U,E) > {Tx; [ iEN ED (U, F) (18)
es lineal y continua.
iii) T transforma las familias nulas de E en familias pertenecientes a
Dy (I, F) y la aplicacién
{x;/i€el€ce {I,LE} > {Tx;|i€l} €Dy (I, F) (19)

es lineal y continua.

Demostracién.— i) = ii). Si x = {x; | i €I} €1° (I, E), ponemos y=

={Tx; [ i €1}, y se tiene Sy = tr - S¢. Por tanto, S} es absolutamente
sumante y sigue que y €D (I, F). Por otro lado

IPI=p ) <p (D ISl =p (D) - IF.,
lo que prueba que la aplicacidon (18) es lineal y continua.

ii) = iii). Denotemos por 7 la restricciona ¢, {/, E} de la aplicacion
(18). Como T eslineal y continua, existe M >0 tal que

1T I<M- IS, V£ E€co {I,E}) (20)
Si X={x;/i€I}Ecy {I,E}, debemos probar que 7T (¥) pertenece
a Dy (I, F). Enefecto, paracada € >0, existe J, € g({) tal que lx;Il <
<esii¢€J,. Si J2J,, aplicando (20) a la familia X — X (J), obtenemos
17, &) — Ty EON<M IL - XD <M €
lo que prueba que T; (X) €D, (I, F).

iii) = i). De ser lineal y continua la aplicacion (19) sigue, aplicando el -
Teorema 3.1, que la aplicacion

{x; /iél}El‘ I, F'l - {(‘Tx}/i€l}€l' {I E'}

es lineal y continua. Por tanto, ‘T es absolutamente sumante. O



498 . CANDIDO PINEIRO GOMEZ

Corolario 1.— 1" (I, E)=D (I, E) siy sblo si E es finitodimensional.

Demostracion.— Si ™ (I, E)=D (I, E), laidentidad en E es una aplica-
cion dominada y, por tanto, la identidad en E' es absolutamente sumante.
Esto implica (Wong 1979) que E' es nuclear. g

Corolario 2.— co {I, E} =Dy (I, E) siy sblo si E es finitodimensional.

Demostracion.— Si ¢q {I, E} =Dy (I, E), (4)y el Teorema de la apli-
cacion abierta, implican que la identidad de ¢y {I, E} en Dy (I, E) es
continua. Por tanto, la identidad en E’ es absolutamente sumante.

El reciproco sigue de la inclusion co (I) ® E C Dy (I, E) que se obtie-
ne directamente de la Proposiciéon 3.1 (b). d

5. RELACION ENTRE FAMILIAS DOMINADAS Y
FAMILIAS PRENUCLEARES

En Wong (1979) se prueba que una aplicacién T € & (£, F) es absolu-

tamente sumante siy sblo si 't aplica las familias acotadas de F' en familias
prenucleares de E'. Una familia {x; /i €I} de E’ se llama prenuclear si exis-
te una medida positiva u sobre U’ tal que

D< ' ' 2
sup |$x, xp)| /U Ix, x| du (x7) (21)

para cada x € E. Es decir, {x;/i €I} es prenuclear si y solo si la apli-
cacion

x€E~ {{x,xp}E€I” ()

es absolutamente sumante. Se tiene la inclusion D (I, E") CP (I, E"), ya que
si {x;j/i€I}ED(,E"), laaplicacion

S:x"€E" - {X",xpli€I}EI”U)
es absolutamente sumante, y entonces lo es también S o Kg (Kg esla

aplicacion evaluacion de E en E”). El estudio de la inclusion contraria no es
tan facil; hemos obtenido el siguiente:

Teorema 1.— Si E es un espacio de Banach secuencialmente denso en
E" para la topologia o (E”, E"), entonces se tiene la igualdad
DU, EY=P(, E"

para cada conjunto de indices /.
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Demostracion.— Si {x; /| i €I} es prenuclear, existe una medida positi-
va u sobre U’ verificando (21). Para cada x" € E”, existe una sucesion {x,}
en E tal que

x"=0(E",E") — lim x, (22)
n=e
Por (21) podemos poner

{x,, x| < _L, [{xy, xD 1 dpe () (23)

para cada n € N ycada i €1. Ahora (22) permite aplicar el Teorema de la
convergencia dominada que asegura la p-integrabilidad de ¢ (x') = (x", x".
Tomando limite cuando n > en (23), obtenemos

Kx", X1 < fU e, x e () 24)

paracada x" €E" ycada i €1

Si M denota el subespacio vectorial de C (U") formado por las funcio-
nes p-integrables, en particular M contiene las funciones ¢ (x”) = {x”, x"»
x"€U" y x" €U", bolaunidad de E™), definimos

@)= [ eehame)  (Feem

v es una forma lineal sobre M, continua para la topologia inducida por
C (U"). Por el teorema de Hahn-Banach, v posee una extensiéon a C (U")
que denotamos por 7. Si v, es la medida valor absoluto de ¥, ¥y es una medi-

da positiva de Radon sobre U" para la que se tiene

j;jlll I(x”,qu}l dVo (xlll) > | LHI l(_x”,x"'>| dl;(x",)} —

- f 1", %' di (x")
U
que junto con (24) da

j;,m [Kx", x" dvg (x™) = Kx", x|

para cada x" € E” ycada i €1, de donde sigue que {x;/i €I} pertenece
a DU, E. O

E =cy es un espacio de Banach en las condiciones del Teorema 1. En
Rosenthal (1978) se pueden encontrar once condiciones equivalentes cada
una de ellas a la densidad secuencial de E en E" para la topologia o (E", E"),
si £ es un espacio de Banach separable.

En Pietsch (1966) se prueba que, si T: E — F es absolutamente

sumante, también lo es ‘'T: E" — F". No es cierto, sin embargo, que ‘T
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deba ser absolutamente sumante. Utilizando el mencionado resultado de
Pietsch, podemos establecer finalmente la siguiente caracterizacion dual de
las aplicaciones absolutamente sumantes en espacios de Banach.

Teorema 2.— Sean E y F espacios de Banachy T: E — F una aplica-
cion lineal y continua. Se verifican las siguientes afirmaciones:

(T) T es absolutamente sumante siy sdlosi 7T transforma sucesiones
acotadas de F' en sucesiones dominadas de E’.

(T') T es absolutamente sumante si y sélo si T transforma sucesiones
acotadas de F en sucesiones dominadas de F.

Demostracion.— Solo se necesita probar (7).

(=) Si T es absolutamente sumante, ‘’7 también lo es y sigue del

Teorema 4.2 que ‘T debe transformar sucesiones acotadas en
sucesiones dominadas.

(<) En este caso ‘T es una aplicacion dominada y sigue del Teorema

4.1 que 'T transforma familias acotadas de F' en familias domina-
das de E'. Teorema 2.2.2 de Wong (1979) prueba que T es absolu-
tamente sumante. O
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