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Abstract

The exponential regularization of sequences enabled Mandelborjt [2] to solve the problem of
the problem of the analiticity of a class of infinitely often differentiable functions proposed by
Carleman in 1926. By the same methods H. Cartan and Mandelbrojt [1] were able to gibe a complete
solution of the more general problem (also proposed by Carleman) of inclusion of a class of infinitely
often differentiable functions into another, and then the problem of equivalence of two classes on a
finite interval. In order to treat the same problem on the line or on a half-line it suffices the classic
convex regularization or some simple variant. We have announced in [3] a similar solution of the
problem of equivalence of classes of functions with asymptotic expansion for a subset of the complex
plane. This problem leads to a regularization of sequences that we shall study here. It provides also an
explanation of the occurence of the Mandelbrojt’s exponential regularization, which is a particu-
lar case.

Resumen

La regularizacion exponencial de sucesiones le permitié a Mandelbrojt [2] resolver el problema
de analiticidad de una clase de funciones indefinidamente derivables propuesto por Carleman en 1926.
Esta misma regularizacion exponencial les permitié a H. Cartan y a Mandelbrojt [1] dar una solucion
completa del problema mds general, también propuesto por Carleman, de inclusién de una clase de
funciones indefinidamente derivables en otra y como consecuencia la equivalencia de dos clases para
un intervalo finito. Para tratar el mismo problema sobre la recta o sobre una semi-recta es suficiente la
cldsica regularizacion convexa o de una sencilla variante. Nosotros hemos anunciado en [3] una solu-
cidén andloga del problema de equivalencia de clases de funciones con desarrollo asint6tico para un con-
junto del plano complejo. Este problema conduce a una regularizacion de sucesiones que vamos a
estudiar aqui y que explica la aparicién de la regularizacién exponencial de Mandelbrojt, contenida
como caso particular.

Definicion 1.— Dada una funcion f(r) no decreciente, concava y deri-
vable en el intervalo [1, +o0) y una sucesiébn (4,) de nimeros reales cons-
truimos la sucesion (uf) poniendo

s (r) =sup {nf(%)—un: n<r} (1.1)

[Este trabajo ha sido parcialmente subvencionado por la ayuda n® 0338/84 de la CAICYT.
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para r= 1y
#2‘=sup{nf(£)—S(r): r = n} (1.2)

para n € IN.

Esta sucesion (M) diremos que es la regularizada de (M,) median-
te ().

En particular, para f () = @ logr se puede construir la regularizada
(MF) através de la regularizada exponencial poniendo

M
B, =nlogn+ ;” (@>0), (1.3.1)
t
s()= s (1) =sup {nt —m,: n<e'} (1.3.2)
¥ =sup {nt —5 (¢): t=logn} (1.3.3)
y
uF=a (IF¥ —nlogn) (1.3.4)

En nuestras aplicaciones tomaremos f (r) = log ¢, (r) para la funcion
@, (r) definida en [4].

Otra regularizacidon que utilizaremos, cuando f () es una funcién no
decreciente, concava y derivable en el intervalo (0, +°°), es la definida por

s(r)=sup{nf(£)—nn: n €N} 1.1y
para r>0 y . '
uﬁ=sup{nf<§)—s(r): r> 0} 1.2

Como las propiedades de esta regularizacién son mds sencillas que la
definida anteriormente, con la novedad de que s (*) puede tomar valores
infinitos, nos limitaremos a estudiar aquélla.

Proposiciéon 2.— s (r) es una funcién no decreciente de r = 1.

Demostracion.— Resulta facilmente teniendo en cuenta que f(7) es no
decreciente.

Definicion 3.— Sean n=n (r) y # = (r) losenteros, no superiores
a r, determinados por

S(r)=nf(;:-)—un para n=n y n="n (3.1)
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’
s(r)>nf(;)—#,, para n<n y n>7. (3.2)

E{Iidentemente,
nESAE) (S (3.3)

Si n (r)=7 (r) designaremos este valor comn por 7 (7).

Proposicion 4.—

1. s@+0)=s@) paratodo r=1 y s (r — 0)<s (r) para todo
r>1, siendo s(r —0)<s @) siysoélosi n(r)=u(r)=r.

2. s (r) tiene derivada a la derecha s* (r) en todo punto r =1 y deri-
vada a la izquierda s (r) en un punto r>1 si s (r—0)=s(),
siendo

s (ry=st ).

Demostracion.— Sea n (ro) =7 (ro) <ro. Entonces por la continuidad
de f(r) existe un nimero 8 =38 (r¢) tal que

s(r)=nf(£)—#n
n
para n=n(ro) y Ir—rol <8 y
s(r)>nf(£)—ﬂn (n<r)

para n #n(re) y |r —rel <86. Por tanto,

n(ro —0)=n(ro)=n(ro +0) (4.1)
s'(r) =1 (%)
n
para n=n(ry).

Sea n (rg) =7 (ro) =ro. Entonces, como antes, existe un nimero &=
=8 (ro) >0 tal que

s(N=nf(=) = ty
n
para n=n(rg) y 0<r—ro <9, y
s(r)>nf(?)—un (n <7

para n #n(rq) y 0 <r—roy <9. Luego
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ne+0)=n(ry)

y  Fo
sT(ro)=1"( 7 )
para n=n (ry).
A la izquierda de r¢ pasan las cosas de manera muy distinta puesto que
siendo 77 (rg —€)Sro — € (e > 0) y ro entero, tendremos
Ao —0)Sn(ro)—1
y, por tanto,
s(ro —0)<s(rg).
En resumen, en este caso resulta

Ao —0)<n(ro)=n(ry +0) (4.3)

(o —0)<5(ro) y S+("o)=fl(r_:“) (4.4)
para n=n(ry).

Finalmente, sea n (ro) <7 (ro) < ro. Entonces, de igual forma que
antes, se puede encontrar un niamero 6 =96 (7o) > 0 de modo que

r
s(r)>nf(;) — M,
para |r—rol <& y todo entero n <r para el que se verifique
7o
S(ro)>nf(-n—) — Wy
Como por otra parte, si n' <n" y

r ! r ' n
g(r)=n”f(n7 —#n"—[nf(-n—,)—un'] (r=n"),
resulta
’ ’ r ! r
gm=f(5)-f(—)=20
n n
por ser f(r) una funcién cdncava, se deduce
g(r)(r—re)=0
si g(ro) =0 vy, por consiguiente,

n(rg—=0)=n(ry) <7 (ry —0) <
Sn(rg +0) <A (rg) =7 (ry +0) 4.5)
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SO=nT(S) e 6 SO)Y=n"F(— ) —
n n .

para n' =n (ry), n" =7 (ro) y |r — rol suficientemente pequefio, segin
sea ro —r=0 6 r —ro = 0. Por tanto,

’ r ! r
SE)=1C) Y ) =S () (4.6)
para n'=n(ro) y n" =1 (ro).
En el caso que f (r) no tenga trozos lineales se puede sustituir (4.5) por

n(ro —0)=n(re) <m(ro)=n(ro +0). (4.5

Por sencillez, de aqui en adelante, supondremos que f (¥) no tiene tro-
zos lineales.

Proposicion 5.— n (r) y 7 (r) son funciones no decrecientes de r 2 1,
la primera de ellas continua a la derecha en todo punto r=1 y la segunda
continua a la izquierda en cada punto r > 1 de continuidad de s (r).

Demostracion.— Basta tener en cuenta que, segin (4.1), (4.3) y (4.5),
se tiene

aAr-0)<ua@=n@F+0
y
n(r-0)<nr<n(+0)

_paratodo r=21 y que
n(r—-0)=n)

para todo punto » > 1 de continuidad de s (r).

Lema 6.— Si s (r) es continuaen I=[r',r") y
r !
8&n (r)=nf(;)—S(r) (r=n)

resulta que g, (r) es no creciente en Isi i (') =n y g, (r) es no decre-
cienteenlsi n (" — 0)<n.

Demostracion.— En efecto, si 7 (r') =n es
L F L ,
g N=f"(=)=sTM=f"(=)-f'(=5)<0
n n n

para n" =7m (r) y r €I puesto que f'(r) esnocrecientey n" =7 (r) =
=na@)=>n.
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Andlogamente, si n (r" — 0)<n resulta
LT _ LT ,F
& =" (=)-s®O=f"(=)-f"(—=)=0
n n n

para n'=n(r) (<n) y r' <r<r" y, por consiguiente, que &, () esno
decreciente en 1.

Proposicion 7.— Para cada entero positivo n <<1im 71 (r) existe un pun-

to r, =n que satisface oo
n(, —0)sn<rn,) (7.1)
Yy
r
un=nf(—n”—)—s(r,, ~0) (7.2.1)
para r, >n y
r
wi=nf (") =5 (rn) (7.2.2)
para r, =n,
Si n>1im 7 (r) se verifica
X
,
wi =1im [nf ( ;) —-s(]. (7.3)
¥V o0

Demostracion.— Siendo 7 (r) una funcidn no decreciente y continua a
la derecha, el conjunto
IF={r n(r)=n}

es un intervalo [r,, +o0) con n <r, < +oo, En este intervalo /* la funcion

2 (r)=nf(’r;> —s()

!
b

es no creciente por ser, segin el lema 6, no creciente en cada intervalo [r
") C I donde sea s () continuay ser

g = 0)=nf (5) =5 = 0) >nf(2) —s () =g, ()

en cada punto de discontinuidad de s (7).
Vamos a ver que este punto r, satisface las condiciones (7.1) y (7.2) si
r, #+ 4o 6lo queesigualsi n <1im 7 (r). En efecto, siendo

¥ > o0

nry<n<r
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para cada punto 7 perteneciente a /=[n,r,), s (*) esuna funcidon continua
en I. Entonces, por la definicion de 1, se deduce que

niy, —0)<n

si n<r, <+e vy, portanto, segin ellema 6 que g, () es no decreciente
en 1. De aqui resultan (7.1), (7.2.1) y (7.2.2) para n < 11m 7 (r) teniendo en
cuenta que para 7, =n es n(r, — 0)<r, =n,
Una pequefia modificacion del razonamiento precedente permite de-
mostrar también (7.3) para n > lim 7 (7).
¥ o0

Proposicion 8.— Los conjuntos de valores de las tres funciones n (r),
i N . 72 . ) . . . . .
7 (r) y'n(r) sonidénticos. Ademds este conjunto es infinito si

lim [f (r) — rf" ()] = +oo, (8.1)

Demostracién.— La primera afirmacion se sigue inmediatamente de
(4.1), (4.3) y (4.5)". Para probar la segunda supongamos que fuese dicho con-
junto finito, entonces seria

lim7zn()y=n<+4oo

¥ = o0

(S = by > mf (—) — b
n m

para m > n vy rsuficientemente grande: ¥ 2ry. Pero de aqui se llega a una
contradiccion puesto que por el teorema de los incrementos finitos se ve-
rifica

M =y Smf (=) = nf (5)=(m—m [F(Z) = = F'(5)]
m n x x x
paraun x=xF)EMm, m) y r=rq, y

r r ., r
Hm [f(=)— = f ()= +e0
¥ -0 X X X
por ser
7

r
lim — 21lim — =+oo,
Faoe X Fao0o M

Llamaremos sucesion de indices principales de la regularizaciéon de (K,)
por f(r) ala sucesiébn (ny) formada por losvalores de » () y supondre-
mos que dicha sucesién es infinita y creciente.

Proposicion 9.— Sea (ny) la sucesion de indices principales de la regu-
larizacion de (u,) por f(r), entonces se tiene:
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. para todo n y
para n=ny (k= 1,2,..).

2. u,,=u,,k+nf(rr'l’—)—nkf(%)

para ny <n<ng,, (k=1,2,..).

"n

r
3. Brgpy < My gy £ )—nkf(i)-

k+1
En todo esto, r, tiene el significado de la proposicién 7.
Demostracion.— 1. En efecto, siendo
r
S(r)>nf(;)—un

para r =2 n, tendremos

K =sup {nf(i)—s(r): r=2n}<u,.

9.1
9.2)

(9.3)

(9.4)

Por otra parte, si n = ng, por la definicién de ng existe un punto r = ng

que satisface n (r) =ng y, por tanto,

uz‘>nf(;—)—s(r) =ty

2. Como 7 (r') <n (r") para r' <r" y por la proposicién 7 existe un

punto r, =2 n tal que

nr, —0)Sn<7(ry,),
tendremos

ng =n(r, —0), Ng+1 =0 (1)

n < nk+ l < rn .
De esto resulta '

WE=nf () =5 (ry — 0) = by +nf (22) — mpf (22,
n n ng
3. Siendo

r r
5 (rp = 0)=ngf (75) = by <5 (r) =ngarf (=) — Mg, 1
Ny Nk+1

se deduce (9.4).
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Proposiciéon 10.— Con las notaciones de la proposicion 7, para todo
=1 existe un numero real c tal que, si

%

lm inf - >, (10.1)
n
se tiene
L
lim inf _n— =a. (10.2)
i

Demostracion.— En efecto, siendo

Flmys oy s

n n n

basta tomar ¢ =f (a).
Es ficil probar que para u, =an + b se tiene uf =an + b. Estose
puede completar asi:

Proposicion 11.— Si

0<liminfrf' (r) <limsup rf (r) <+oo (11.1)
para r =+ y
Hn =My — cn < ly (11.2)
de forma que
lfm inf 2% > —oo, (11.3)
se tiene "
uE —c'n <pF < pg (11.4)

para un cierto nimero real ¢'.

Demostracion.— En primer lugar en virtud de (11.1) podemos hallar un
=1 de modo que

flar —f@)>c

para r>1, y después d >c de forma que

flar) —f@r)<d
para r > 1.
Entonces tendremos

§(r)=sup {nf(£)+cn—u,,: n<r}<
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<sup {nf(gi)— Mn: n<ar}=s(ar) <kr
n

para todo = 1 vy k suficientemente grande, puesto que por (11.3) existe

un k, = 0 tal que
My = —kyn

y, por tanto, s (ar) < kr para todo r= 1 y un cierto nimero k= 0.
Por consiguiente,

iy =sup {nf (7)) =3 () r>n) >
2 sup {nf(;:-)—s(ar): r=n} =

ar

= —dn + sup {nf(7)—s(ar): r=zn} =2 —c'n+ uF
para ¢’ >=d suficientemente grande porque

ar
sup {nf(-n—)—s(ar): r<n<ar}<
<nf(a)—s(1)+kn—s(an) <
' ar
<kn-—s(1)+sup {nf(';l—)—s(ar): r=n}

y, por tanto, se puede tomar
c'=d+k+|s(1).

Finalmente, es obvio que

m < ui.

Observacion 12.— El estudio de la regularizacion definida por (1.1)" y
(1.2)' se puede efectuar teniendo en cuenta que, para
r
s, (N =sup {nf(=)—m,: r=an} (@>0), (12.1)
n

resulta
s (r)=1im s, (r). (12.2)
a-0
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