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Abstract

The object of this paper is to give sufficients conditions for a Radon measure of type ) to
be o-finite.

En este trabajo nos proponemos dar condiciones suficientes para que
una medida de Radon de tipo (¥) sea o-finita. El interés de esta cuestion,
radica en que muchas de las propiedades vdlidas para medldas finitas, siguen
siendo ciertas en el caso g-finito.

A lo largo de todo el trabajo, E sera un espacio topologico (no necesa-
riamente separado), y (¥() serd una clase de cerrados de E, que por comodi-
dad, supondremos estable para las uniones finitas (esto Giltimo no supone en
realidad ninguna restriccién). § representara la o-dlgebra de Borel de F, y una
medida p sobre 8, diremos que es una medida de Radon de tipo (¥(), cuando
cumpla las condiciones que se dan en la definicion 68 de [5].

Todas las notaciones y propiedades de las medidas de Radon de tipo
(¥0) no especificadas en este trabajo, se pueden encontrar en [5].

Por el teorema 80 de [5],si u €M (E, ) (donde M (E, H) representa
el conjunto de todas las medidas de Radon de tipo (¥() sobre E), u es local-
mente o-finita si y s6lo si admite un concassage, es decir, existe una familia
localmente contable (F;);es, formada por conjuntos cerrados disjuntos, y
tales que

O<uF)<+4eo ¥Wi€el
w(E - U F)=0
i€l
siendo ademas
Sop up;=F; Vi€l
Representaremos por M la o-dlgebra de los conjuntos M contenidos en

E, que son u' —medibles, y por el teorema 73 de [5] se sabe que M con-
tiene a (.
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Usaremos repetidamente las siguientes propiedades que no demostra-
remos por considerar que son conocidas:

Sea u una medida de Radon de tipo (¥() sobre E localmente 0-finita, y
sea (Fj)ier un concassage de p.. Entonces:

0.1. Si M€ Mes tal que w (M) < +oo, existe I, C I contable y
tal que

wMNF)=0 Vi€l

wM=2Z pMNFE)=Z wMNEF)
iel, iel

0.2. M es o-finita, si y solo si, [ es contable.

03.Si SCE, entonces S estd en M si ysolosi SNF;EMYViE]

1. Definicidon.— Diremos que u € M (£, ¥0) es regular, si
LB)=Inf {u(G): @2GDOB} VBERP

donde @ representa la clase de los conjuntos abiertos de E.
Diremos que u €M (E, ) es fuertemente regular, si

wM)y=Inf {u(G): G2GDOM} VYMeM
Obsérvese que la definicién de medida regular que hemos dado equivale
a que M sea simultdneamente medida de Radon de tipo (#), y medida de
Radon estricta de tipo (). Este Gltimo concepto se puede encontrar defi-
nido en [4].

2. Definiciéon.— Diremos que 4 € M (E, 3) es difusa, si para cada
x EFE

w({xh=0
En consecuencia, si p es difusa, {x} €M para todo x de E.

3. Lema.— Sea u €M (E, i) localmente o-finita, y fuertemente regu-
lar. Sea (Fi)ie1 un concassage de W entonces, el conjunto

Iy={(€l AS;iCF; con SiF¢ y w(S)H=0}
es contable.

Demostracion.— Para cada i € I, consideremos S; satisfaciendo las
condiciones del enunciado. Sea
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S= U Si

iely

Por 0.3, se tiene que S € M y por0.1,es p (S)=0.
Supongamos que [, no es contable. Sea G un abierto de E que contiene
aS.Paracada i €1,

GNF;, D8+ ¢,
y por ser
Sop ug, =F; Yi€el,
resulta

p(GNF)>0 Yiel,.

De ser Iy no contable, y de 0.1, se deduce por tanto que
M (G) = +oo,

Por consiguiente, de ser p fuertemente regular, podemos deducir que
b S) =+

y estamos en contradiccién.

4. Teorema.— Sea u € M (E, 30) localmente o-finita y fuertemente
regular. Sea (F;);e; un concassage de u. Entonces, si para cada i de I, existe
S; CF; tal que w (S;)=0, ues o-finita.

Demostraciéon.— Naturalmente, extamos suponiendo los S; no vacios.
Si I, es el del lema anterior, resulta de la hipdtesis del teorema que =1,
y por tanto I es contable. Por 0.2, i es o-finita.

5. Corolario.— Sea u € M (E, ) localmente o-finita, fuertemente
regular, y difusa. Entonces u es o-finita.

Demostracion.— Resulta inmediatamente del teorema anterior.

6. Corolario.— Sea pu €M (E, 30) localmente o-finita, fuertemente regu-

lar, y no atémica. Si E satisface el axioma de separacion Ty, entonces i es
" ofinita.
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Demostracion.— Cada {x} C E esun conjunto de Borel de E. de ser u
no atémica, se deduce que u ({x})=0, y por tanto u es difusa.

7. Corolario.— Sea u € M (E, ¥0) localmente o-finita, fuertemente regu-
lar, y no atémica. Si cada H € ¥ es compacto, entonces . es o-finita.

Demostracion.— Sea (Fj)ie; un concassage de u. Para cada | € 1
se tiene

K (Fi)>0
y por ser 4 no atémica, existirda B; €B con B; C F; y tal que.

M (Fy)
2

0<wm(B)<

de ser
u(B)=Sup {u (H): BDHE X}
se deduce que existe H; C B; de ¥ y tal que

K (Fp)
2

O<uw(H)<
Notese por H} el H; anterior. Mediante un razonamiento similar, se puede
probar que existe una familia H? contenida en ¥ y tal que

H} CH! ¥“i€l
y ademds

1 0
u(H) <11(H,)
2 4

0<u(HP)<

donde HY =F; para i €.
Procediendo por induccidén, se obtiene una sucesidon decreciente
(H")nen que depende de i, y tal que cada H,-" eH y

K (Fy)

Sea

Si= N H “i€l

Evidentemente, S; es no vacio cualquiera que sea i €I, ya que es inter-
seccion de una familia de compactos que por ser decreciente, verifica la
propiedad de la interseccion finita. Ademds, es claro que

u(SH=0 Vi€l
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Del teorema 4 resulta que ¢ es o-finita.
Hasta ahora hemos estudiado condiciones que garanticen que una me-
dida de Radon de tipo (#() fuertemente regular sea o-finita. El problema

inverso, es decir, encontrar condiciones que impliquen que una medida
o-finita es fuertemente regular, queda resuelto en la siguiente proposicidon.

8. Proposicion.— Sea u € M (E, ) o-finita. Los siguientes apartados
son equivalentes:

8.1. u es moderada (es decir, existe una sucesion de abiertos de E,
(Gy)new tales que

y cada G, tiene medida i finita).
8.2. ues fuertemente regular.
Demostracion.— Supongamos que i es moderada, y sea (G,),eny una

sucesion de abiertos E satisfaciendo las condiciones de 8.1. Sea M € M.
Probaremos la igualdad

@ (M)=1Inf {4 (G): @3> G DM} (8.1)

G, -MeEM ¥neN

y en consecuencia
uw (G, —M)=Sup {u(H): X3HCG, —M}
Por tanto, dado € >0, existe HEH con HC G, - M y
w(G, —-M)ys<u(H) + ¢
Deser G, —-HDOG, "My G, —HEG, yde
(G, —H)=p(G,) —uH)=w (G, "M) +u (G, —M)—pH)<

Su(G, N"M)+ e

se obtiene haciendo € tender a cero
w(G, "M)y=1Inf {u(G): §3G, G,O0GDG, NM}

Luego para cada € >0 y cada n €N existe G, € con G, DG, D
DG, NM y tal que
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€

B (G Sp (G N M) + o

Se tieneque G'E€Q vy

G'> U (G, NM=(0 G))NM=ENM=M
n=1 n=1

M(G’)<#(n§1 G <
<w ( (}1 Gy — (n§1 (Gn N M) + u-<n§1 (Gp N M) <

< (U (Gy = Gy NI +p (M) <

1

- o €
S Z wGr =G NMY+u < T -5

7 T w M) < e+ p (M)
n=1 n=1 2
Haciendo € tender a cero, se tiene (8.1).
La implicacién en sentido contrario es inmediata.

BIBLIOGRAFIA

{11 GARDNER Y PFEFFER.: Are diffused regular Radon measures o-finites? J. London Math.
Soc. (2) 20 (1979) 485494.

[21] RODRIGUEZ-SALINAS, B.: Teoria de la medida sobre los espacios topolégicos no local-
mente compactos. Rev. Mat. Hisp. Amer. 33 (1973) 257-274.

13] Y JIMENEZ GUERRA, P.: Strictly localizable measures. Nagoya J. Math. 85 (1982)
81-86.

[4] ———: Teorema de Fubini en espacios topologicos arbitrarios. R. Acad. Ci. Madrid 76 (1982).

IS] ——: Medidas de Radon de tipo ) en espacios topoldgicos arbitrarios. Memorias de la

R. Acad. Ci. Madrid (1979).
161 SCHWARTZ, L.: Radon measures on arbitrary topological spaces and cylindrical measures.
Oxford University Press (1973).



