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Abstract

In this note we prove that if X is a P-space and £ §isa Baire-hyperplane space, then C (X, E)
[Z;] is Baire-hyperplane. ‘

Sea X un espacio topologico completamente regulary £ [% ] un espa-
cio localmente convexo. C (X, E) es el espacio de las funciones continuas de
X en E [%]. Denotamos por & una topologia localmente convexa sobre E
mas fina que % y por &; la topologia sobre C (X, E) de la convergencia
puntual asociada a &. C; (X) es el espacio de las funciones escalares conti-
nuas sobre X con la topologia de la convergencia puntual. Se dice que un
espacio completamente regular es P-espacio si en él toda interseccion nume-
rable de abiertos es abierta; en un P-espacio toda parte numerable es discreta
y C (X)-sumergida, y los compactos son finitos ([1], p. 62). En [3] M. Valdi-
via define los espacios hiperplano-Baire como aquellos espacios localmente
convexos que no son unién numerable de hiperplanos cerrados.

Proposicion.— Si X es P-espacio, Cs (X) es hiperplano-Baire.

Demostracién.— Para probar que C; (X) es hiperplano-Baire basta ver
que para toda sucesion (u,, n € IN) de elementos no nulos del dual de
C; (X) existe un elemento f &€ C (X) tal que u,f # 0 paratodo n € IN.
Representaremos los elementos u, de Cs (X)' mediante

My (f)=er cnxf (%)

Sop ki

donde sop u, es un subconjunto finito de X y ¢ son escalares no nulos.
El conjunto

A= U sop
n€IN

es numerable a lo mas. Numeramos sus elementos 4 = {x;, i€EICN} y
escribimos
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My (f)=i€21n cm'f(xi)
donde I, ={i €I: x; €sop Mn} = {i}, iy, ..., ip} ¥ Cni =Cnx;. Sea

tn =0, G s G R0, ) EGC I
y H, el hiperplano ortogonal a [u,]. Como /? es un espacio de Hilbert, es de
Baire, luego existe

z€R~ U H,,

n=1
es decir que

up-2)= Z cnzi#F0 para todo n € IN.
i€lp

Por hipétesis X es P-espacio luego A es discreto y C (X)-sumergido. Consi-
deremos pues f &€ C(X) tal que f(x;)=Z;; ahora

Mnf=(up ~2)#0
para todo n €N luego C; (X) es hiperplano-Baire.

El reciproco no es cierto pues si X es un compacto infinito, no es
P-cspacio y C (X) esun espacio de Banach luego hiperplano-Baire y C; (X)
también lo es pues la propicdad de hiperplano-Baire se conserva al tomar
topologias localmente convexas menos finas.

Teorema. —

a) Si C (X, E) [&] es hiperplano-Baire, C; (X) y E [§] son hiper-
plano-Baire.

b) Si X es P-espacioy E [] es hiperplano-Baire, C (X, E) [&;] es
hiperplano-Baire.

Demostracion. —

a) Cs(X) y E [&] son imagen continua del espacio hiperplano-Baire
C (X, E) [ 8] luego son hiperplano-Baire.

b) Sea (Il,, n € IN) una sucesién de elementos no nulos del dual de
C(X, E) [9]. Representamos II,, mediante

,¢= z <¢ (x), eln,,x >

x Esop Il

para toda ¢ € C (X, E) donde para cada n, sop II, esun subconjunto fini-
tode Xy e’nnx, x € sop II,;, son formas lineales continuas no nulas sobre

E[&] (ver [2], p. 123). El conjunto
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A= U sopll,
n€N

es numerable a lo mas. Numeramos como antes sus elementos A4 = {x;
i €1 C N}, llamamos I, = {i €I x; €sop II,} = {iy, iy, ..., ip} y es
cribimos

M= Z <¢(xp), ehm'>

i€l
donde ef,; es ef,;. Sea

_ A1) ,i2) ip)
u, =@, ..., eﬂm‘, ) eens enm.z, enm,p, 0,..)

u, es un elemento de la suma directa de I copias del dual de £ [§], que es

el dual de un producto de I copias de E, (£ [3])1. En ([3], p. 284) se prue-
ba que el producto de una cantidad arbitraria de espacios hiperplano-Baire
es un espacio hiperplano-Baire, por tanto existe un elemento

z=(z) €(E[9)
tal que
<z,u, >%*0

para todo n. Por ser A discreto podemos determinar un entorno cerrado V;
de x; que no contenga a ningun x;, con j #i, paracada i €L

W,'=.n X"’Vj
JFi

es un entorno abierto de x; por ser X un P-espacio y es disjunto con V; para
todo j#i. Paracada i €1, sea U; un entorno abierto de x; tal que

U CW;iNV,.

Los U; asi construidos son disjuntos dos a dos. Sea f; € C (X) una funcién
continua escalar tal que

fikx) =1 y fi(X ~Up= {0}

La funciéon
=2 [;®z;
¢ iEIf’ !

estd bien definida y es continua en X. En efecto, si x estd en algin W; enton-
ces ¢ =f; ® z; en un entorno de x (el W;) luego es continua en x. Si x per-
tenece a



222 JOSE L. HUESO - JOAQUIN MOTOS

N (X ~0y,

iel

que es un G luego abierto, ¢ =0 en un entorno de x, luego también es
continua en x. Como

M¢= £ <¢(x), en, >= = <z, en, >#0
i€ly

z
i€l,
se concluye que C (X, E) [ ;] es hiperplano-Baire.

Elreciproco de (a) se verifica en ciertos casos, por ejemplo, si X es local-
mente compacto numerable en el infinito y £ es un producto de espacios de
Fréchet, entonces C (X, E) es isomorfo topologicamente a un producto de
espacios de Fréchet, que es de Baire, luego hiperplano-Baire, y con la
topologia menos fina C (X, E) [ ;] también es hiperplano-Baire.
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