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Abstract 

In this article we give conditions under which C (X, E) (Jĵ l̂ is ^^^-(locally) sequentially 
barrelled, being SB a certain class of bounded sets in that space; we also obtain the %^-(locally) 
sequentially barrelled topology asociated to Sfs and SB. 

Sea E un espacio localmente convexo y E' su dual topológico. Si M es 
un subconjunto absolutamente convexo acotado de E, se denota por EM 
la envoltura lineal de M en £" con la norma del calibrador de M, Se dice que 
una sucesión {Xn, n G N) de E es localmente Cauchy (localmente conver­
gente) en E si existe un absolutamente convexo acotado M tal,que {Xn, 
n G N) es de Cauchy (convergente) en EM . Un espacio localmente convexo 
es localmente completo si toda sucesión localmente Cauchy es convergente. 

Sea Se una familia de acotados de E que cubre E (condición que supon­
dremos cumplen todas las familias de acotados consideradas en lo sucesivo). 
Llamamos %gi a la topología sobre E' de la convergencia uniforme sobre los 
miembros de <#. La topología %s así definida está intercalada entre las to­
pologías débil o{E\E) y fuerte HE\E) de£". 

Se dice que un espacio localmente convexo E es o-{localmente) sucesio-
nalmente tonelada si toda sucesión débilmente (localmente) convergente a 
cero en E' es equicontinua en E. E es ^-{localmente) sucesionalmente tonela­
da si toda sucesión fuertemente (localmente) convergente a cero en E' es 
equicontinua en £ ([6] y [7]). Se dice que E es %^'{locálmente) sucesional­
mente tonelada si toda sucesión ^-(localmente) convergente a cero en E' 
es equicontinua en E (ver [3] y [4]). 

Todo espacio a-(localmente) sucesionalmente tonelado es ^^-(local-
mente) sucesionalmente tonelado, para cualquier familia Sé de acotados 
del espacio, y todo espacio %^ -(localmente) sucesionalmente tonelado es 
i8-(localmente) sucesionalmente tonelado. Para espacios de Mackey coinci­
den la %^ -sucesional tonelación y la ^ - l o c a l sucesional tonelación, por 
el Teorema 1 de [3]. 

Admitimos el siguiente resultado de carácter elemental. 
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Lema 1.— Sean F y G dos espacios localmente convexos, MF y SBG fa­
milias de acotados de F y de G respectivamente y f: F^ G una aplicación 
lineal tal qxxQ fiSr)^ Mo . 

a) Si / es débilmente continua, entonces / e s ( %SG > ^<^F) continua. 

b) Si / es un homomorfismo topológicp de F sobre G y F es %SF'Q^~ 

cálmente) sucesionalmente tonelado, entonces G es '^^(^-(local-
mente) sucesionalmente tonelado. 

Sea X un espacio topológico completamente regular. Se denota por 
Cs (X) el espacio de las funciones continuas escalares sobre X con la topolo­
gía de la convergencia puntual. Si E [%] es un espacio localmente convexo, 
C (X, E) denota el espacio de las funciones continuas de JST en F [ ^ ] . En 
adelante Ê representará una topología localmente convexa sobre E más fina 
que % y ils \?i topología sobre C {X, E) de la convergencia puntual asocia­
da a iJ .El dual de C {X, E) [ ils] admite la siguiente representación ([5], 
p.l23): si n es una forma lineal continua sobre C {X, E) { ils], existe un 
subconjunto finito ^ de X y para cada x át A una forma lineal no nula 
e'ux continua en F [í> ], tales que para cada 0 G C (X, F). 

n 0 = 2 {<t>{x),eux) 
X E.A 

Esta representación es única y el conjunto A se llama el soporte de H. 
Si X ^ sop n pondremos e'ux = 0 . Si iW es un subconjunto del dual de 
C (Z, F) [ ifs] el soporte de M es por definición: 

sopM = U {sopn, HEM} 

Las siguientes propiedades ([5], pp. 125-127) serán útiles en lo sucesivo. 

(A): Un subconjunto M del dual de C(X, E) [3^] es equicontinuo si y 
sólo si sop M es finito y para cada x G sop M el conjunto M^ = 
= {e^^,IlE:M} es equicontinuo en F [á>]. 

(B): Un subconjunto M del dual de C(X, E)[if^] es fuertemente aco­
tado si y sólo si sop M es finito y para cada x G sop M el conjun­
to M^ es fuertemente acotado en F [$]. 

(C) : El soporte de un conjunto débilmente acotado del dual de C (X, 
E)[éj es acotado enX. 

Omitimos la demostración del siguiente lema por ser de carácter rutina­
rio. El concepto de familia saturada de acotados es el de [2], p. 255. 

Lema 2 . - Sea S una familia de acotados de C (X, F) [ Q)S] cum­
pliendo: 

(1) Si B e s , xEX y feC{X) entonces 
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f® B(x)={f(^ <t>ix),(t>eB} eS 

(2) Si BeS , e'e(E[^]y y eeE entonces 

(e¿5)® e = { ( e ¿ 0 ) ® e, (¡)eB}eS 

Entonces S = {B (x), x e X, B e M} y S= {e'oB, e E 
E {E {%])', Be M] son familias de acotados en £" [ D̂  ] y G (X) 

respectivamente. Si S es además saturada, S y S también 
lo son. 

Las condiciones (1) y (2) se satisfacen en los casos ordinarios por lo que 
supondremos que todas las familias de acotados de los espacios de funciones 
continuas que consideraremos las cumplen. 

Proposición 1.— Sea ¿è una familia de acotados en C (X, E) [ Q)S\. 

a) C {X, E) { §/s\ es ^^-(localmente) sucesionalmente tonelado si y 
sólo si 

(i) E[Sf] es '^J-(localmente) sucesionalmente tonelado, y 
(ii) para toda sucesión (n„ , n E N) f\^-(localmente) convergente 

a cero en {C{X,E)[ Sls])\ s o p { n „ , ^ E l N } es finito. 

b) La condición (ii) implica que G {X) sea ^¿-(localmente) sucesio­
nalmente tonelado. 

Z)emo5ír¿2ctón.—a) Supongamos que C{X,E){&s] es '^^-(localmen-
te) sucesionalmente tonelado. La aplicación 

Tx: C{X,E)[ Ss\ -^ £ [ ! > ] : 0 ^ 0(x) 

siendo x un elemento fijo de X, es un homomorfismo topológico tal que 

Tx iSB) E S . Aplicando el Lema 1 (b) se tiene que E [$] es ^^-(local-
mente) sucesionalmente tonelado. Como C (X, E)[Q1^S] es '^^-(localmen-
te) sucesionalmente tonelado, la sucesión (Un, /7 E N) es equicontinua, 
luego el soporte de {n„, w EIN} es finito por el resultado (A). 

Supongamos ahora que se cumplen las condiciones (i) y (ii). Sea 
(n„ , n EIN) una sucesión ^^-(localmente) convergente a cero en (C {X,E) 
[ Q^s])'- Veamos que es equicontinua. Por hipótesis el soporte es finito, por 
lo que basta probar que para cada x E sop {Tin, ^ E N} el conjunto {en^x, 

n E N} es equicontinuo en E {$]. Fijo x, tomamos fx eC{X) talque 
fx {x) = \ y fx {y) = O para todo y Esop {n„, n EIN}, y ^x. La apli­
cación 

Ux:E[$] -> CiX,E)[Ss]:e ^ fx <^ e 

es continua y Ux {(^) ^S , luego por el Lema \{a), Ux es ( %^, %sy 
continua y la sucesión (eu^^x, n E Ñ) = (̂ t/̂  (H^), /t EIN) es '^^-(local-
mente) convergente a cero en (E [3 ])' y por hipótesis equicontinua. 
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b) La hipótesis (ii) implica que Q {X) sea '^¿-(localmente) sucesio-
nalmente tonelado pues si (/x̂  , w E N) es una sucesión ^¿-(localmente) 
convergente a cero en Cs {X)' y e' E. {E [%])', e' ^^ 0, QS fácil ver que la 
sucesión (11^, n E IN) siendo Iln<t>^l^n (^o0) es ^¿-(localmente) conver­
gente a cero en (C (X, E) [ i>s])'. Por (ii), sop {M«, n E IN} = sop {n„, 
n E IN} es finito. Así pues, se verifica la condición (ii) en el caso de <^ y 
Cs (X). Para C? (X) la condición (i) es obvia, luego de la primera parte de la 
Proposición se obtiene la conclusión. 

En ciertos casos se verifica el recíproco de la segunda parte de la Pro­
posición 1 : 

Proposición 2.— Sea S una familia de acotados de C (X,E) [ 3s] tal 
que %^ es compatible con la dualidad <C (X,£) [ es], iC(X,E) [ l^s])'). 
Si Cs (X) es ^¿-(localmente) sucesionalmente tonelado, entonces se veri­
fica la condición (ii) de la Proposición 1. 

Demostración,— Sea (II^, n E IN) una sucesión '^-(localmente) con­
vergente a cero en (C (X, E) [ Ss])'- El conjunto (Un, n E IN) es acotado 
para una topología compatible ^ , luego débilmente acotado. Por la pro­
piedad (C) su soporte es acotado en X. Será finito si probamos que Cs (X) 
cs tonelado [1 ]. Como %s es compatible con la dualidad, M consta de con­
juntos cuya envoltura absolutamente convexa es débilmente relativamente 

compacta, luego M consta de conjuntos del mismo tipo, por la continuidad 
de la de las aplicaciones Te': C (X, E) [es] "^ G (X): 0 -^ ^Ó0, 
e' E (E [%'])'. Por tanto, ^ ¿ es compatible con la dualidad. Por el Teore­
ma 1 de [3] y por hipótesis Cs (X) es dual localmente completo. Como el 
espacio Cs (X) siempre es casitonelado (ver [1 ]), entonces es tonelado. 

Corolario. — 
a) Sea <M una familia de acotados de C {X, E) { Ss] tal que %^ es 

compatible con el par dual. Son equivalentes: 
(i) C {X, E){Q)S] es '^^-(localmente) sucesionalmente tonelado y 
(ii) E [Q)] es ^J-(localmente) sucesionalmente tonelado y Cs (X) 

es '^¿-(localmente) sucesionalmente tonelado. 
b) C (X, E) [ e)s] es a-(localmente) sucesionalmente tonelado si y sólo 

si £[D^] y CsiX) lo son. 

Estudiaremos ahora la topología '^-(localmente) sucesionalmente to­
nelada asociada a un espacio localmente convexo y a una familia de acotados 
y su aplicación a los espacios de funciones continuas. 

En primer lugar damos una demostración de un resultado de [3] necesa­
rio para la consideración de la topología asociada. 

Lema 3.— Sea E [%] un espacio localmente convexo límite inductivo 
de la familia {(£'̂ ., Ui), i E 1} y supongamos que E es la envoltura lineal de 
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U Ui (Ei). Sea Si una familia saturada de acotados de £"/, / E / y sea c^ la 
/ e / 
familia saturada generada por {uf (Bf), i El, Bi E Si), Si para todo / E / , 
Ei es ^^.-(localmente) sucesionalmente tonelado, entonces £ es ^- ( local -

mente) sucecionalmente tonelado. 

Demostración,— Ui (Bi) es '^-acotado pues Ui es continua por defini­
ción de topología límite inductivo. S cubre E por ser saturada y cubrir Mi 
a Ei, Veamos que si (cn, nE N) es ^-(localmente) convergente a cero en 
(E [%])', es equicontinua en^*. Por la caracterización de la continuidad bas­
ta ver que para cada / E / , {e'n^Ui, « E IN) = (̂ w/ {e'n), « E IN) es equiconti­
nua. Por el Lema \{a) ^Ui es ( %^^, ^^.)-continua, luego la sucesión ima­
gen es %^.-(localmente) convergente a cero y por hipótesis equiconti­
nua en^/ . 

Sea E [%] un espacio localmente convexo y M una familia saturada de 
acotados de £* [ ^ ]. Si ^ ' es una topología localmente convexa sobre E más 
fina que % denotamos por S' la familia saturada de los acotados de E [ %''] 
que están en M. Usaremos esta notación con otros caracteres en lugar de '. 
Si %^ es la topología localmente convexa más fina sobre E, E {%^] es tone-
lado y en particular '^^*-(localmente) sucesionalmente tonelado (en este 
caso a-(localmente) sucesionalmente tonelado. Entonces la familia &, de las 
topologías localmente convexas %' sobre E más finas que % y tales que 
E {%'] es ^'^'-(localmente) sucesionalmente tonelado no es vacía. El lími­
te inductivo 

E[%J= lim E[%'] 

es un espacio ^^ -(localmente) sucesionalmente tonelado y %g es menos 

fina que cualquier topología de ê. En efecto, por el Lema 3, £ ['^g ] es %'^-
(localmente) sucesionalmente tonelado siendo á$ la familia saturada engen­
drada por U S', Todo B'EM' está en ^ y es ^'-acotado, luego %.-

acotado, pues %s^<Z %', por tanto está en ĉ &. Entonces §)CSg^ y en par­
ticular £" [ T& ] es '^^^-(localmente) sucesionalmente tonelado. Llamare­
mos a ^g la topología ^^-(localmente) sucesionalmente tonelada asociada 
a E [^] y a la familia M, 

Si S es una familia saturada de acotados de C (X, E)[ S^] denotamos 
por Sss. 1̂  topología '^-(localmente) sucesionalmente tonelada asociada a 
C (Z, £•) [ Í>J y a (#, y por S^ la famüia de los D^^^-acotados de S. Sea 
ilg la topología ^-( localmente) sucesionalmente tonelada asociada a 

E [S] y a la familia de acotados M. B^^ es la topología sobre C (X, E) de 
la convergencia puntual asociada a áJ'g y Sè^ es la familia de los í^s^-acota-
dos de Sé. Con estas notaciones tenemos: 
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Proposición 3.— Si toda sucesión ^s-(localmente) convergente a cero 
en (C (JST, E) [ S^s])' tiene soporte finito, entonces la topología '^-(local-
mente) sucesionalmente tonelada asociada a C {X, E)[ Ss] y a c^ es Ss^ — 
= Ê^s 1̂  topología de la convergencia puntual asociada a l̂ s-

Demostración.— Veamos que if^^ ^s más fina que Sss, • Sl^s ^s una to 
pología sobre C (Z, E) más fina que D̂ .̂ Basta ver que C (X;E) [ D'gs] es 
^^&-(localmente) sucesionalmente tonelado. Por hipótesis se tiene la con­
dición (ii) de la Proposición 1. Falta probar que \Ê' [ Q)^] es "^(^s)-^-(local-
mente) sucesionalmente tonelado. E [ Sg ] es ^^ -(localmente) sucesional-

/\ * 
mente tonelado por definición de Sg Y ̂ s. ^ i^^)^ pues los elementos 
d e ^ g son |)g-acotados de la forma B (x) con B E(0 y x EX que se 
pueden poner como (1 ® 5 (x)) (x) donde 1 O 5 (JC) está en S por (1) y 
es <fg5-acotado, luego \ (^ B (x) E M^ y B (x) E (S^)"^, luego se tiene lo 
que queríamos. Para la inclusión contraria probaremos que la identidad de 
C (X, E) [ e)sg ] en C (X, E) [ l̂ g ]̂ es continua. Por definición de S^^ bas­
ta ver que las aplicaciones Tx: C (Z, £ ) [ l>,g ] - > £ " [ |/g ] : <í> -> 0 (x) 
son continuas para todo x E X. Sea Sx la topología localmente convexa 
más fina sobre E que hace continua la apHcación Tx : C {X, E) [ Sss.]-^ E. 
E [ Sx] es %'^^-(localmente) sucesionalmente tonalado pues Tx (S^) C 
C Tx iS) C J , por ser S,^ D S,, y Tx (B) es l^;,-acotado ú B E S^ 

por la continuidad de Tx, luego está en^ j c - Por el Lema 1 (6), E [ Sx] es 
'^J^-(localmente) sucesionalmente tonelado. Además, Sx es más fina que 

S , luego por definición Sx ~^S^ . El ínfimo S^^ de las topologías Sx, 
X EX es una topología más fina que S^ y Tx\ C{X, E) [ Ss^ ]-^ E [ SQ] 
es continua para todo x EX, en particular también lo es en E [ S^ ]. 

Corolario L— Si S^ es la topología ]3-(localmente) sucesionalmente to­
nelada asociada a E [S], entonces la topología j3-(localmente) sucesional­
mente tonelada asociada a C (X, E) [ Ss] es Ss^s-

Demostración.— Como M es la familia de todos los S s acotados, M^ 
es la familia de los S^^ acotados y una sucesión '^fi-(localmente) conver­
gente a cero es fuertemente acotada, luego su soporte es finito por {B). 

Corolario 2.— Con las notaciones de la Proposición 3, si %^ es compa­
tible con el par dual <(C (Z, E), (C (Z, E) { l>g,])'> y Cs {X) es ^(^sf-
(localmente) sucesionalmente tonelado, entonces la topología '^-(local-
mente) sucesionalmente tonelada asociada a C {X, E) { S^] y a c^ es S^s-

Demostración.— Basta aphcar a l̂ ĝ  y Sè^ la Proposición 2 para obte­
ner las hipótesis de la Proposición 3. 

Corolario 3.- Si C^ {X) es tonelado, la topología a-(localmente) suce­
sionalmente tonelada asociada a C (Z, E) [S^] es S^s^ siendo S^ la topo­
logía a-(localmente) sucesionalmente tonelada asociada a E [S]. 
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Demostración,— (M son los acotados de dimensión finita de C {X, E) 

por tanto M^ =Sè y (S^ )"= M son los acotados de dimensión finita de 
C (X) y se puede aplicar el Corolario anterior. 

En lo que sigue daremos una construcción transfinita del espacio %^-
(localmente) sucesionalmente tonelado asociado a un espacio localmente 
convexo E [%] y una familia S de acotados y utilizaremos esta construc­
ción para obtener una demostración distinta de la Proposición 3. 

Dado un espacio localmente convexo E [%] y una familia M de acota­
dos en él, llamamos '^i a la topología sobre E de la convergencia uniforme 
sobre los ^-equicontinuos y sobre las sucesiones '^^-(localmente) conver­
gentes a cero en (E [%'])'. La topología Tj es más fina que ^ y toda suce­
sión ^-(localmente) convergente a cero en (E[%])' es ^i-equicontinua. 
Si Si es la familia de los %i -acotados de c^, £" [ %i ] no es necesariamente 
'^Si -(localmente) sucesionalmente tonelado. Procediendo transfinitamente 

definimos %a y ^a para todo ordinal a. Si a es un ordinal que tiene prede­
cesor se define %a a partir de %OL-I y ^ a - i como %i a partir ÚQ % y S, 
y Sea como la familia de los %-acotados de S. Si OÍ es un ordinal límite, 
% a es la topología localmente convexa generada por ^ %Q y Sea se defi-

ne como en el caso anterior. Por construcción, para todo ordinal a, toda 
sucesión ^^^-(localmente) convergente a cero en {E [ %a]y es %a+\' 

equicontinua. 

Lema 4.— Con las notaciones precedentes, 
a) Existe el menor odinal ^̂  tal que %v- %v^i 
b) %v es la topología ^^-(localmente) sucesionalmente tonelado 

asociada a E{%] y a ^ . 

Demostración.— a) La prueba de la existencia del ordinal v es análoga a 
la de [5] p. 19, pero se incluye por razones de completitud. Si para todo 
ordinal a, %a fuera estrictamente menos fina que ^ a + i , existiría un 
^c^+i -entorno de cero absolutamente convexo Va que no sería ^a-entorno 

de cero. Sea 7 el cardinal de la familia T de los absolutamente convexos de E 
y sea 0 la aplicación del segmento de ordinales [0,2'^[ en F tal que 0 (a) = 
= Va- Por hipótesis 0 es inyectiva, luego card [0,2^ [ = 2̂ ^ < card F = 7 lo 
que es absurdo. 

b) Por construcción E {'^v] es ^^^-(localmente) sucesionalmente to­
nelado y T e T^;, luego f̂ i; es más fina que la topología T^-(localmente) 
sucesionalmente tonelada asociada Tg. Para ver ahora que %v es menos fina 
que Tg probemos por inducción transfinita que para todo ordinal ce, 
TQ: C Tg . Si llamamos TQ a T es inmediato que %Q C%^ . Suponga­

mos que esta relación se verifica para los ordinales menores que a. Veamos 
que también se verifica para ot. Si ot tiene predecesor, por hipótesis de induc­
ción %a-\ ^T"g . Entonces la identidad / d e E {%^] en E[ %a-\ ] es 
continua y / {Sè^) C c^o^-i. Por el Lema 1 (a), la transpuesta V: 
{E { T a - i B ' -> (^ [ fg ])' es ( ^ ^ ^ _ i , %5 )-continua. %a es la topólo-
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logia de la convergencia uniforme sobre los conjuntos Ai que son %a-i -equi-
continuos o sucesiones ^j9^_j-(localmente) convergentes a cero en 

(E [^^a-i])'- Si M es ^Q:-i"^^^ico^tinuo, es '^Qi-equicontinuo pues 
^Q;_I C % ,̂. Si M es una sucesión "^^QI-I "(localmente) convergente a cero, 
7 (M) es una sucesión %^ -(localmente) nula en (E [ %^ ])' luego es 

%s, -equicontinua. En consecuencia %Q^ es menos fina que %^. Si a es un 
ordinal limite, por hipótesis de inducción %^ es menos fina que %^ para 
todo j3 < a luego %Q^ es menos fina que %^. Por tanto ^Q: ^ "̂ a • ̂ ^ P^^" 
ticular %j, C %^ y se tiene la igualdad. 

/s 

Sea ^ una familia de acotados en C {X, E)[ ils] Y s e a n ^ y S las fa­
milias derivadas de M como en el Lema 2. Sea ÍIQ^ la topología obtenida en 
el paso a de la construcción transfinita de la topología ^^-(localmente) su-

/\ 
cesionalmente tonelada asociada a E [$] y SLS y Q)Q¿^S la topología sobre 
C (X, E) de la convergencia puntual asociada a Bç^. Denotamos por Sê^ la 
familia de los acotados de C (Z, E){ Sloi $] que están en ^ y ^ox M a la de 

' A, 

los acotados de E [ QIQI] que están en <^. A partir de SB^ se definen las 
familias {Sè^)^ y {SB^Ycomo en el Lema 2 y se tiene el 

Lema 5.-
a) ^ ^ es una familia saturada de acotados de C (X, E) [ e¡^a,s] Que 

cumple las condiciones (1 ) y (2) del Lema 2. 

b) {S'^T=àa-
/\ 

Demostración.- Veamos que SQC ^ i^^)^ • Si B (x) es un acotado de 
E [ S^a] con B eS , entonces 1 ® B (x)eS y es acotado en C(X, E) 
[ if a,si luego 1 ® 5 (x) pertenece a (^^ y 5 (x) = (1 ® 5 (x)) {x) perte­
nece a {M^)^. Las demás propiedades son elementales. 

Con la ayuda de estos lemas podemos dar otra 

Demostración de la Proposición 3.— Sea Sp la topología obtenida a 

partir de E [£)] y M como en el Lema 4. Sea Íls,a la topología obtenida 
en el paso a de la construcción transfinita de la topología ^^-(localmente) 
sucesionalmente tonelada asociada a C {X, E) [ ils] y di M. Probemos por 
inducción transfinita que para cada a, il^ç^ = i)ç^^^. Para a = O no hay nada 
que probar. Supongamos que la igualdad es cierta para todo ordinal menor 
que a. Sea OL un ordinal con predecesor. Q)s,a es la topología de la conver­
gencia uniforme sobre los conjuntos M que son IJ^^^c^-i-equicontinuos o su­
cesiones T|^^_j-(localmente) convergentes a cero en {C{X,E) [ I^S,ÛJ-I])'-
Si M es iJ 

s,a-\ ~ ^OL-i,s equicontinuo, es i)a,s equicontinuo pues 
Q)(^^S ^ ^a-\,S' Si M es una sucesión T^^_j-(localmente) convergente a 

cero, como la identidad / de C (X, E) [ l>p,,] -^ C {X, E) [ Ba-hs] (igual 
por hipótesis de inducción a C (X, E) [ ifs,a-\ ] es continua y / {^v) ^ 
C M(x-i, por el Lema 1 {a) la sucesión V (^) es ^j9j,-(localmente) con-
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vergente a cero en (C (X, E) [ Sp^s])' luego por las hipótesis de la Proposi­
ción 3 su soporte es finito. Sea x E sop M y fx ^ C (X) tal que fx (x) = 
^ 1 y .^ (y) = O para todo y G sop M '^ {x}. La aplicación 

Ux:E[Sfa-i]-^C(X,E)[S>a-i,s] • e-^fx^e 

es continua y si 5 (x) E:M a-i {- ( ^ a - i )^ por el Lema 5 (6)), entonces 

W;, (5 ix)) =fx <^ B(x)e Sa-i, luego ^Ux es ( ^ ^ ^ ^ . i , ^<ác^-i >continua 

por el Lema 1 {a). Por tanto ^Ux (M) = {eri;^, H E M} es una sucesión 
^^^_j-(localmente) convergente a cero, luego D^Q;-equicontinua por defi­
nición de S^Qi^. Las e¡^ son las formas que aparecen en la representación de H 
(ver notas previas al Lema 2). Por el resultado (A), M es D^Q-^-equicontinuo. 
En definitiva ^sa ^ ^as- P^ra la inclusión contraria consideramos un 
entorno U de cero en C (X, E) [ 3CKS] de la forma í / = {0: 0 (^) C F} 
con A finito C X y F un D̂ Q, entorno de cero en E, Podemos suponer que V 
es la intersección de los polares de los miembros A'̂  de una familia finita G/f 
y que cada N es I^Qj^i-equicontinuo o una sucesión ^^^_j-(localmente) 

convergente a cero en (E [ ê^-i ])'. Si x E A, la aplicación Tx: C{X,E) 

[Sfa-i,sl-^E{iíoi-i]' 0 ^ 0 (X) es continua y Tx {Sa-i) ^ {Sa-iT = 

= J í ^ _ i , Por el Lema 1 (a) ^Tx: {E I&OL-I])' ^ {C {X, E) [ ila-i^s])' es 
( "^^(^-15 ^SQI^^I )-continua. Entonces ^Tx (N) es equicontiniío en C {X,E) 

[ |)̂ Q!-i,s] (igual a C (X, E) { SS,OL-\^ VOX inducción) o una sucesión 
T^^^j-(localmente) convergente a cero. En cualquier caso es equicontinuo 

en C (Z, E) [ D^̂ ,»] por definición de l>s,a, o sea {^Tx (N)f es ês,a' 
entorno de cero. Entonces 

n n CTx(N)f= n n TX-^ (N'')= n TX'^ ( n Â ^̂  = 

n Tx-^ (V)= n {0 :0 (x )G F} = f/ 
XGA XE:A 

es también D̂^ Qj-entorno de cero, luego Q)a,s ^ Sls,a- Sea a un ordinal 
límite, êç^ es una topología más fina que il^ para todo ^ < a luego 
Sa,s ^ ^^,s = ^s,^ para todo fi<a y por definición iloL,s ^ Q^SM- ^ea 

ahora un <#C3¿,s-entorno de cero de la forma U = {4>: (¡) {A) C V] con A fini­
to C Z y F 1)^0:-entorno de cero en E. Podemos suponer que F es Sf^-Qn-
torno de cero en £ para algún P < a. Entonces f/es S^^s- lí's,^-entorno 
de cero y en particular S s a entorno. Por tanto S^s,a ^ ^a,s Y se tiene 
la igualdad. 
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