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Abstract

In this article we give conditions under which C (X, E) (g sl is %:g-(locally) sequentially
barrelled, being B a certain class of bounded sets in that space; we also obtain the C'%'lg-(locally)
sequentially barrelled topology asociated to gs and £

Sea E un espacio localmente convexo y E’ su dual topolégico. Si M es
un subconjunto absolutamente convexo acotado de E, se denota por Em
la envoltura lineal de M en E con la norma del calibrador de M. Se dice que
una sucesiéon (xn, n € IN) de E es localmente Cauchy (localmente conver-
gente) en E si existe un absolutamente convexo acotado M tal_que (xn,
n € IN) es de Cauchy (convergente) en Ep . Un espacio localmente convexo
es localmente completo si toda sucesidén localmente Cauchy es convergente.

Sea & una familia de acotados de E que cubre E (condicién que supon-
dremos cumplen todas las familias de acotados consideradas en lo sucesivo).
Llamamos %g a la topologia sobre E' de la convergencia uniforme sobre los
miembros de &8. La topologia % asi definida estd intercalada entre las to-
pologias débil o (E', E) y fuerte B(E',E) de E'.

Se dice que un espacio localmente convexo E es 0-(localmente) sucesio-
nalmente tonelado si toda sucesidon débilmente (localmente) convergente a
cero en E' es equicontinua en E. E es B-(localmente) sucesionalmente tonela-
do si toda sucesion fuertemente (localmente) convergente a cero en E' es
equicontinua en E ([6] y [7]). Se dice que E es %g-(localmente) sucesional-
mente tonelado si toda sucesion %g-(localmente) convergente a cero en E'
es equicontinua en E (ver [3]y [4]).

Todo espacio o-(localmente) sucesionalmente tonelado es %g-(local-
mente) sucesionalmente tonelado, para cualquier familia & de acotados
del espacio, y todo espacio %g -(localmente) sucesionalmente tonelado es
B-(localmente) sucesionalmente tonelado. Para espacios de Mackey coinci-
den la %g -sucesional tonelacion y la %g-local sucesional tonelacion, por
el Teorema 1 de [3].

Admitimos el siguiente resultado de caracter elemental.
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Lema 1.— Sean Fy G dos espacios localmente convexos, $8r y Bc fa-
milias de acotados de F' y de G respectivamente y f: F— G una aplicacion
lineal tal que f(&#r)C HBq .

a) Si f es débilmente continua, entonces lrfes( b %@F) continua.
b) Si f es un homomorfismo topologico de F sobre Gy Fes %gp-(lo-

calmente) sucesionalmente tonelado, entonces G es % -(local-
mente) sucesionalmente tonelado.

Sea X un espacio topoldgico completamente regular. Se denota por
C; (X) el espacio de las funciones continuas escalares sobre X con la topolo-
gia de la convergencia puntual. Si E [% ] es un espacio localmente convexo,
C (X, E) denota el espacio de las funciones continuas de X en E [% ]. En
adelante & representard una topologia localmente convexa sobre £ mds fina
que % y & latopologia sobre C (X, E) de la convergencia puntual asocia-
daa &.Eldualde C (X, E)[ &;] admite la siguiente representacion ([5],
p.123): si IT es una forma lineal continua sobre C (X, E) [ &;], existe un
subconjunto finito A de X y para cada x de A una forma lineal no nula
enx continuaen E [& ], tales que para cada ¢ € C (X, E).

Mp= Z @0 enx)

Esta representacion es Unica y el conjunto 4 se llama el soporte de II.
Si x & sop I pondremos enx = 0. Si M es un subconjunto del dual de
CX,E)[ &;] elsoporte de M es por definicion:

sopM=U {sopIl, I € M}
Las siguientes propiedades ([5], pp. 125-127) serédn utiles en lo sucesivo.

(A): Un subconjunto M del dualde C (X, E) [&,] es equicontinuo siy
sOlo si sop M es finito y para cada x €sop M el conjunto M, =
= {eq,, I EM} esequicontinuoen E [J].

(B): Un subconjunto M del dual de C (X, E)[&,] es fuertemente aco-
tado siy sélosi sop M es finito y para cada x €sop M el conjun-
to M, es fuertemente acotado en E [§].

(C): El soporte de un conjunto débilmente acotado del dual de C (X,
E)[&,] esacotado en X.

Omitimos la demostracion del siguiente lema por ser de cardcter rutina-
rio. El concepto de familia saturada de acotados es el de [2], p. 255.

Lema 2.— Sea &8 una familia de acotados de C (X, E) [ 5] cum-
pliendo:

(1) Si BE&A, xEX y fEC(X) entonces
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'f®B(x)={f® ¢ (x),pEB} €SB
2) Si BEB, e'€(E[%]) v e €EE entonces
(eoB)® e={(es9)® e, pEB} EHB

Entonces @ (B(x), x€EX, BESBY vy B=1{e\B, ¢ €
€(E[%]), BE B} son familias de acotadosen E[J] y (s (X)

respectivamente. Si @ es ademds saturada, @@ y &8 también
lo son.

Las condiciones (1) y (2) se satisfacen en los casos ordinarios por lo que
supondremos que todas las familias de acotados de los espacios de funciones
continuas que consideraremos las cumplen.

Proposicién 1.— Sea & una familia de acotados en C (X, E) [ sl.

a) C (X, E)[ §5] es %g-(localmente) sucesionalmente tonelado si y
sblo si

(i) E[9] es %4-(localmente) sucesionalmente tonelado, y
(ii) para toda sucesion (II,, n € IN) %g-(localmente) convergente
aceroen (C(X,E)[ d]), sop {Il,,n €N} es finito.

b) La condicion (ii) implica que Cs (X) sea %g-(localmente) sucesio-
nalmente tonelado.

Demostracion.— a) Supongamos que C (X, E) [ &5] es % g-(localmen-
te) sucesionalmente tonelado. La aplicacion

ITx:C(X,E)[ 951 > E[9]1: ¢ > ¢ (x)

siendo x un elemento fijo de X, es un homomorfismo topolégico tal que

Tx (B) C P . Aplicando el Lema 1 (b) se tiene que E [ ] es %z -(local-
mente) sucesionalmente tonelado. Como C (X, E) [ ;5] es %g-(localmen-
te) sucesionalmente tonelado, la sucesion (II,, n € N) es equicontinua,
luego el soporte de {Il,, n € ]N} es finito por el resultado (A).

Supongamos ahora que se cumplen las condiciones (i) y (ii). Sea
(Il,, » €IN) una sucesion %g-(localmente) convergente a cero en (C (X, E)
[ &51)'. Veamos que es equicontinua. Por hipétesis el soporte es finito, por
lo que basta probar que para cada x €sop {Il,, n €N} el conjunto {em,x,

n € IN} es equicontinuo en E [&]. Fijo x, tomamos fx € C(X) tal que
fr )=1 Yy fxr (») =0 paratodo y E€sop {II,, n EN}, y #x. La apli-
caciébn

ux: E[91 > C(X,E)[8s5]l:e > [, ®e

es continuay uy (&) CH, luego por el Lema 1(a), ‘ux es (%g, %%)-
continua y la sucesion (ennx, n € IN) —( ux (Ily), n €N) es %g-(local-

mente) convergente a cero en (E [& 1)’ y por hipotesis equicontinua.
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b) La hipétesis (i) implica que C; (X) sea %g-(localmente) sucesio-
nalmente tonelado pues si (4, n € IN) es una sucesion %g-(localmente)
convergente a ceroen C; (X) y e €(E[B]), e #0, es facil ver que la
sucesion (II,,, n € IN) siendo I, ¢ =, (eo®) es %g-(localmente) conver-
gente a cero en (C (X, E) [ &51)'. Por (ii), sop {Mn, n € N} =sop {II,,
n € IN} es finito. Asi pues, se verifica la condicion (ii) en el caso de &y
Cs (X). Para C; (X) la condicién (i) es obvia, luego de la primera parte de la
Proposicion se obtiene la conclusion.

En ciertos casos se verifica el reciproco de la segunda parte de la Pro-
posiciéon 1: -

Proposicién 2.— Sea % una familia de acotados de C (X, E) [ 8] tal
que %g es compatible con la dualidad (C (X,E)[ &;], (C(X,E)[ &sD).
Si C; (X) es %g-(localmente) sucesionalmente tonelado, entonces se veri-
fica la condicion (ii) de la Proposiciéon 1.

Demostracion.— Sea (II,, n € N) una sucesion %g-(localmente) con-
vergente a cero en (C (X, E) [ 95])'. El conjunto (Il,,n € N) es acotado
para una topologia compatible %g, luego débilmente acotado. Por la pro-
picdad (C) su soporte es acotado en X. Serd finito si probamos que Cs (X)
es tonelado [1]. Como %g es compatible con la dualidad, &8 consta de con-
juntos cuya envoltura absolutamente convexa es débilmente relativamente

compacta, luego &8 consta de conjuntos del mismo tipo, por la continuidad
de la de las aplicaciones Te': C (X, E) [&5] = Cs (X): ¢ = eo9,
e’ €E(E[%]). Portanto, %g es compatible con la dualidad. Por el Teore-
ma 1 de [3] y por hipétesis C; (X) es dual localmente completo. Como el
espacio C; (X) siempre es casitonelado (ver [1]), entonces es tonelado.

Corolario. —

a) Sea & una familia de acotados de C (X, E) [ &5] tal que %y es
compatible con el par dual. Son equivalentes:
(i) C(X,E)[&] es %z-(localmente) sucesionalmente tonelado y
(i) E [&] es %gz-(localmente) sucesionalmente toneladoy Cs (X)

es %g-(localmente) sucesionalmente tonelado.

b) C (X, E) [ 8] es o-(localmente) sucesionalmente tonelado si y s6lo

si E[&]y Cs(X) loson.

Estudiaremos ahora la topologia %g-(localmente) sucesionalmente to-
nelada asociada a un espacio localmente convexo y a una familia de acotados
y su aplicacion a los espacios de funciones continuas.

En primer lugar damos una demostracion de un resultado de [3] necesa-
rio para la consideracién de la topologia asociada.

Lema 3.— Sea E [#%] un espacio localmente convexo limite inductivo
de la familia {(E;, u;), i € I} y supongamos que E es la envoltura lineal de
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UI u; (E;). Sea &B; una familia saturada de acotadosde E;, i €] ysea & la
i€

familia saturada generada por {u; (B;), i €1, B; € 8B;}. Sipara todo i €],
E; es %‘gi-(localmente) sucesionalmente tonelado, entonces E es %g-(local-

mente) sucecionalmente tonelado.

Demostracion.— u; (B;) es %-acotado pues uy; es continua por defini-
cion de topologia limite inductivo. &8 cubre E por ser saturada y cubrir &8;
a E;. Veamos que si (e;, n € IN) es %gz-(localmente) convergente a cero en
(E [%])', esequicontinua en E. Por la caracterizacién de la continuidad bas-

ta ver que para cada i €1, (epou;, n € N)=(u; (e;), n € N) es equiconti-
nua. Por el Lema 1(a) ‘u; es ( %g, %'@I.)-continua, luego la sucesién ima-
gen es %’gi—(localmente) convergente a cero y por hipdtesis equiconti-
nua en E;.

Sea E [% ] un espacio localmente convexo y &8 una familia saturada de
acotados de E [% ]. Si %' es una topologia localmente convexa sobre £ mas
fina que % denotamos por B’ la familia saturada de los acotados de E [ %]
que estdn en &. Usaremos esta notaciéon con otros caracteres en lugar de .
Si %* es la topologia localmente convexa mds fina sobre E, E [ % *] es tone-
lado y en particular %g*-(localmente) sucesionalmente tonelado (en este
caso 0-localmente) sucesionalmente tonelado. Entonces la familia & de las
topologias localmente convexas % ' sobre E mds finas que % vy tales que
E[%'] es %g'-(localmente) sucesionalmente tonelado no es vacia. El 1fmi-
te inductivo '

E[%,]1= lim E[%7']
¥eé

es un espacio 6E’Qa-(localmen’[e) sucesionalmente tonelado y %} €s menos

fina que cualquier topologia de & En efecto, porel Lema 3, E [%, 1es %g-

(localmente) sucesionalmente tonelado siendo €0 la familia saturada engen-

drada por ,U&@%'. Todo B' € B’ estden B yes % -acotado, luego %,-
% <

acotado, pues %, C % ', por tanto estd en B,. Entonces & C &, y en par-
ticular E [%;] es %g,(localmente) sucesionalmente tonelado. Llamare-

mos a %, la topologia %g-(localmente) sucesionalmente tonelada asociada
a E[%] yalafamilia 8.

Si B es una familia saturada de acotados de C (X, E) [ &,] denotamos
por I, la topologia %g-(localmente) sucesionalmente tonelada asociada a
C(X,E)[ 8] yadB,ypor &, la familia de los Igz-acotados de B. Sea
9, la topologia %3 -(localmen/'fe) sucesionalmente tonelada asociada a

E[&] yalafamilia de acotados B. &, es la topologia sobre C (X, E) de
la convergencia puntual asociada a &; y 8% es la familia de los &gs-acota-
dos de &B. Con estas notaciones tenemos:.
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Proposicion 3.— Si toda sucesién %‘gs-(localmenté) convergente a cero
en (C (X, E)[ &) tiene soporte finito, entonces la topologia %g-(local-
mente) sucesionalmente tonelada asociadaa C(X,E)[ 95] va B es I =
= &,, latopologia de la convergencia puntual asociada a .

Demostracién.— Veamos que &, es mds fina que &, . Jgs esuna to
pologia sobre C (X, E) mds fina que ;. Basta ver que C (X;E) [ Jgs] es
%.zs -(localmente) sucesionalmente tonelado. Por hipdétesis se tiene la con-
dicion (ii) de la Proposicion 1. Falta probar que E [ §; ] es %(gs)~-(local-
mente) sucesionalmente tonelado. E[ ;] es 66;&}& -(localmente) sucesional-

mente tonelado por definicion de &, y B, C (HB%)" pues los elementos

de ﬁ,, son §,-acotados de la forma B (x) con B EL y xEX quese
pueden poner como (1 ® B (x)) (x) donde 1 ® B (x) estien & por (1)y
es &, -acotado, luego 1 ® B (x) EHB* y B (x) €(B%)", luego se tiene lo
que queriamos. Para la inclusidon contraria probaremos que la identidad de
C(X,E)[ 951 en C(X,E)[ &) es continua. Por definicion de Jys bas-
ta ver que las aplicaciones Tx: C (X, E) [ 841> E[8; ]: ¢ > ¢ (x)
son continuas para todo x € X. Sea &, la topologia localmente convexa
mds fina sobre E que hace continua la aplicacion Tx: C (X, E) [ 95 1> E.
E[ 8] es %Qx-(localmente) sucesionalmente tonalado pues Tx (&, ) C

C Tx () C@, porser &, DO &, vy Tx (B) es dy-acotadosi BE B,

por la continuidad de Tx, luego estd en B . Porel Lema 1 (b), E[ &x] es
%‘ﬁx-(localmente) sucesionalmente tonelado. Ademds, &, es mds fina que

&, luego por definicion &, D&, . Elinfimo &, de las topologias I,
X € X es una topologia mds fina que &y y Tx: C(X,E)[ J 12 E[ 9]
es continua para todo x € X, en particular también loesen E [ &, ].

Corolario 1.— Si &, esla topologia f-(localmente) sucesionalmente to-
nelada asociada a FE [ & ], entonces la topologia $-(localmente) sucesional-
mente tonelada asociadaa C (X, E) [ 9] es .

Demostracién.— Como B es la familia de todos los &, acotados, B°
es la familia de los &, acotados y una sucesion %gs-(localmente) conver-
gente a cero es fuertemente acotada, luego su soporte es finito por (B).

Corolario 2.— Con las notaciones de la Proposicién 3, si %g es compa-
tible con el par dual {(C (X, E), (C(X, E)[ &:D) v Cs (X) es B gsey-
(localmente) sucesionalmente tonelado, entonces la topologia %g-(local-
mente) sucesionalmente tonelada asociadaa C (X, E) [ 8] ya B es .

Demostracién. — Basta aplicar a &y y &B* 1a Proposicion 2 para obte-
ner las hip6tesis de la Proposiciéon 3.

Corolario 3.‘— Si C; (X) es tonelado, la topologia g-(localmente) suce-
sionalmente tonelada asociada a C (X, E) [ ;] es &, siendo & la topo-
logfa o-(localmente) sucesionalmente tonelada asociadaa E [§].
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Demostracion.— 8 son los acotados de dimension finita de C (X, E)

por tanto BE=F y (B°) =& son los acotados de dimension finita de
C (X) y se puede aplicar el Corolario anterior.

En lo que sigue daremos una construccioén transfinita del espacio %g-
(localmente) sucesionalmente tonelado asociado a un espacio localmente
convexo E [%] y una familia &8 de acotados y utilizaremos esta construc-
ciébn para obtener una demostraciéon distinta de la Proposicion 3.

Dado un espacio localmente convexo E [% ] y una familia 8 de acota-
dos en él, llamamos %, a la topologia sobre FE de la convergencia uniforme
sobre los %-equicontinuos y sobre las sucesiones %g-(localmente) conver-
gentesa ceroen (E[%])'. Latopologia %, es mds fina que % y toda suce-
sion % g-(localmente) convergente a cero en (E [%])" es %;-equicontinua.
Si 8B, esla familia de los %, -acotados de &, E [ %,] no es necesariamente

%’81 -(localmente) sucesionalmente tonelado. Procediendo transfinitamente

definimos %a y Ba para todo ordinal «. Si & es un ordinal que tiene prede-
cesor se define %o a partir de ®a-; y PBa-; como %, apartirde @ y B,
y Ba como la familia de los %a-acotados de &. Si «a es un ordinal limite,
% o ¢s la topologia localmente convexa generada por O‘L>)ﬁ %p y By se defi-

ne como en ¢l caso anterior. Por construccién, para todo ordinal «, toda
sucesion  Cg,-(localmente) convergente a cero en (£ [ @al) es Ta+:-

equicontinua.

Lema 4.— Con las notaciones precedentes,

a) Existec el menor odinal v tal que %, = %y +1

b) %, es la topologia %g-(localmente) sucesionalmente tonelado
asociadaa E[%] ya &B.

Demostracion.— a) La prueba de la existencia del ordinal v es andloga a
la de [5] p. 19, pero se incluye por razones de completitud. Si para todo
ordinal «, % fuera estrictamente menos fina que %+, existirfa un
%o+, <ntorno de cero absolutamente convexo Vg que no seria %a-entorno
de cero. Sea v el cardinal de la familia I" de los absolutamente convexos de £
y sea ¢ la aplicacion del segmento de ordinales [0,27[ en I tal que ¢ (@) =
= V4. Por hipétesis ¢ es inyectiva, luego card [0,27[ =2" <card =7 lo
que es absurdo.

b) Por construccion E [ %,] es %;@v-(localmente) sucesionalmente to-

neladoy ¥ C ¥,, luego ¥, es mds fina que la topologia % -(localmente)
sucesionalmente tonelada asociada %;. Para ver ahora que %, es menos fina
que ¥, probemos por induccion transfinita que para todo ordinal «,
To C% . Sillamamos ¥, a ¥ es inmediato que %, C%, . Suponga-
mos que esta relacion se verifica para los ordinales menores que «. Veamos
que también se verifica para o. Si a tiene predecesor, por hipdtesis de induc-
cion  %q-1 C%, . Entonces la identidad jde E [%; ] en E[ @Ta-1] es
continua y j (&) C Ba-1. Por el Lema 1 (a), la transpuesta j:
E [ Ca1D' = (E[TF D es ( Cag-y, By )-continua. T es la topolo-
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logia de la convergencia uniforme sobre los conjuntos M que son %g-;-equi-
continuos o sucesiones %}ga_l-(localmente) convergentes a cero en

(E [ @a-1]). Si M es %y-,-equicontinuo, es %g-equicontinuo pues
%a-1 C %g- SiM esuna sucesion %’ga_l -(localmente) convergente a cero,

%i (M) es una sucesion %;ga-(localmente) nula en (E [%; 1) luego es

%3 -equicontinua. En consecuencia %, es menos fina que %, Si aesun
ordinal limite, por hipdtesis de induccién % es menos fina que %; para
todo B<a luego %, es menos fina que %,. Por tanto %, C %, . En par-
ticular %, C %, vy se tiene la igualdad.

Sea & una familia de acotados en C (X, E)[ &;] yseand® y 3‘; las fa-
milias derivadas de & como en el Lema 2. Sea §, la topologia obtenida en
el paso « de la construccion transfinita de la topologia %z -(localmente) su-

cesionalmente tonelada asociadaa E[&] y a@ y &q.s la topologia sobre
C (X, E) de la convergencia puntual asociada a §. Denotamos por B la

familia de los acotados de C (X, E)[ §4.5s] queestinen B y por@a la de

los acotados de E [ &4] que estan en 8. A partir de B¢ se definen las
familias (B%) " y (&%) como en el Lema 2 y se tiene el

Lema 5.—
a) &% es una familia saturada de acotados de C (X, E) [ a5l que
cumple las condiciones (1) y (2) del Lema 2.

b) (BH =B,

Demostraciéon.— Veamos que &8 o C (BY".Si B(x) esunacotado de
E[ &, con BESB, entonces 1 ® B (x) €EF yesacotadoen C (X, E)
[ Ja.s], luego 1 ® B (x) pertenecea B%y B (x)=(1 ® B (x)) (x) perte-
nece a (&%) ". Las demas propiedades son elementales.

Con la ayuda de estos lemas podemos dar otra

Demostracién de la Proposicién 3.— Sea &, la topologia obtenida a

partirde E[&] y &B como en el Lema 4. Sea ;s la topologia obtenida
en el paso « de la construccién transfinita de la topologia % g-(localmente)
sucesionalmente tonelada asociada a C (X, E) [ &1 y a &B. Probemos por
induccién transfinita que para cada o, c@'s o= 8y, Para =0 no hay nada
que probar. Supongamos que la 1gua1dad es (:1erta para todo ordinal menor
que a. Sea o un ordinal con predecesor. &, es la topologia de la conver-
gencia uniforme sobre los conjuntos M que son & o - l—equicontinuos o su-
cesiones 'ré;qa -(localmente) convergentes a cero en (C (X, E) [ F5a-1D.

Si M es &so-1 = 8q-1,s equicontinuo, es &q,s equicontinuo pues
Ja,s D Zq-15. Si Mesunasucesion T 4, _, ~(localmente) convergente a

cero, como la identidad jde C (X, E)[ 8,1 > C(X, E) [ Jq-1.5s] (igual
por hipétesis de induccion a C (X, E) [ &5,4-1] es continuay j(B,) C

C By, porel Lema | (a) la sucesion j (M) es %iggv-(localmente) con-
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vergente a cero en (C (X, E) [ &,;])' luego por las hipotesis de la Proposi-
cion 3 su soporte es finito. Sea x Esop M y f, € C(X) talque fx (x)=
=1y f, )=0 paratodo y €sop M ~ {x}. La aplicacion

Uy E[ 8441 >CX,E)[ a1 : e—>f ®e

es continua y si B (x) Gﬁ?a_l (= (By-1)" por el Lema 5 (b)), entonces
u, Bx)N=f; ® B(x)E By-,, luego ‘u, es ( CHo -1 CBq-y )-continua

por el Lema 1 (a). Por tanto ‘u, (M) = {efy, Il € M} es una sucesién
% 2 a-1 -(localmente) convergente a cero, luego &y-equicontinua por defi-

niciéon de &, . Las ey, son las formas que aparecen en la representacion de II
(ver notas previas al Lema 2). Por el resultado (4), M es Qa, s-equicontinuo.
En definitiva ;4 C &y . Para la inclusion contraria consideramos un
entorno U de cero en C (X, E) [ §4,] delaforma U= {¢: ¢ (4)C V}
con A finito C X y V un &, entorno de cero en E. Podemos suponer que V
es la interseccion de los polares de los miembros N de una familia finita e#
y que cada N es &y, -equicontinuo o una sucesion Zg «-1 -(localmente)

convergente a cero en (E [ &4-11). Si x € A, la aplicacién Tx: C (X, E)
[ 6?\0[_”] = E[8q-1]: 0> ¢ (x) escontinuay Tx (Ba-1) C (Ba-1)" =

=8B 4-1- PorelLemal (@) "Tx: (E[ 8411 > (C (X, E)[ §g-1,5]) es
(%’,ﬁa_l , %’ga_l )-continua. Entonces ‘Tx (N) es equicontinuo en C (X, E)

[ @4-15] (gual a C (X, E) [ J54-1] por induccién) o una sucesion
Tz a-1 -(localmente) convergente a cero. En cualquier caso es equicontinuo

en C (X, E) [ 854] por definicion de &4, 0 sea (‘Tx (N)° es &g a-
entorno de cero. Entonces

N N (Tx(N)°= N N Ix!'(N°)= n Tx“( N N°)=
NEeEK xEA NeE ¥ xEA xXEA NeEe

= N Ixt (V)szA {¢:0(x)EVI=U

xXE€A

es también & o-entorno de cero, luego &4 C &;q. Sea o un ordinal
limite. &, es una topologia m4s fina que &g para todo B < o luego
das D 8ss = &5 paratodo B <o y por definicion o 3 D Fyq. Sea
ahora un &g ¢-entorno de cero de la forma U= {¢: ¢ (4) C V} con 4 fini-
to CXyV gg-entorno de cero en E. Podemos suponer que Ves &g-en-
torno de cero en E para algin 8 <o. EntoncesUes &5;= & g-entorno
de cero y en particular & o entorno. Por tanto ;o D du s v se tiene
la igualdad.
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