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Abstract 

An Algebra j t on a Tychonov space X is a subring of CiX) which separates points and closed 
sets, contains all the real constant functions and is closed under inversion and uniform convergence. 
Let3J(T (̂A(P be the family of Baire functions of class Oí associated to the Algebra Á and let X be the 
space X endowed with the G§ topology. In this paper we prove that the Wallman realcompactifica-
tion viX, Z^Q^ (A)) coincides with viX, Z(A)) endowed with the G^ topology and we give some 
applications of this results. 

Resumen 

Un Algebrad sobre un espacio de Tychonov X es un subanillo de C(X) que separa puntos y 
conjuntos cerrados, contiene a las funciones reales constantes y es cerrado para inversión y convergen­
cia uniforrrie. Sea 3J^ (A) la familia de las funciones de Baire de clase a asociadas al Algebra ^ y sea A 
el conjunto X provisto de la P-topología asociada al espacio X. En este trabajo se prueba que la real-
compactación de Wallman viX , Z{!R^ iÁ)) coincide con el espacio v(X, Z{Á)) y se dan algunas apli­
caciones de este resultado. 

1 PRELIMINARES, DEFINICIONES Y NOTACIÓN 

En este artículo X designará a un espacio topológico de Hausdorff com­
pletamente regular y escribiremos C{X) para denotar al anillo de todas las 
funciones reales continuas en X. Un conjunto cero es un conjunto de la for­
ma Z(f) = {x E X : f(x) = O}, / G C(X). La familia de todos los conjuntos 
cero en X vendrá denotada por Z(X). Cuando L sea un subanillo de C{X), 
el simbolismo Z(L) designará a la familia de conjuntos cero{Z(/) : / E L} . Un 
Algebraj^: sobre X es un subanillo de C(X) que separa puntos y conjuntos 
cerrados, contiene todas las funciones reales constantes y es cerrado para 
inversión y convergencia uniforme. 

Si a es un número ordinal escribiremos a 4- 1 para denotar al número 
ordinal que le sigue, y W{á) para denotar el conjunto de todos los número 
ordinales menores que a. El primer ordinal no numerable vendrá denotado 
p o r c ü j . 

*Los resultados de este trabajo forman parte de la tesis del autor escrita, bajo la dirección del 
profesor Dr. J. L. Blasco, en el Departamento de Teoría de Funciones de la Facultad de Matemáticas 
de la Universidad de Valencia, que dirige el profesor Dr. M. Valdivia. 



204 SALVADOR HERNANDEZ 

Sea J^ un Algebra sobre X, se definen las funciones de Baire de clase a 
asociadas al Algebra^inductivamente como sigue: 

^oiÁ) =«^ ; supongamos que se define^p(A) para todo ^ < OÍ, en­
tonces se define j í a í ' ^ ) como la familia de funciones / G i?^ (donde/? de­
signa al conjunto de los números reales) tales que / e s límite puntual de una 
sucesión de funciones de U{ÍB^(^)} : ^ <a . A las funciones de íBaiA), 
a G W((JOI ), las denominaremos funciones de Baire de clase a asociadas al 
Algebra^; es claro queSÍS^iA) ^3Sa(^) si jS < a. Denotaremos p o r 3 ( ^ ) 
a la familia de todas las funciones de Baire asociadas al Algebrad, es decir, 
^iA) = U { 3 a ( ^ ) : a G W{œ, )}. 

Se tiene (ver [6] y [7]) que cada íRaiA) es un subanillo deR^, retícu­
lo de funciones y cerrado para inversión y convergencia uniforme. Por con­
siguiente, si Ta es la topología inicial sobre X generada por las funciones de 
^a(A), de las propiedades anteriores se deduce queíRaiA ) es un Algebra 
sobre el conjunto de X provisto de la la topología Ta. 

Dada un Algebrarse verifica (ver [4]) que Z ( 3 ( ^ ) ) coincide con la 
mínima a-álgebra de conjuntos que contiene a Z ( ^ ) . En lo que sigue escri­
biremos o{Z{A)) (resp. ZaiA),o^^ WicJi)) para denotar a Z ( 3 ( ^ ) ) (resp. 
Z(3^a(Aloiewiu,)l 

Proposición 1.1.-- Para todo a G W(o;i ), la topología Ta coincide con 
la mínima topología de P-espacio que contiene a la topología del espacio 
X, siendo Z{A) una base de abiertos para dicha topología. 

Demostración.-- Denotemos por X ' al conjunto X provisto con la mí­
nima topología de P-espacio que contiene a la topología inicial de X, es de­
cir, la topología para la que Z(Z) es una base de abiertos. Como j t es un Al­
gebra sobre X se deduce (ver [4],prop. 1.2) que Z{A) es una base de abier­
tos en X'. Sea Z un elemento de Z{A), entonces existe una aplicación 
/ G;4;tal que O < / < 1 y Z{f) = Z. Consideremos la función g definida como 
sigue: g{x) = lím (n.f{x) A l)para todo x G X, entonces g G35i( j t ) , 

g-K{0})=Zyg-^({l}) = X-Z. 
Por tanto todo elemento de Z ( ^ ) e s un conjunto abierto respecto a la 

topología Ti. Por otra parte, se tiene (ver [4]) que la topología deX' coin­
cide con la topología inicial que genera sobre el conjunto X la familia de 
funciones3(^) . Ya queAiA) DíRa(A) D3^i(Á) para todo a G W(^i), 
se deduce que la topología de X' coincide con la topología Ta para todo 
a G W(cûi ); siendo Z(A) una base de abiertos para dicha topología. 

2. UNA REPRESENTACIÓN DE LOS ESPACIOS i^{X\ Zai A)) 

Una Base* 3) sobre un espacio X es una base de cerrados que cumple 
las siguientes propiedades: 

*Este concepto se debe a Aló y Shapiro[l] quienes usan el término strong delta normal base. 
Otro concepto equivalente es el de separating nest generated intersection ring debido a E. F. Steiner [9] 
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(a) ÍD es un anillo de conjuntos cerrados para intersecciones numerables. 

(b) Si X eX-D, D eCD, entonces existen* GíDtal q u e x E £ ' y £ ' n Z ) = 0 . 

(c) SiDí, D2 EíD y son disjuntos, existen Ei y E2 eníDtales queZ)/ H 
Ei = <t>yX = E, U E2. 

(d) Para cada D EíDexiste una sucesiónÍJC;^} CÍDde manera que D = 
n{X-En}:neN . 

Cada Base3) sobre X tiene asociadas una compactación de tipo Wallman 
W(X, 3)) y una realcompactación de tipo Wallman v(X, 3)). El espacio 
W(X, 3)) está formado por la familia de todos los 3)-ultrafiltros, provista con 
la topología para la cual una base de cerrados es la colección de todos los 
conjuntos de la forma{*Ue M/(Z,3)) : D e*U}, £) G 3 ) . La real compacta­
ción v(X, 3)) es el subespacio de W{X, 3)) formado por todos los 3)-ultrafil-
tros reales (cerrados para intersecciones numerables). Para la construcción 
y propiedades de estos espacio ver [ l ] , [ 8 ]y [9 ] . 

Si p es un punto v(Z,3) ), denotaremos por^^Lp el 3)-ultrafiltro real aso­
ciado. Escribiremos cl^(x ,*D)H para la clausura de H en v{X, 3)) {clvH cuando 

no haya lugar a confusión). Denotaremos por 3)^ a la'familia de los conjun­
tos {clvD : Z) G 3) }, dicha familia está formada por conjuntos cero de v(Z,3)) 
y es una Base en dicho espacio (ver [2], corolario 3.4). 

En [4] Blasco ha probado el siguiente resultado. 

Teorema 2.1 .-Dada un Algebra Á sobre X, se verifica que v(X', o(Z{A))) 
y v(X, Z( A ))' son dos realcompactaciones equivalentes"^ del espacio X'. 

A continuación se va a dar una representación de los espacios 
v{X\ Za{Á)), oi E H/(cüi ). Para ello será necesario el siguiente lema. 

Lema 2.2.— Sea J^ un Algebra sobre X y^una Base en X tal que 
Z( j t ) C3)C a (Z( Á')), Entonces: 

(a) Si p E v(X, Z(A)), la familia de conjuntos Wj^i^Lp) = 
{G E3): G D E, E E ^ ^ } e 5 un ^-ultrafiltro real. 

(b) Si^ es un ^-ultrafiltro real, entonces^f^ Z(A) es un Z(Á)-ultra-
filtro real. 

*Dos extensiones 7" j y 72 de un espacio X se dice que son equivalentes si existe un homeomor-
fismo de T ̂  sobre 73 cuya restricción a X es identidad. 
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Demostración.— Aplicando ([4], lema 3.1) se tiene que ^^^o(Z(Jk)) (Up) 
es un a(Z( ^))-ultrafiltro real y como a( 3)) = o{Z{Jí )) se deduce, aplicando 
de nuevo([4], lema 3.1), que WafZfA)) ñlp) H 3) es uníD-ultrafiltro real Ya 
que %fU;p) = Wa(Z(Aj) ( ^ p ) ^ 3), (a) queda demostrado. 

Sea^un íD-ultrafiltro real. Como a(íD) = G(Z(A)) se tiene, por el apar­
tado anterior que Wa(Z(A)) ( ^ ) ^s un a(Z(^))-ultrafiltro real. Por consi­
guiente, aplicando ([4], tema 3.1), se deduce que WgjzfA)) ( ^ ) ^ ^(^ ) ~ 
%n Z{A ) es un Z ( ^ )-ultrafiltro real, lo que prueba (b). 

Teorema 2.3.— Sea X un espacio arbitrario, y sea X el conjunto X pro­
visto con una topología más fina que la topología inicial de X j^ menos fina 
que la topología de X'. Entonces: 

(a) Si X es realcompacto, X es realcompacto. 

(b) Si X es realcompacto y Z(X) C a(Z(X)), X es realcompacto. 

Demostración. 

(a) Ya^ue X es realcompacto se tiene que v(Z', o{Z(X'))) = X\ Por 
otra parte, X' = X' y a(Z(X))) D o(Z(X)), de donde se comprueba ¿in difi­
cultad que todo a(Z(^))-ultrafiltro real es fijo. Por lo tanto, ya que X' = Z' , 
se tiene^ue v{J^, G(Z(X))) = ^ ' . De esta igualdad y del teorema 2.1 se dedu­
ce que X es realcompacto. 

(b) Se tiene que X es realcompacto y Z{X)C Z{X) C o{Z{X)), Aplicando 
el lema anterior se deduce que X es realcompacto. 

Teorema 2.4.— Sea A un Algebra sobre X, entonces v(X', Z^iA)) coin­
cide con el espacio v(X, ZfA))' para todo a E W{œi ). 

Demostración.— Del lema anterior se deduce que existe una biyec­
ción entre los espacios v(X, Z(A)), v(X\ o(X{A))) y v(X\ Zc¿{A)) para 
todo a G Wiooi). Denotemos'por Ta a la biyección existente entre 
v(X,Z(A))yv(X\Za(A)) 

Puesto que v{X, Z{A)) está formado por todos los Z(;4;)-ultraflitros 
reales y, respectivamente, v{X\ ZaiA)) está formado por todos los 
Zû:(;^)-ultraflitros reales, la biyección Ta está definida, aplicando el lema 
2.2, de la siguiente forma: 

Sea p G viX, Z{A)) y ^p el Z(^)ultrafiltro correspondiente, entonces 
Ta (p) es el punto de v{X\ Za{A)) asociado al Zu:(¿4;)-ultrafiltTo WZQ^ (J^)(\JLJ. 

De la definición anterior se deduce que si D G Z(A), entonces 
Ta(clv(X,Z(A)) D) = clv(x\Za{Á)) D para todo a G W{OÙ^\ Por lo tanto pode­
mos denotar, sin riesgo de confusión, dicho conjunto por clyD. 
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Sea^" = Í / E C(v(X,Z(^)) : f ^x ^ ^ ^ - ^^ (t^L teor. l ) y ([2], corol. 
34) se deduce que Jk^ es un Algebra en v{X, Z{A,)) verificando que Z{/¿^) = 
Z{á)\ 

Se tiene, aplicando la proposición 1.1, que la familia Z{Ay es una base 
de abiertos en v{X, Z(^)) ' . Demostraremos que Z{Ây es también una base 
de abiertos en viX\ Za(^)) . 

Sean p E v{X\ Zaié)) Y D e Za{Á) tales que p ^ cly^ ^̂ r (Á))^- En­
tonces existe un conjunto D' E ZaiÁ) de manera que p ^cl^fx*,Za(Á))^' Y 
D n D' = (j). Por el lema 2.2, existe un conjunto cero E GZ(A) verificando 
que E C D' y p E clpE. Ya que Z(Â) C Za{Á), se deduce que clyE H 
^h(X\ZQ^(^))D = 0, por lo tanto p E chE.Cv{X\ZQ^{Ay)-cl^;(x*Zf^ (Á))^-

Como la familiaZQ;(;/{: f es una base de cerrados en v(Z', Z^^iA )), queda 
probado que Z( ^ )'' es una base de abiertos en dicho espacio. 

Si consideramos la biyección Ta entre los espacios v{X, Z{Áy) y 
v{X\ Za(A)) es claro que Ta{X) = X para todo a E W{oJi X Por otra parte, 
Ta{clv(X,Z(A))D) = clv(x\Zç^(A,))D para todo D E Z(jt). Es decir, la imagen 
por Ta de la base de abiertos Z{Áy de v{X, Z(^)) ' es una base de abiertos 
de v{X\ Za{Á)). Esto prueba que v(Z,̂  Z{A))' y v(Z ' Z Q : ( ^ ) ) son dos real 
compactaciones equivalentes de X* para todo a E W{(JOI ). 

Corolario.— Sea Aun Algebra sobre un espacio X tal que 5Ja(^) ^ 
¿Ba + i í ^ ) , OL E W(a;i). Entonces las Algebras ¡1^^{A)1'^ 8 < a, no son iso-
morfas a ningún anillo de la forma C(Y). 

Demostración.— Es conocido (ver [9], teor. 4.3) que si un AlgebraJ5 
sobre X es isomorfa a un anillo de la forma C(F), entonces vY = v{X, Z(3)) 
y â = C(K^,Z(3))) lx. 

Si3iq{A)¥^í^o¿^iiA) entonces, por el teorema anterior,ÍB5(A) =̂  
C(v(X\ Zs(A)))\x para cada S tal que 1 < S < a. En consecuencia ÍBO C*̂ ) 
no es isomorfa a ningún anillo de la forma C(Y) para todo 5 tal que 
1 < 5 < a. 
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