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Abstract

The aim of this paper is to obtain a representation of B’f (2, E) under some conditions on
. In order to find it, an extension operator defined for functions whose domain is more general than
a cube is needed; our construction follows essentially the one given by Whitney.

Resumen

El objetivo de este articulo es obtener una repreéentacién del espacio B{c (@, E) bajo ciertas
condiciones de . Para ello, se necesita un operador de extensién definido para funciones cuyo
dominio es mds general que un cubo; nuestra construccion sigue esencialmente la de Whitney.

I. PRELIMINARES

La palabra “espacio” designard a cualquier espacio vectorial complejo
localmente convexo y separado, E; & representara a una familia de seminor-.
mas que define la topologia de E. Si £ y G son dos espacios isomorfos,
pondremos E=~G. Si A CE, A° es el polar absoluto de A.

1™ (E) ser4 el espacio de las sucesiones de E acotadas dotado de la topo-
logia definida por las seminormas

lxn)|:=sup {g (xn): nEN} qEF (xn) E17(E)

1¥ (E) tiene la propiedad de complementacion de Pelczynski es decir,

si G es un espacio isomorfo a un subespacio complementado de 17 (E) y G
tiene un subespacio complementado isomorfo a 1* (E), entonces

G=~1"(E) [2]
Puede deducirse de esto que
(*) Este trabajo se ha efectuado bajo la direccién del Prof. Dr. M. Valdivia en el Dpto. de

Teorfa de Funciones de la Facultad de Matematicas de la Universidad de Valencia y ha obtenido el
accésit de los ““II Premios de Investigacion para Profesores de Ensefianzas Medias” de Matematicas.
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1" (E)x E~ 17 (E)

Sean E'y G espaciosy f: E = G lineal y continua;si existe g: G—>F
lineal y continua tal que g o f= Idg, entonces f es abierta (en la imagen) y
f (E) tiene complemento topoldgico. Asi E es isomorfo a un subespacio
complementado de G [6]. ‘

Llamaremos “cubos” (en IR") a los productos cartesianos de » inter-
valos compactos; pondremos

' I=[-1,1]".

En lo sucesivo § representard un abierto no vacio de IR”. En [7]
Valdivia construye una particién de la unidad para 2: Si € =IR" conside-
raremos los cubos de la forma

(G, v xn): i <x;<ag;+1 i=1,..,n a€Z} *)

Si © # R", sca &8, la familia de los cubos de la forma (*) contenidos en
€ cuya distancia a IR" — £ es mayor o igual que +/7; por recurrencia se
construyen las familias &8,,+, de cubos de la forma

- a; +1
{(x19 ---,nn)3 —a—l_gxi<£_—12_rn——)>

S i=1,.,n a€Z}

. . . . n
contenidos en £ cuya distanciaa IR"” — £ es mayor o igual que —2\/7_

y no contenidos en ningin cubo de las familias #,, &,, ..., B, . Ordena-
mos entonces los cubos de

en una sucesion {B,};también {B,} designara a la familia de los cubos de (*)
cuando 2 =1IR". En cualquicra de ambos casos de §2 pondremos

a; (r) airy+1
Br:={(x1,...,xn)3'21ﬁr7<xi\;72_’?77- i=1l,..n ai(NEZ}

Sea

PO B 2V N/
'_[4\/ﬁ+1’ 44/m+1

n
] y g&: R"—R"

(2, ()] 4wt
&r (xl’-",xn)' - 2k(r)+1 + 2k(r)+3\/’7xl;"-
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2w )+ 1 ASmH 1
o Tk (O* 1 2k(r)+3\/‘ﬁx"

pondremos A,: =g, (I) y notemos que B =g (J). Con ello se obtiene que
tanto {B,}, como {f‘i,} son recubrimientos localmente finitos de £; a lo

o
sumo 4" elementos de {A4,} tienen interseccién no vacia. Ademds si B es tal
que k (r)> 0, entonces

n
d (B, R" —9)<3,%—_—2—.
También si r#r',
By OB =¢.

Si ; €eINU {0}, a: = (e, &5, ..., &z ) diremos que es un multiindice,
pondremos

la): =lay |+ log | + ... + lag |, H:={a: lal <k} y

al=ay! ol o

Il. ESPACIOS DE FUNCIONES QUE VAMOS A UTILIZAR

La siguiente definicion se debe a Whitney en el caso escalar y permite
“ampliar” el concepto de funcion de clase C¥ a conjuntos no necesariamente
abiertos [9].

1. Definicion.— Sea F C IR" vy sea E un espacio. Dada la familia
{fa: « € H} de funciones de F en E, llamamos

Py o (x,J’):=a2 M‘)‘

i x-»)* xER* yEF

y llamamos
Pra(x,»):=D%Pr 4 (%, »)

donde la derivacion se realiza respecto a x, es decir

fa+s (¥)

8
Bl<k-]a| B! =7

Pk,a(X,Y)=l

Entonces diremos que f, = : f es de clase C*¥ en F en términos de
{fa: « EH} siparacada €>0, €S y a €EF, existe un entorno U de a
talquesi x, y € UNF, se tiene
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q fa ) — Pr o (x,y)I<€-d(x, yyf el

para cada ¢ € H.
De la definicién anterior se deduce que las funciones fo son continuas y

que en cada x E;?,
D* f (x)=fa (x);

se observa, pues, que si F es la clausura de un abierto, las funciones fo estdn
univocamente determinadas por f.
Como consecuencia del resultado principal del préximo apartado,

cuando F sea cerrado, las funciones de clase C* en el sentido de la anterior
.., , . .. . k n
definicidon no serdn sino restricciones a F' de funciones de clase C~ en IR".

2. Definicion.— Llamemos wk (F, E) al espacio vectorial sobre €
formado por las familias, {fa: @ € H}, de funciones acotadas de F en E tales

que f, es de clase C* en F en términos de {fa}. Estara provisto de la topo-
logia definida por las seminormas

I(fa) ||§ :=a§1{ sup {g [fa x)]: x EF} qgES.

Cuando {fa: @ € H} quede determinada por f, =f, escribiremos

Iy ||g en lugar de lI(fa) |If,? y cuando F =IR", suprimiremos la referencia
a I en la notacién.

3. Definicién.— Sea Q C IR"” un cubo, é # ¢, designamos con

ck (Q, E) al subespacio de ck (Qo, FE) formado por las funciones cuyas
derivadas se pueden extender de manera continua a Q.

Si fe ck (Q, E), representaremos por f (resp. ﬁaf) a dichas exten-
siones.

4. Proposicion.— ck (O FE)y wk (Q, E) se identifican por medio de
la aplicacién
i: C* (0, By —W* (Q E)
definida por
i (f): = (D% a €H}.

Demostracion.— Sea f € ck (Q,E) ysean a€Q, qg€F y €>0.
Sea u €E' tal que
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u€lq™ (0, DI°.

Como D%**8f son continuas en a, existe un entorno ¥ de a convexo,
VCU, talquesi t€EVNQ,

€
D**f D**F <—.
e 10O = f@l<-

Entonces aplicando la formula de Taylor resultard
IRe {u [Df (x) — Pk, o (x, )} <

S =2 1o .{mw Re (u°f) (s) — Re D**# (u o f) (@)| +

+ |Re D** (u o f) (@) — D**P Re (u ° ) ()|} d (x, ) 1ol <
<%d(x, y)k-lel

o o
si x,y €V NQE yaquetambién s€V N Q.
Razonando anidlogamente con la parte imaginaria, y como V es indepen-
diente de u, obtendriamos la desigualdad

a DO+8 y)
I f = 2 P r oy S22 3l 1<e-dx )

x,yEVﬁQO.

o
Si elegimos V abierto, V N Q esdensoen ¥V N Q, luego la anterior
desigualdad entre funciones continuas resultard también si

x, yeEVrnNQ

lo que prueba que i (f) € wk (0, E).
La linealidad de i resulta también de la densidad de Q en Q.Si i (f)=0,

entonces =0 en Q y por tanto f=0, asiiesinyectiva. Ademds i es sobre,
N [}

pues si (fo) € wk (Q, E), setiene que f, € ck (Q, E) con D%, =fq en

é y D%f, admite como prolongacion a @, a fq.

Como consecuencia de este resultado, podemos dotar a ck (Q, E) de
la topologia definida por las seminormas de 2 y entonces, i serd un isomor-
fismo topoldgico.

5. Definicion.— B* (IR", E) esel espacio de las funciones definidas en
R” con valores en E de clase C* tales que ellas y sus derivadas son acotadas.
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Teniendo en cuenta la observaciéon que sigue a 1, podemos identificar

B (R", E) con wk (R", E) y dotar al primero de la topologia definida
por lfl; g €S, como es habitual.

6. Definicién.— Si L es un compacto de IR” y A, un cerrado, tales que
i — A F 9, .@ﬁ (L, E) es el subespacio de B (R", E) formado por las
funciones de soporte contenido en L y cuyas derivadas se anulan en A. Lo
proveeremos de la topologia inducida. Si A = ¢, pondremos ok (L, E).
Si £ es un abierto no vacio de IR”, B’f (82, E) es el subespacio de

BF (IR", E) cuyas funciones tienen sus derivadas nulas en R” — . Tendri
la topologia inducida.

En [1] se prueba que

B (R", E) =1 (C* (I, E))
y en [4] que,

ok (L, E)~C* (I By~ C* (0, E).

I1l. EL OPERADOR DE EXTENSION

Para la construcciéon del operador seguiremos la técnica empleada por
Hestenes en [5] quien simplifica la utilizada por Whitney en [9].

A lo largo de todo el apartado F representa un cerrado no vacio de R",
F+#1R",0 un abierto tal que F C 0 y de manera que si

d:=dF,R"-0), 0<d<l1

d d
V:={x€IR”:d(x,F)<Z}, d((F,R" — V)>Z

Si Q':=0-—F, Q es abierto, luego podemos construir los recubrimientos
de ', {B;:i €N} y {A4;: i € N} formados por cubos y cuya existencia
hemos citado en los preliminares; para cada x € ', existe i (x) €N tal
que x € Bjx. Sea U: = {i €EN: A; C V}, notemos que si i € U,
k(@ >0 pues d<1.

Los préximos lemas son de cardcter técnico y su demostracién depende
sOlo de las propiedades enunciadas de los recubrimientos; las omitiremos por
razones de brevedad.
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d
1. Lema.—Si x&F vy d(x,F)<3—2-, entonces

{ieN:x E/i,-} Coy .

En particular, como x € Q', se tiene que i (x) €% .

2. Lema.— Si i €9 , entonces

d (B;, F)=d (B;, F U (R" - 0)).
Para cada i €N, sea a; € F U (IR" — 0) tal que

d (B;,a;)=d (B;, FU (R" — 0))
y ademds cuando i €2 , tomaremos a; € F tal como permite el anterior

lema.

3. Lema.— Sea x Eﬁi con k (i) >0, entonces
n
(3.1) d(x,a) <—2%{,.—:_;—

(32) Sia€F, d@,a)<Q%yn+1)d(x a)
. n
(3.3) Sia€F, d, ai(x))<—2;%./(—x_»—_;<26 “d (%, a).

4. Lema.— Existe una constante 4 =A4 (n, d) talquesi x €V — F
con i(x) ¢ U, entonces 2K < 4.

Sea h una funcién real de clase C* definida en IR" de manera que
h(x)=0si x&€J, h(x)=1 si x¢I vy 0<h(x)<1 ¥x€R". Para
cada i €%, sea k;:=hogi'; como % esinfinito y por comodidad, hare-
mos 2U=IN, entonces pondremos

hiy:=1—-ky, hy:=k, (1 -=ky),
vy hmi=ky kg ko (1 = k),
cadah;es C”y sop h; C A;. Ademads,si x €EBy,,

(hy +hy + . ¥ hy) (x)=1.
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5. Lema.— Existe una constante K >0 talquesi i €3¢, fesun mul-
tifndice con |BI<k+ 1 y x €IR"” entonces

|DPR; ()| < K¥' (2K D+2)l6l . gnlel,

6. Proposicion.— Sea {fq: o € H} una familia de funciones continuas
en IR” con valores en E tales que fo: =1 es de clase C* en términos de {fo}
tanto en F, como en IR" — F, entonces f es de clase c* en R” y -

Daf(x) =fo (x).

Demostracion.— Basta efectuar la prueba para k£ = 1 y por la observa-
cién que sigue a I1.1, comprobar que existe

Dif (@)=f; (@) para a€Fr(F)
Sean g €& y €>0 y Uunentorno de a tal que si

at+h-eg€UNF glf@thn-e)—f@@—fi@hl<se|hl,

luego

q[ﬂa+hwﬂ—fw)

p —ﬁw4<€

Enelcaso a+he; EF, sca
M:={h":0<h'<h con (a+h' e, a+h e)NF+¢}

y t:=infM,
entonces
@ttt e, atrh-e)NFF+F¢p y a+t e€F.
Si
u€lg™(O,DI°CE, Re (uef)

es derivable en IR” — F y continua en IR”,luegoen [a +¢ - e;, a + h " e;l
se puede aplicar el teorema del valor medio y con ello,

Reu[f(aJrh'hei)—f(a)

—nwﬂ=

[ﬂa+hwﬂ—f@+tvo+fw+tvﬂ—fW)
Reu

Y —ﬁw4=

=D,-Re wef)@+Oe)(h—1) +
h
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+Reu[f(a+t'ei)—f(a)—lfi(a)t~ﬁ-(a)(h-t‘)]___
h—t
=—h—[D,-Re(u°f)(a+®e,~)—Reu°f,~(a)]+
+Reu[f(a+t'ei)—hf(a)~fi(a)t]

Comoen IRR" — F, D;if (x) =f; (x) y fi es continua en IR”, existe una
bola U, , abierta con a € U; C U y talquesi x € U,,

>
q [fi(x)‘fi(a)]<22
entoncessi a + h - e; € Uy, también a + ¢ -e; € U; luego

h—t t
h—tl & el

€ €
lnl 4 |hl 4

€
<—
2

IReu[f(a+h';lei)—f(a)

—ﬁ@ﬂ<

El mismo razonamiento vale para la parte imaginaria de u y como U,
no depende de u, se tiene

q[f(a+h'ei)—f(a)

h —fi (a)] <e c.q.d.

El lema siguiente se debe a Whitney en el caso escalar [10] y, para el
caso vectorial, la prueba se sigue de manera inmediata del caso escalar.

7. Lema.— Sea C un arco de longitud a cuyos extremos son los puntos

by b';sea f: C— E una funcion de clase C* en Cen términos de la familia
{fa: « €H} y supongamos que para q € P existe M, tal que

q [fa(x) — fa (B <M, Vx€eC lal =k
Entonces para cada BE€H,
q [fs(b) — Pr, g (b, bV <My -n(k + 1) g* 14l

8. Lema.— Si f es de clase Ck en F en términos de {fa: « € H}, dados
>0, g€ y a € Fr(F) existe un entorno, 4, de a tal que
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q Pk a(x,b)—Peabxb)<

d(x, b 8]
c- ) d (b, b')k— la] — 18l _E_)_ (8.1)
16l < k- o] B!
sib,b'EA Y
qPr a(xb)—fa@]<E si b, xEA. 8.2)

Demostraciéon.— Sea u € [q~! (0, 1)]°. Efectuando el desarrollo de
Tayloren b de Re u (Px, o (x, b")) resultard ser

S Reu(P b, b)) (-0
e + , -
lol <%~ ol kooxs B!

Reu [Py o (x,b) — Pr, o (x,b")] =

(x — b)°

Re Su [fa+p (b") — Pk a+p (b, b")] 81

= z
8l <k —|af
Sea U el correspondiente entorno de II.1 para €/2; si b,b'EUNF,
[Re u [Px, o (x, b) — Pk, o (x, b)]| <

€ o ad (e )P
< 3 —d (b, bk lol ol 22
18l <k-laf 2 e B!

Un razonamiento andlogo con [m u nos permitird asegurar (8.1) para
cualquier entorno 4 C U.

(8.2) se obtiene a partir de la continuidad de Pk, « (v, b) en b, de que
P o (b, b")=fq (b) y de la continuidad en F de fq.

El teorema siguiente es el resultado fundamental de este apartado; el
operador de extension que se construye es el descado. Sea f: F— E de clase

C*¥ en términos de {fa: « €H}. Si i €2, denotaremos
Gi(x): =P o (x,a)
y llamaremos Tf a la funcion definida en IR” con valores en E segiin

f(x) si x€F
Tf(x): = . (©))
El Gi(x) h;(x) si x€&F.
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9. Teorema.— Tf es de clase C¥ en R” ysi x EF,

DOTf (x) =fa (x).
Ademis TfesC en R" —F y sop TfC V.

Demostracién.— Como {A4;} es localmente finita en &'y tanto 4;, como
G; son C*, resulta que Tf estd bien definida y es C"en Q'.Si x € F y
x & ', entonces x & 0, luego x & V por lo que existe un entorno de x
que no corta a ningin A;, i €2 , es decir Tf se anula en todos los puntos
de dicho entorno por lo que también es C” en x.

fa(x) si x€F
Sean (THa (x): =
D*{2 Gri}(x) si x¢F

Es inmediato que Tf es de clase C* en términos de {(THa: . € H}
tanto en F, como en IR" — F, luego por 6, basta que (Tf)q sean continuas
en IR" para tener probado el teorema. Mds ain, basta probar la continuidad
de (Tf)q en Fr (F), es decir ver que si a € Fr (F),

lim D% { 2 G;*hi} (x)=fa (a).
X=a =1
x€&F

Sea x ¢ F tal que

. d
dx, F)<—;
x 1) <33

entonces i (x) €M ysi i€U con i>i(x) y tEB;w, setendrd

hi (£)=0
y también
hy +...+ hix)) =1,
luego
i(x)
Tf(l‘)=i§1 G (t) h; (1)
y

i(x)
Gi ()= i§1 Gi () hi (2)

y al restar,
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i(x)
Tf (1) — Gix (2) =i=21 (Gi — Gix) (¢) hi (t)

y derivando,
i(x)
DTS (£) — D*Gj(x) (1) = z D* {(Gi — Giw) hi (1)}
i

o
igualdad vdlida en B;(y), denso en Bj(x), lucgo vdlidaen B;(x) y por tanto,
en x, o sea

i(x)

DTf (x) — D%Gixy (x) = El D* {(Gi — Gi) hi} (x) .1

suma en la que los Unicos sumandos no necesariamente nulos son aquellos
[e]
en los que x € A4;.

Sea €' >0y q€EL, sea B(a, §) (6 <1) elentorno de a para
el que se satisface (8.1); si

d(x,a)<——————(25ﬁ+l)

se tendrd —(3.2)— que a;, a;(x) € B (a, §) luego
q [DPG; (x) — DPG;x) (x) 1<

d(x, a; vl
<e T dapaiet-li- L& i@
ol <k - g "

Ahora teniendo en cuenta 5 y 3, obtendremos
q [D? (G; — Gix) (x) D*F h; (x)I<

, o d G i)
<e'r T d(agaim) 1A —I'(X)
|v| < k- 8| v!

KA (2K O+2ylal ~ 18l . gn (el -6
y teniendo presente que cuando x € /<1),-,

kM <k@GXx)+1,

la desigualdad continuard

<e¢ .K4n .4nk (26 \/E)zk—z 18] (2k(z‘(x)))ak+|oz|
[l < k- o
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Llamemos

K':=K*" -4k 28 -my? - 31
v <k

como la suma de (9.1) tiene a lo sumo 4” términos no nulos y
D% {(G;i — Gi) hi} (x)
es una suma con 2!*! sumandos del tipo

D*(Gi — Giw) (x) " D** h; (x),
resultard que

q [Dan(x) _DaGi(x) (.X)] <4nK’ . 8’ . 2'“] . 2k(z(x))(|a| —k)
Yy como

VT
k)

<d (Bi(x)a IRn — Q') <d (x, a),

la desigualdad seguira

<4n K2l g gkl gr<gn g 0lel g
Aplicando (8.2) va que x, a;(x) € B (a, ), tendremos
q [D*Giy) — fa @1< €',
lo que junto a la desigualdad anterior nos asegura que
q [D*Tf (x) — fa @] <e'- (4" -K'-21% 4+ 1) c.q.d.

En lo que resta de apartado vamos a probar que si F satisface una cierta
condicion ‘“‘geométrica’, entonces T es un operador lineal y continuo de

wk (F, E) en B*¥ (R", E).
Whitney en [10] da la siguiente definicion:

10. Definicion.— A C IR"™ diremos que satisface la condicién (P) si
existe un real positivo, m, tal que cada par de puntos x, y € 4 se pueden
unir mediante un arco contenido en A cuya longitud es menor que

m-d(x, y).

En [11] Whitney prueba que si F satisface la condicién (P) el operador
que él construye en [9] para funciones escalares es acotado. La siguiente de-
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finicién nos permite asegurar que T es un operador de extensién lineal y

continuo de W* (F, E)en B¥ (IR", E) para una clase de cerrados que inclu-
ye a la de los que satisfacen (P).

11. Definicion.— A C IR" diremos que admite una descomposicion de
tipo (P), si existe una particion {A;: s €S} de A y dos reales positivos, m y
r, tales que cada -4 cumple (P) con la constante m y
d(As, Ag)>r ¥s,s'€S si s#Fs'.

Es facil comprobar que si 4 es cerrado, A es cerrado Vs € S.

12. Proposicion.— Si F satisface (P), existe una constante, L, que s6lo
depende de n, k, my d tal que si (fo) € wk (F, F), entonces

q ID°Tf ()<L - Wf)ly Ya€EH Vx€EV-F

Demostracion.— Si i (x) €% , se tiene la igualdad (9.1), luego

i(x)
DTf (x) = DG (x) + i§1 BEQDﬁ (Gi— Gix) x) D*? h; (x)

donde la primera suma posee 4" sumandos, a lo sumo, correspondientes a los

o
indices, i, tales que x € 4;, y la segunda, 2l
Razonando como al principio de 8, se tiene

q [D*(Gi— Gix) )<

d(x,ap
N DBy o, 11.2
2 ¥ <%‘_ ol q [fﬁ+v (a)—D Gl(X) (@] I

y como F tiene (P), se puede unir a; y a;(x) por medio de un arco de longitud
L@ i(x)<m-d(a;aix);
ademds, dado que x E/f,- y aplicando (3.3),

m/n

LG, i () <Troy =

Ahora bien, en virtud de 7, de que F'tiene (P) y de (3.1), resultara

q [DP(Gi— Gi) )<
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1

< n. : 7y~ 181 . 2k () (l8l-Fy 2
<dn(k+1)" - If) I - /n27m) 2 bl<Z ol VT

Llamando

1

M':=4n(k + 1)" (fn2°m)* - 4" g4 3 —
vl< k V!

y por 5, resulta
q [DF (G — Gigy) (¥) - DY F h; (x)] <M2*¥O lel =D yphy 1
Si i(x) €% podemosusar 5y 4,y como

DOTf(x)= 2 D*(Gh)(x)= £ T DPG;(x) D% *h;(x)
i=1 i=1 <@

]
donde la suma en i se extiende a los sumandos tales que x € A; y la segunda

posee 2 |l sumandos, resultara
¢TI Z 2 K RO am(Ic - g [DPG; (0] <

< T T K234 -4mU%E .4 DG, (x)].
i=1 g<a

Pero tanto si i (x) €9, comosi i(x) €9, se tiene que
q [D°G; ()] <y/m* =1 Ifa) I,
luego si elegimos
L:=max {/mk + 4728 M, Ju¥k-47 -4 - 4 - 4m)k - K,
se obtiene la proposicidn.
13. Teorema.— Si F tiene una descomposicién de tipo (P), existe un

operador, T', lineal y continuo de W¥ (F, E) en B* (R", E) tal que si
XEF y (fa) €WK (F, E) entonces

DPT" [(f)] (x) =15 (x).

Demostracién.— Sea {Fs: s €S} la descomposicién de F. Pongamos

r r
0s5=B(Fs,'§) y Vs:={X5d(x,Fs)<l—5}
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y sea .
T,: WK (F,, E)—B* (R", E)

la aplicacion definida por (9) y que lo estd correctamente por 12, al existir
una constante, L, independiente de s, tal que si (fo) € wk (Fs, E), entonces

ITsflly <L NI ademas  sop Tof C V.

r
Notar que para cada x € IR?, B (x, —) corta a un dnico Vs 6 a
ninguno. 12

Sea (fy) € WX (F, E), fo =f; paracadas,

(fair,) € W* (Fy, E)
y por tanto,
Ts (fIr,) € B* (R", E).
Si definimos

T'f (x): = 2, T Gir) (),

T'f estd bien definida y es de clase C* en R” por lo anterior; pero ademads
si x € Fg, resulta

DT'f (x) = DT (fIg,) (x) = fa (%)
Tambiénsi gEL y x €V,
q [D*T'f (x)]=q [D*T; (fir,) (I <L Wfalp)l5s <L Ifa) 1.

Para terminar el teorema, basta probar que T es lineal: Por la manera
de definir cada T, éstas son lineales como se deduce de la construccion de
los ““polinomios™

\Q
Gioy= T falay =)
» la| < & o!

Entonces cada T es lineal y por tanto, 7.

14. Corolario.— Si F es un compacto de IR” con la propiedad (P) y 4
es un abierto relativamente compacto con F C A, existe un operador de

extensiéon lineal y continuo de wk (F, E) en ok (A, E). En particular el
resultado se obtiene si F es un cubo contenido en el interior del cubo A.
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IV. LA REPRESENTACION DE B% (%, E)

Recordemos que f: Q — E pertenece a C.’)‘ (82, E) sies de clase Cc*en
Q y paracada € >0, g €& existe un compacto K C  tal que

q[Df()]1<e VYxe€eN -k
Para cada f€ C{,‘ (Q, E), sean

D% (x) si x€Q

fa (x):= {
0 si x¢Q

es ficil comprobar que fy son continuas en IR", que f es de clase C* en
R"” — Q en términos de (fy) v que lo mismo sucede en £2 sin mds que utili-

zar I1.4; se deduce entonces de III.6 que f es de clase Cc¥ en R” y que

f € B’f (R, E). Si identificamos f con su prolongacion f, podremos asegu-
rar que

C¥ (2, E)C B¥ (2, B)
y dotar a C(’,‘ (R, E) de la topologia inducida. En (4) probamos que
Cs (R, E)=~C* (I E).

1. Proposicion.— Si §2 es acotado, Bf Q,E)= Cé‘ (2, E) y por tante,

B¥ (Q, E) esisomorfoa C¥ (I, E).

Queda, pues, representar B{‘ (2, E) cuando 2 no sea acotado y es aqui
donde el operador de extensién de III va a desempefiar un papel funda-
mental.

2. Proposicién.— Si F: =IR" — Q tiene una descomposiciéon de tipo
(P), entonces B{‘ (2, E) es un subespacio complementado de B¥ (R", E).
Demostracién.— Sea T': Wk (F, E) — B (R", E) la aplicacion

de IIL.13.
Sea R: B¥ (R", E) — W* (F, E) definida segin

R (f):= (D% \r: « €EH}

R estd bien definida como se infiere de II.4 y desde luego es lineal y conti-
nua. Pero por la construccion de T” se tiene

R oT [(g)]= {D*T [(€))lF: « EH}=(g0)
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es decir, Ro T' =1d luego T'© R esuna proyeccién de B* (R", E) cuyo
nucleo es

B (Q, E).

Recordemos que un conjunto £ # IR" se dice que es casi acotado si
para cada € > 0 el conjunto {x ER":d (x, R" — Q) > €} esacotado.
Si £ es abierto y {B;:i € N} esla familia de cubos relativa a  de I, puede
comprobarse que §2 es casi acotado si y s6lo si

. 1
lim _2'k_(i)—= 0 )

[ b0

Asi que cuando £2 no es casi acotado existe un conjunto infinito de indices,
IN,, IN; CIN vy un real positivo, 6, tales que

] . .
W>5 si i€N;.

Sea

luego por III.14 existe, U, operador de extensién lineal y continuo de
Ck (L, E) en 2% (J, E). Si £ esun abierto no casi acotado, designaremos

por G, al espacio de las sucesiones de funciones de Ck (L, E) tales que para
cada q € ¥,

2Kk YL ie N, )
estd acotada. Dotaremos a G, de la topologia definida por las seminormas
(Fidlly : = sup {2kD K -, I%: ie‘lNl} qES.
Se tiene que
G, ~ 1= (C* (U, E)).
3. Proposicion.— Si S es un abierto no casi acotado, entonces
BX (Q, E) tiene un subespacio complementado isomorfo a 1% (C* (I, E)).

Demostracion.— Si (f;) € G,, sea

Ty [ (x): =_E>%N U(fi)og (x).
i 1
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Como {B;:i € IN;} es localmente finita en £, T, [(f;)] estd bien definida
y es de clase C* en Q. Si Xo €S2, entonces

B (xq, §:/m)NU {B;:i€EN,} =9,

por tanto, T; [(f;)] es nula en B (x4, 8+/n) y por ello de clase c* en Xo.
Pero ademas hemos probado que

D*Ty [(M1(x)=0

para x € Q y paracada o € H.
Si x€Q,

q [D*Ty [(F)] ()] =

- - 4vn )lal}
o AY k@) lal . 5lal . <
"{ie?NlD VU o2 2 (4\/ﬁ+1~ <

<2- = U (f7) (g 2kOE Lok 3 Ul - 2FOF <
sy 1DV 0D @i Gl i U Dl

<2 3 g IflE - 2kOk <ok -, .igNl (il

i€IN,

donde C, es una constante positiva determinada por la continuidad de U.
Como en la suma hay como mucho 4" sumandos, resultara

q [D*T, (M1 ) <2k - 47 - ¢y - Nflly
lo que prueba que T, (f;) € B¥ (Q, E), pero también,

17y [GD1lg < Nl - |0£|2<k 2k -4n - .
Entonces la aplicacién T,: G, —>B{‘ (R, E) asi definida que, obviamente
es lineal, es continua.

Sea, ahora, V;: BX (Q, E) —> G, definida segin
N@):=1{fegl:i €N}

Si zEL y q €&, tendremos

1 1 el
¢ 1D% (> ) (1 =q [Df (& D" JxgyTar—gar (1 + ==

luego
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KDk - fo gk <

< B, 2OC I up (g 10 G @)1z €LY <
al <

. 1Yo~ e
<l z 20k, = (3)
<Wla s B AN
lo que significa que V; (f) € G, y que la aplicacion lineal V; es continua.
o
Si (i)eG,, i€EIN, y z €L, entonces g; (z) €EB;, luegosi i’ #i
se tendrd g; (z) $§,~, y con ello,

Ty [(Mlegiz)= Z U@eg' (& E@N=UF) (@) =fi(2)
JEIN;

luego
Vy oT, =1dg,

de lo que se deduce que G, es isomorfo a un subespacio complementado de
B% (Q, E) aplicando un resultado de .

4. Proposicién.— Si IR"™ — 0 estd contenido en un cerrado A que
admite descomposiciéon de tipo (P) y tal que A4 N £ es acotado, entonces

B’f (82, E) es isomorfo a un subespacio complementado de 1% (Ck I, E)).

Demostracion.— Sea ,: =R" — 4 y F:=R" — Q. Sea Ti:
Wk (4, E) — B¥ (R", E) el operador de III.13 construido para A.
Pongamos

Wk (A, E):={fo)) EWK (A, E): fa(x)=0 ¥YaE€EH ¥xEF}

provisto de la topologia inducida.
Sea fe& B{‘ (R, E), la familia (D% 4) € Wf: (4, F) ycuando x €4,

DO [f — T} (D*fl4))] (x) = D% (x) — D°T} ((DPfl4)) (x) =

=D% (x) — D% (x) =0;
entonces
X: Bf (Q, E) — W (4, E) x Bf (24, E)
definida por
X (F):=((D% ), f—Ti (D%)))

estd bien definida, y es lineal y continua.
Sea Y: Wk (A, E) x B¥ (Q, E) — B¥ (Q, E) definida como
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Y ((ha),8)): =T [(ha)] + g;

tanto T; [(he)] como g pertenecen a B’l‘ (R", E) y cuando x & £, se
tiene x EF y x € , luego

DY [(ha), 8] (x)=D*T}; [(W*)] (x) + D%g (x)=ha (x) + D% (x)=0
por lo que Y estd definida correctamente. Se observa que es lineal y con-
tinua.

Ademads,
YoX=Id
y, por ello, B'f (Q, E) esisomorfo a un subespacio complementado de

Wi (4, E) x BY (2, E).

Como A N  es acotado podemos encontrar dos cubos, Q y Q'
tales que

ANQcQcy.
Sea u € & (Q") talque u (x)=1 si x €Q y construyamos

Z: Wk, B)— DE Q' E)
segun
Z((ha))=T; ((ha)) "u;

desde luego Z es lineal y continua. Si
R: @% (Q', E)— WE (4, E)

estd definida como R (g): = (D% 1), R es lineal y continua. Pero ademas,
Ro Z=Idw§(,4,5)

y por ello, W,’% (A, E) es isomorfo a un subespacio complementado de
o
@k (Q',E). Si Q'— F+¢, entonces

25, Ey~C* (1 E)
y si Qo’ — F=¢, setendrd

ANQ=¢
luego
A=F y wk 4, E)= {0}
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en cualquiera de ambos casos podemos asegurar que W'fp (4, E) esisomorfo

a un subespacio complementado de c* , E).
En virtud de esta Gltima afirmacion y de 2, resulta que B’f &, E) es
isomorfo a un subespacio complementado de

c* 4 E)x B* R", E)
y por tanto, de
ck (I Eyx 1= (C* (I, E)).

Basta recordar que este ultimo es isomorfo a 1% (Ck (I, E)), para terminar
la proposicién.

5. Teorema.— Si Q es no casi acotado y su complementario, R" — £,
estd contenido en un cerrado, A, con descomposicién de tipo (P) y tal que
A N esacotado, entonces

BY (Q, )~ 1= (" (L, E)).
En particular este isomorfismo existe cuando IR"” — £ es acotado.

Demostracion.— Utilizar 3 y 4 y tener en cuenta que 17 (Ck , E))
tiene la propiedad de complementaciéon de Pelczynski. La segunda parte se
deduce de la primera tomando como A una bola cerrada que incluya a
IR"” — Q, ya que A4 tiene (P) al ser convexo.

Representaciones de los espacios B; (£, E) (= Blk (2, E) con k=)

y By (2, E) (= Cé‘ (82, E) con k =o0) pueden encontrarse en [3].
Algunos resultados incluidos en este articulo extienden otros obtenidos
por el Prof. Valdivia en [7] y [8].
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