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Abstract 

In this article we give a representation of the dual of the space of holomorphic functions 
defined on certain open subsets of a Silva space with values in a Frechet space, endowed with the 
compact open topology. The strong topology on this dual is also studied. 

Resumen 

En este artículo damos una representación del dual del espacio de las funciones holomorfas 
definidas sobre ciertos abiertos de un espacio de Silva con valores en un espacio de Fréchet, dotado de 
la topología compacta abierta. También estudiamos la topología fuerte sobre este dual. 

Todos los espacios vectoriales usados aquí están definidos sobre el cuer
po C de los números complejos. En lo que sigue la palabra "espacio" quiere 
decir "espacio localmente convexo separado". Salvo que se diga expresamen
te lo contrario, E será el dual topológico de un espacio de Fréchet H, dotado 
de la topología X iH\ H) de la convergencia uniforme sobre los subconjun-
tos compactos de H, Í2 será un subconjunto abierto, equilibrado y holomór-
ficamente convexo do E y Fun espacio de Fréchet cuya topología viene defi
nida por la sucesión creciente de seminormas (p^ : n= \,2, ...). 

Es conocido, por [8] Prop. 9, que Í2 con la topología inducida por 
X (H', H) es un hemicompacto y K¡i -espacio. Así, en Í2 es posible encontrar 
una sucesión fundamental creciente de subconjuntos comüactos (A^„)neiN5 
que podemos tomar equilibrados. El espacio H (Í2, F) de las funciones 
holomorfas definidas en O con valores en F, tiene estructura de espacio de 
Fréchet, considerando sobre él la topología compacta abierta TQ generada 
por el sistema de seminormas 

^^^'K,km^n,m^m^ 

donde dado A <Z E y ^ G IN, escribimos 

* Este trabajo ha sido reahzado bajo la dirección del Prof. Dr. M. Valdivia en el Departamento 
de Teoría de Funciones de la Facultad de Matemáticas de la Universidad de Valencia. 
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kk,A =sup {pn igix)):xeA}, para g E / / ( i 2 , F ) . 

Usaremos notaciones standard en holomorfia infinita (véase [2] y [3])). 
Cuando nos referimos al dual ((P (/E, F))\ j E IN, se habrá considerado en 
(P (Œ, F), para hallar el dual, la topología compacta abierta. Dado 

neifi^E.F))', 
denotaremos 

\\f^K,K =sup {¡<P,M>|: IIPIU)̂  < 1 } , Peei^'E.F), 

con /7 E N y K un compacto de E; supremo éste, que puede ser infinito. 
Cuando sea finito y a E C '^ {0}, se cumple: 

"^ K, oiK = i ĉK' 11̂  K K, para todo Pef (!E, F) 

y 

IIM Wn OLK = \oi r " IIM \\n K , Para todo M ^ ((P (̂ X i^) ' . 

Lema L— Sea £' un espacio. Sea Í2 un subconjunto de £*, abierto y 
equilibrado. Sea K C Q, un conjunto compacto. Entonces existe un 
número real a > 1, tal que oiK C Í2. 

Demostración.— Basta probar que existe un número real O <|3 < 1, tal 
que K C j3í2. Veamos que 

Í2 = U rÜ. 
0 < r < 1 

Debido a que Í2 es equilibrado, se tiene que rí2 C Í2, para todo r E IR 
tal que O < r < 1. Recíprocamente, sea x E Í2, x 9̂  O, entonces existe V 
entorno de cero, absolutamente convexo, tal que x + F C Í2. Puesto que 
V es absorbente, podemos encontrar un número real XQ -^ O tal que 

y asi 

y resulta que 

siendo 

Con esto, 

XQX E F , 

X + \QX E Í2j 

xEroO, 

ro=(l +Xor. 

o < r < 1 
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y al ser Á" compacto, existen ^ i , . . . , r„, talque 

n 
KC U r/í2. 

/ = i 

Llamando j3 = max (r^,..., r„), queda 

n 
KC U nílCpíl q.e.d. 

/ = i 

Definición 2,- Para cada f ^ H (Í2, F), definimos pn,K if), de la 
siguiente manera: 

Pn,KÍf) = {'^ l l^/ l iy^r ' 
/GIN ^ ' ^ 

donde 

7 = 0 

es la serie de Taylor de / e n el origen, « G l N y Á ' C í i e s compacto. 

Proposición 3. — Sea 

fEHin^F) y i P; 
7 = 1 

SU serie de Taylor en el origen, entonces para todo K C ÇI compacto y todo 
f7 G IN, se tiene Pn,K ( / ) > ! • 

Demostración.— Sea n EIN, Á" C Í2 compacto. Sea 

Am (f)ix)= 2 Pjixl me¥¡. 
7 = 0 

Por Lema 1, existe a > 1 tal que OLK C ü.^ y por [2] Prop. 1.14, se tiene 
que para cada compacto D y cada seminorma continua jS de F, 

lim l 3 ( / ( x ) - W ; ^ / ) ( x ) ) = 0 

uniformemente para x E D, luego existe m^ G N, tal que para todo 
m G IN con m>mi se cumple que 

sup pn (fix))<\. 

Así, 

\\Pm\\n,K =cr^ \\Amf-Am-if\\n,aK < 2 a - ^ , 
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para todo m^rrii. Por tanto 

ÏHÏÏ \\Pm\\)ll<- y Pn,KÍf)>Oi>\, q.e.d. 

Proposición 4.— Sea A un subconjunto de {H (Í2, F), TQ) acotado y 
( ^ )« e IN una sucesión de números complejos tal que 

ÏÏm K | i / " < 1 , 
«eIN 

entonces 

{—otn dfiO): fEA, nem 
ni il 

es un subconjunto acotado de (H (Í2, F), r Q ). 

Demostración.— Sea AT C Í2 un subconjunto compacto que, sin pérdi
da de generalidad, podemos suponer equilibrado y sea S > 1 tal que 
8KCÇI. Entonces, por [2] Prop. 2.12, 

1 /-• /(Xx) 

Así, si n E IN, 

l l v ^ / ( 0 ) " n î  < 5- '̂ sup p„ (f (Xx)) <S-^' ll/IU,6iC. 

Pero, por otra parte, 

sup \\f\\^sK=M(n^8K,A)<+^, Y | a J < C Ô \ 

para todo ^ E IN, con O 0. Luego 

sup ll-^^^"/(0)IL K <\o¿f\8-^'M(n, 8K,A)<CM(n, 8K,A)<+'^-

/ G I N 

Esto completa la prueba. 
q.e.d. 

Sabemos que para cada / E IN, la topología inducida sobre dP (^E, F) 
por (// (Í2, F), TQ) es la topología compacta abierta. Luego, para cada 
iuE( / / ( í2 , F), To)', la restricción juy a e(^E,F) satisface fjij e(ei^E, F))'. 

Proposición 5.— Para cada sucesión (ÍU/)/GIN de funcionales 
¡jLj E ((P (^F, F))', son equivalentes: 
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(i) Para cada subconjunto A C (/í (Í2, F), TQ) acotado, la serie 

7 = 0 / ! 

es absoluta y uniformemente convergente cuando / recorre ^ . 

(ii) Para cada / E i / ( Í 2 , F), la serie 

i i-^d^fiO), fij) 
/=o /! 

es absolutamente convergente, 

(iii) Para cada fEH(íl, F), la serie 

7 = 0 / ! 

es convergente, 

(iv) La aplicación 

Ui:f—^(f,^>= i < ^ ^ / ( 0 ) , iuy> 
7 = 0 / ! 

con fEH{Q^,F), define un elemento ^G{H(SI, F), TQ)'. 

Demostración.— (i) =í̂  (ii) =» (iii) son obvias. Veamos (iii)=^(iv). 
La aplicación que tenemos en (iv) está bien definida y es lineal. Dado 

K C E compacto que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer equili
brado, existe p > O tal que pK C Í2, al ser Í2 un entorno del origen; y por 
[2] Prop. 4.12, 

\\^d^'fiO)\\n,K<p-' sup Pn(f(x))=p-n\fh,,K-

Así, la aplicación 

/! 

es continua, tomando la topología compacta abierta en H (Í2, F) y en 
(P (^F, F). Por tanto, la aplicación 
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es un elemento de (H(fl, F), TQ)'. Puesto que (//(Í2, F), TQ) es tonelado, 
(H (Í2, F),Toy es débil sucesionalmente completo, con lo que 

M: f\ ^ ^, M> = lim S <— d^f(Ol M/z> 
/eiN /2=o hi 

es continua sobre (H(Í2, F), TQ). 

(iv) =̂  (i). La aplicación p^ : / Í—^ p^ </) = K/'' M>l, f^H ( a F), 
define una seminorma continua sobre (H (Í2, F), TQ). 

Sea ^ un subconjunto acotado de (H (Í2, F), TQ), entonces el conjunto 

i^d^fiO): fe A, jem 

es acotado en (H (Í2, F), TQ), por Proposición 4, y así existe una constante 
M (A, M) > 0 tal que 

/ ,̂ P ^ 

para todo fe A y / E N . Luego 

/eiN /! 

/eiN /! yeiN 

De esta forma, tenemos establecido un isomorfismo algebraico entre 
(H (Í2, F), TQY y el espacio vectorial de las sucesiones 

M = (M«)«eiN^ n ((P("F,F)y, 
« =0 

tal que 

/i=o ni 

es convergente para todo fGH(iï, F). 

Proposición 6.— El dual topológico (i/(í2, F), TQ)' de (//(Í2, F), TQ) 
es isomorfo algebraicamente al espacio vectorial de las sucesiones 
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M = (M/)/eiNe n (e(^E,F)y 
7 = 0 

tal que 

lim Iliu/C^^<l, 

para algún K C íí compacto equilibrado y algún n GIN. 

Demostración.— Por la proposición anterior, sabemos que 

/I—^l</,M>l = l 5 (4-^V(0) , M/>l 
7 = 0 / ! 

es una seminorma continua sobre (H (Í2, F), TQ). Luego existe O O, 
tal que 

|</,M>I = I.2 <Yrf^/(0), M/>I<CII/II„,^^ para f^H{Q.,F). 

Fijamos / G IN y aplicamos esta desigualdad a los polinomios de (P {JE, F). 
De esta forma, HM/lU.A'̂  ^ C. Tomamos a > 1 tal que oiKm ^ í í y así 

"M/ll«, CWÍ:̂  ^Ca'L Por tanto, 

lliH WüjWl^^^f. < ~ < 1 . 

Por otra parte, sea 

tal que 

/ = 0 

lim llM/ll ' '^^=r<l, 

para algún /? G IN y ÜT C Í2 compacto equilibrado. Sea a G IR, tal que 
r < a < 1, y así, 

luego si e > O, existe Z > O tal que 

IIM/ lU aA: < I ( ^ + e)^, para todo / G IN. 
G 
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Por Proposición 3, sabemos que Pn,oK (f) ^ 1 P^ra f E H (íl, F) 
fijada. Supongamos p„ ^¡ç (f) < +oo. Sabemos que 

l l - ^ > / ( 0 ) l l , , ^ ^ <M(p„^,fC (f)-er\ 
mi 

para todo / E N, con M una constante positiva. Podemos suponer e tal 
que r/a + 8 < p„̂  aA: (/) - ^. Y queda 

m=o m! m=o m! 

r/a + e m 
< A Í Í : 2 ( ) <+oo. 

Si Pn oK (/) = +'^, entonces 

m\ 
\\—rd^f{mnaK<Hd, 

•-̂ 71 ' 

para todo / E IN, con H una constante real positiva. Podemos suponer c 
tal que 

e ( - + e ) < 1 
o 

y queda 

^d^f{Q\ ix^)\<HL Î (e(-
m=o mi m=o a 
2 |<—^-^^/(O), ix^)\<HL X ( e ( - + e ) ) ' " <+oo. q.e.d. 

En la proposición anterior, no sólo es válido 

para algún /? EIN y K C Q, compacto equilibrado, sino que también 

para todo m>n y todo î T' compacto equilibrado tal que Ü.D K' D K. 

Definición Z - Para cada n E l N , / E I N y r E l R con O < r < 1 
definimos S^ {n, I, F) como el espacio vectorial de las sucesiones 
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M = (M/)/GiNe n (ei^'E^F))' 
7 = 0 

tal que existe Â ^ > O, de modo que, 

IIM; IIw, Ki ^ ^M ^^' P^^^ ^^^^ ^ ^ ''^• 

Fácilmente, por Proposición 6, 

( / í ( í 2 ,F ) , ro ) '= U SrinJ^F). 

0 < / " < l 

LA TOPOLOGÍA FUERTE SOBRE (H (O, F), TQ)' 

Definición 8.~ En cada Sr {n, I, F), w E IN, / E N , O < r < 1, de
finimos 

fi.Ki,r = sup r"^ IIM;lU,/Q con M = (fJ-Of^m ^5',- (/2, /, F), 

Proposición 9.~ W'Wn Ki r es una norma en Sr (n, I, F), n, I E IN, 
0 < r < l . 

Demostración.— Claramente es una seminorma. Veamos que define una 
topología separada. Sea a la topología débil sobre (H(Q,, F), TQ)', relativa 
al par dual <(i/(íí, F), TQ)', ( / / ( Í 2 , F ) , TO)>, y sea 

I:iSr(nJ,F), \\'\\n,Ki,r)—^((H(n,F),To)\ o) 

la inclusión. 
Sea 

U= {M E (7y (Í2, F ) , TO)': sup |</^, M ) | < e}, 
(7=1, . . . , m 

donde fq^H (Í2, F) para ^ = 1, ..., m y e > O, un entorno de cero para 
la topología G. Entonces, construimos 

F = {M = (M/)/e IN ^ Sr (n, I, F): sup r~^' ll/x/ lU,/C/ < e:}, 

y veremos que un múltiplo de éste, está contenido, a través de /, en U. 
Tomamos a < l , talque oKi C a. Por [2] Prop. 2.12, 

/ ' J\K\ = a ^ 
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para cada/^ , q = l, ..., m, para todo / E IN y todo x EKi. Luego 

donde 

sup II — d^'fq (0) ll„, Kl < oT^ _ sup 11/̂  lU, aKi =oi''^ Maj, 

Maj= sup ll/^IU,a^^. 

Además 

sup IIM/ II«, Â/ < ^ /^, 

para todo / G IN, por tanto 

1 

¿7=1, . . . , m 

sup 2 |< — c / % (0), M/)l< 

oo . 1 A . 

< sup 2 H — ûf% (0) lU, Kl llM/ lU, j^; < 

¿7 = 1 , . . . , m 

7 = 0 a 

Resulta, así, que 

I((a-r)(aMa,iy^ V) C U, q.e.d. 

Proposición 10.— Para todo /Î G ]N, / G IN, 0 < r < 1, el espacio 
(5'̂  {n, /, F), Il • ll„ Kl r) ^s un espacio de Banach. 

Demostración.— Sea (M^)^eiN una sucesión de Cauchy en 
{Sj. {n, /, F), Il *IU,ĵ 7, ^). Dado e > 0, existe QQ G IN, tal que para cada 
q, t>qo se verifica 

(i) lljû  — M̂  ll«. Kl, r ^ 5̂ ^on lo que para cada / G N se tiene 

(ii) IIM/ - M; II„̂  ^̂  < r^' Il M/ - M; II„̂  ^̂  < e y, por tanto, 

i</, ÍU;-M;)I = I</, M;)-</, MpKe, 

para cada / G (P(̂ i*, F), tal que ll/ll„, AT̂  < 1. 

Debido a que el conjunto 

^ee('E,F): \\f\\„,K,<l} 
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es absorbente, resulta que (M? L e IN ^̂  ^^^ sucesión débilmente de Cauchy 

de ((P iJE, F))', y como ((P (/E, F))' es un espacio débil sucesionalmente 

completo, al ser (P (/E, F) tonelado con la topología compacta abierta, re

sulta que existe jü/ G ((P (/E, F))' tal que (</, Mp)^eiN converge a </, jü/) 

para cada feed'E^ F). 

Haciendo primero tender í a «̂  en la desigualdad (ii), resulta que 

M = (iü/)/eiN ^Sr (n, /, F) 

y después en (i), hace que (M )̂¿7eiN converja a/ï en (Sr {n, I, F), \\'\\n,Ki,r), 
lo que completa la prueba. 

q.e.d. 

Llamamos 7 a la topología límite inductivo asociada a (H (n, F), TQ)' 
con el sistema (S^ (n, I F), \\'\\n,Ki,r), n,lE¥¡, 0 < r < l . Si por jS deno
tamos la topología fuerte sobre el espacio (H (Í2, F), TQ)\ relativa al par 
dual <(/ í( í2,F),ro) ' , (F(Í2, F), TQ)), resulta: 

Proposición 11.—La topología 7 es más fina que la topología |3. 

Demostración. — Teniendo en cuenta quien es 7, basta probar que para 
cada n E ESÍ, / E N , O < r < 1, la aplicación inclusión 

LiSrin.lF), \l\\n,Ki,r)—^i{H{Q..F),ro)\ &) 

es continua. Ahora, la prueba se sigue como en Proposición 9. 
q.e.d. 

Proposición 12.— Las topologías 7 y ^ tienen los mismos subconjuntos 
acotados en (H (Í2, F), TQ)'. 

Demostración.— Por la proposición anterior, es suficiente probar que 
cada subconjunto A acotado de (i/(Í2, F), TQ)' para la topología jS lo es 
para la topología 7. 

Por ser (jfl (Í2, F), TQ) un espacio de Fréchet, es tonelado y, por tanto, 
A es un equicontinuo, con lo que existe un entorno del origen U en 
( 7 / ( a F ) , T o ) , 

U={feH(Q.,F): \\f\\n,K<e} 

donde /? E IN, iíT es un subconjunto compacto equilibrado de Í2 y e > O, 
tal que A está contenido en el polar de í/, esto es. 
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sup \{f.n)\<L 

Aplicando esto último a polinomios de (P (^E, F), jE IN, resulta que 

IIM; lin, Ĵ  < —' para todo M = (M/)/ G IN ^ ^ • 

Tomando ahora r E IR con O < r < 1, tal que r~^ AT C Í2, queda 

sup IIM/IU,^-IA: <—A'^ 
¡jL^A e 

para todo / G IN. Pero como r^^K es un compacto equilibrado de Í2, 
existe un / G IN tal que r~^ K C Ki y, así, 

sup IIÍU/IU,Ü:/< — A•̂  

para todo / G IN. Esto prueba que A está contenido y es acotado en 
(SAnJ.F), ll-IU,i^/,r), luego también en ((^(Í2, /O, To)', 7). 

q.e.d. 

Corolario 13,— Cualquier acotado de {{H (Í2, F), TQ)', &) está conte
nido y es acotado en algún {Sy (n, /, F), ll*ll„ KI r) con w, / G IN y 
0 < r < l . 

Corolario i4.— 7 es la topología bornológica asociada a la topología jS 
sobre (/Í(Í2, F), TO)'. 

Aplicando este corolario y [7] (§29.5(2)), obtenemos: 

Corolario 15.— Sobre el espacio {H (Í2, F), TQ)', las topologías 7 y la 
fuerte relativa al par dual {{H (Í2, F), TQ)\ {H (Í2, F), TQY) coinciden. 

Teorema 16.— Las siguientes proposiciones son equivalentes: 

(i) El espacio (H (SI, F), TQ) es distinguido. 

(ii) El espacio ((i/(í2, F), TQ)', P) es bornológico. 

(iii) El espacio ((//(Í2, F), TQ)', jS) es tonelado o casi-tonelado. 

(iv) Las topologías jS y 7 sobre (Hiíl, F), TQY coinciden. 
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Demostración.— Las equivalencias entre (i), (ii) y (iii) son conocidas por 
[7] (§29.5(3)), pues el espacio {H (Í2, F), TQ) es de Fréchet. La equivalen
cia entre (ii) y (iv) se obtiene aplicando Corolario 14. 

q.e.d. 
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