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Abstract

In this article we give a representation of the dual of the space of holomorphic functions
defined on certain open subsets of a Silva space with values in a Fréchet space, endowed with the
compact open topology. The strong topology on this dual is also studied.

Resumen

En este articulo damos una representacion del dual del espacio de las funciones holomorfas
definidas sobre ciertos abiertos de un espacio de Silva con valores en un espacio de Fréchet, dotado de
la topologia compacta abierta. También estudiamos la topologia fuerte sobre este dual.

Todos los espacios vectoriales usados aqui estdn definidos sobre el cuer-
po C de los numeros complejos. En lo que sigue la palabra “‘espacio’ quiere
decir “espacio localmente convexo separado”. Salvo que se diga expresamen-
te lo contrario, E serd el dual topoldgico de un espacio de Fréchet H, dotado
de la topologia A (H', H) de la convergencia uniforme sobre los subconjun-
tos compactos de H, £ serd un subconjunto abierto, equilibrado y holomor-
ficamente convexo de E'y F un espacio de Fréchet cuya topologia viene defi-
nida por la sucesion creciente de seminormas (p,: n=1,2, ...).

Es conocido, por [8] Prop. 9, que £ con la topologia inducida por
N (H', H) esun hemicompacto y Ky -espacio. Asi, en £ es posible encontrar
una sucesidon fundamental creciente de subconjuntos comvactos (K,),eN,
que podemos tomar equilibrados. El espacio H (£2, F) de las funciones
holomorfas definidas en 2 con valores en F, tiene estructura de espacio de
Fréchet, considerando sobre €l la topologia compacta abierta 7, generada
por el sistema de seminormas

(""n km )n, m€IN»

donde dado A CE y n €N, escribimos

* Este trabajo ha sido realizado bajo la direccion del Prof. Dr. M. Valdivia en el Departamento
de Teoria de Funciones de la Facultad de Matematicas de la Universidad de Valencia.
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lgl, 4 =sup {p, (g (x)): x EA}, para gEH (L, F).

Usaremos notaciones standard en holomorfia infinita (véase [2]y [3])).
Cuando nos referimos al dual (& (E, F))', j €N, se habra considerado en
® (E, F), para hallar el dual, la topologia compacta abierta. Dado

n € (@ (E, F)),
denotaremos
lull, ¢ =sup (i, wl: IPl, ¢ <1}, Pe@(E F),

con n €IN y K un compacto de E; supremo éste, que puede ser infinito.
Cuando sea finitoy o € C~ {0}, se cumple:

1P, ax =iad’ 1P, &, para todo PE @ (E F)

Ml ax = lal™ lul, g, para todo uE(®(E F)).

Lema 1.— Sea E un espacio. Sea §2 un subconjunto de E, abierto y
equilibrado. Sea K C £ un conjunto compacto. Entonces existe un
numero real a> 1, tal que oK C 2.

Demostracién.— Basta probar que existe un namero real 0 <f <1, tal
que K CB£2. Veamos que

Q= U Q.
0o<r<1

Debido a que §2 es equilibrado, se tiene que r§2 C §2, para todo r €ERR
tal que 0 <r < 1. Reciprocamente, sca x € £, x ¥ 0, entonces existe V
entorno de cero, absolutamente convexo, tal que x + V C §2. Puesto que
V es absorbente, podemos encontrar un nimero real Ay >0 tal que

>\ox (S V,
y asi
x + Nox €
y resulta que
X E€ryfl,
siendo
ro =(1 +Xg)7L.
Con esto,
KC U rQ

0<r<1
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y al ser K compacto, existen r,, ..., r,, tal que

n

KC U Q.

i=1

Llamando B=max (ry, ..., y), queda

n
KC U rn2Cp q.e.d.
i=1

Definicion 2.— Para cada f € H (2, F), definimos p, ¢ (f), dela
siguiente manera:

pn ke () =(Tm 1B 1Y)

donde

Less

Z P
]

es la serie de Taylor de fen el origen, n €EIN y K C £ es compacto.
Proposicion 3.— Sea

fEH@QFP y P

su serie de Taylor en el origen, entonces para todo X C 2 compactoy todo
n €N, setiene p, x (f)>1.

Demostracion.— Sea n €IN, K C  compacto. Sea

Am () ()= 2 P (x), m € NN.
j=

Por Lema 1, existe o> 1 tal que oK C , y por [2] Prop. 1.14, se tiene
que para cada compacto D y cada seminorma continua §§ de F,

lim B(f(x) —(Amf) x)=0
m&EIN

uniformemente para x € D, luego existe m,; € IN, tal que para todo
mE€WN con m 2m; se cumple que

sup pp (f(x)) <1.
x €akK

Asi,
1Py lly k =™ WAmf— Am-1fln ax <2a7™,
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para todo m = m,. Por tanto

— 1
im (P, I <~ y Pk ()=a>1. q.e.d.
m E€IN ’ o

Proposiciéon 4.— Sea A un subconjunto de (H (§2, F), 7o) acotado y
(@, ),e N una sucesion de nimeros complejos tal que

hm lag, |V <

=

entonces
1 ~
{;1—' a, df (0): fEA, n€EN}

es un subconjunto acotado de (H (2, F), Tq).

Demostracion.— Sea K C £ un subconjunto compacto que, sin pérdi-
da de generalidad, podemos suponer equilibrado y sea & > 1 tal que
6K C Q. Entonces, por [2] Prop. 2.12,

A
-]—dlf(O)(x) Qi)™ f|x|—sf)\(]+1) da,  JEN.

Asi,si n €N,

1 A . .
"T d’f O, xk <& Islup Pn FOX) <87 Iflly sk
! AM=s
/ x€K
Pero, por otra parte,

sup lIfll, sx =M (n, 8K, A) < +oo, y lo, | < C 8",
feAd

para todo n €IN, con C> 0. Luego

sup || d’f(O)II,, k <loy| 877 M (n, 8K, A) < CM (n, 8K, A) < +o°.

fEA
JEN

Esto completa la prueba.
q.e.d.

Sabemos que para cada j € IN, la topologia inducida sobre .(P(jE F)
por (H (2, F), 1) esla topologla compacta abierta. Luego, para cada
p € (H (L, F), 7o)', larestriccion yja & ( 'E, F) satisface u,E((P(’E ).

Proposicion 5.— Para cada sucesion (Mp)jeN de funcionales
K € (@ (E, F))', son equivalentes:
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(i) Para cada subconjunto 4 C (H (£2, F), 74) acotado, la serie
o 1 A
S dr O, w
j=0 ]

es absoluta y uniformemente convergente cuando f recorre A.
(ii) Para cada fE€ H (R, F), la serie

o 1 A
3 (= d'f(0), w)
j=0 ]

es absolutamente convergente.
(iii) Para cada f€ H (S, F), la serie

o 1 A
S (—d'f (), wp
j=o0 j!

es convergente.
(iv) La aplicacion

© 1 A
pf—, u>=j=20 <—];— d'f(0), up

con fE€ H (), F), define un elemento p € (H (2, F), 7o)

Demostracion.— (i) = (ii) = (iii) son obvias. Veamos (iii) = (iv).

La aplicacion que tenemos en (iv) estd bien definida y es lineal. Dado
K C E compacto que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer equili-
brado, existe p > 0 talque pK C 2, al ser £2 un entorno del origen; y por
[2] Prop. 4.12,

1 A . ,
I @F (Ol k <67 sup pulf ) =p7 Ifly o
]: X € pK
Asi, la aplicacion
1 A
f i_"'].‘,“d]f (0)

es continua, tomando la topologia compacta abierta en H (2, F) y en
® E, F). Por tanto, la aplicacién

f l——><ji, d’r (0),
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es un elemento de (H (2, F), 7o)’. Puesto que (H (2, F), 7o) es tonelado,
(H (S, F), 74)" es débil sucesionalmente completo, con lo que

i 1 ~
p f = ¢ w=lim = (—d"f ), u
JEWN h=0 h!

es continua sobre (H (£2, F), 7).

(iv) = (i). La aplicacion p,:f F—p, (N =1, |, fFEH (Q, F),
define una seminorma continua sobre (H (£2, F), 7).

Sea A un subconjunto acotado de (H (£2, F), 74), entonces el conjunto
i o~
{Fd]f(o): feAd, jeN}

es acotado en (H (2, F), 7,), por Proposicion 4, y asi existe una constante
M (A, u) >0 tal que

) ~N 12 A,
Pu (Zj_'__ d'f (0)) = |<1]_—'— d’f(0), wpl<M (4, w),

para todo f€A y j€IN. Luego
1 A
oz I(—,'—d]f(O), up =
jemN !

1 o~
= 2 pu (—.,—d’f ON<M A, u) Z j2. q.e.d.
I JENN

JEN

De esta forma, tenemos establecido un isomorfismo algebraico entre
(H (2, F), 74)" y el espacio vectorial de las sucesiones

p=()nen € T (°(E, F))',
tal que

o 1 A
fw= 3 (—d"f(0), wun)
n=0 n.

es convergente para todo f€ H (£, F).

Proposicién 6.— El dual topolégico (H (K2, F), 74) de (H(S, F), 74)
es isomorfo algebraicamente al espacio vectorial de las sucesiones
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u=w)yen € 1L (@ CE, P
tal que
im M 1) <
,-é’& (J7F IIn’K 1,
para algin K C £ compacto equilibrado y algin n € IN.

Demostracion.— Por la proposicidon anterior, sabemos que
© 1 A
=KL wl= IIEO (;,—'-d’f(O), ) |

es una seminorma continua sobre (H (£2, F), 7¢). Luego existe C =0,
tal que

ed 1 .
G w1=1 2 (- dF(0), uI<CIAl, ,  para  fEH (S, P).
]=0 .

Fijamos j € IN y aplicamos esta desigualdad a los polinomios de @ ('E, F).
De esta forma, lw;ll, x,, < C. Tomamos o> 1 tal que aK, C§ y asi

luily, ax,, < Co’. Por tanto,

_— . 1
im Ml 127 <-<1.
jeN moKm g

Por otra parte, sea

B=()eN ejijo (¢ (E, )Y,

tal que

im iV, =r <1
jon H K ’

para algin n €IN y K C £ compacto equilibrado. Sea o € IR, tal que
r<o<l, yasi,

lim Nl
jEN My n, ok

<1,

Q>

luegosi € >0, existe L =0 tal que

r .
lpilly, o <L (; + )/, para todo j €IN.
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Por Proposicion 3, sabemos que p, ,x (f) > 1 para f€H (£, F)
fijada. Supongamos p, ,x (f) <+eo. Sabemos que

RN .
"—n;’dmf(O)"n, ok SM(py o () — )7,

para todo j € IN, con M una constante positiva. Podemos suponer € tal
que rfo + € <p, .k (f) — €, y queda

oo

z |<'_—dmf(0), #mH <z “__dmf(o) “n oK "“m "n oK <
o m! o m! ’ ’

m= m=

- +
<mr ¥ (2re .
m=0 pn, oK (f) — €

Si Pn, oK (f) = +oo, entonces

TN .
I—=dmf (O, o <H ¢,

para todo j € IN, con H una constante real positiva. Podemos suponer ¢
tal que :

r
e(—+e)<l1
o
y queda
0 1 A o
S (—dmf ), u<HL T (e(=+e)" <+w  qed.
m=0 m! m=0 g

En la proposiciéon anterior, no solo es vilido

Iim lui Y7, <1
feIN ﬂ] n’K ’

paraalgin n €IN y K C Q compacto equilibrado, sino que también

im Nyl . <1,
]gg] M m, K’
para todo m =n y todo K’ compacto equilibrado tal que D K' D K.

Definfcio’n 7.— Paracada n €N, JEN y r€R con 0<r<|
definimos S, (n, I, F) como el espacio vectorial de las sucesiones
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w=Wwyen € T (©CE PY

tal que existe N, =0, de modo que,
Ilu,- I, K SN, H, para todo j € IN.
Fécilmente, por Proposicion 6,

H®Q,F),79)'= U _ S (nlF).
n€N
€N
0<r<i

LA TOPOLOGIA FUERTE SOBRE (H (2, F), 7,)’

Definicion 8.— Encada S, (n, I, F), n€IN, I€N, 0<r <1, de-
finimos '

Nl kg, r = sup r I, con u=()jen €Sr(n, I, F).
j
Proposiciéon 9.— -l k,» es una norma en Sy (n, [, F), n, €N,
0<r<l1.

Demostracion.— Claramente es una seminorma. Veamos que define una
topologia separada. Sea ¢ la topologia débil sobre (H (82, F), 74)’, relativa
al par dual {((H (2, F), 7o)', (H(R, F), T¢)), ¥ sea

LSy (n, L F), Wl kg, ) — (H(Q, F), 74)', 0)

la inclusion.
Sea

U={uEMH(Q,F), o) S Kfg, W <€},

5 seey

donde f; € H (2, F) para g=1,..,m y €>0, unentorno de cero para
la topologia 6. Entonces, construimos

V=A{u=W)en €Sy (n, 1, F): Sup P Ml < €3,

y veremos que un multiplo de éste, estd contenido, a través de 1, en U.
Tomamos a <1, tal que aK; C . Por [2] Prop. 2.12,

fq ()

e d

— &ty 0 ()= (2m)™ f
J!

IA=a
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paracadaf,, ¢=1,..,m, paratodo j€EIN y todo x €K;. Luego

L5 . i
sup  N—d'f (Ol <a” sup Ifylyag; =0 Ma,1,
q=1,...m ]! q=1,...m

donde
Ma,l = sup “fq “n,OtKI'
q=1 m

3 eeny

Ademis
sup il g <e7,
LEV
para todo j € N, por tanto

o 1 A,
sup Z K—d'fy (0), upI<
u€V j=0 j!

qg=1l,...m

o 1 A

< sup T I—dlfy )y g Il g <
MEV j=0 ]'

q=1,...m

<6Ma,,.°2°3 (L)"=6Ma,1a(a—r)".
j=0

Resulta, asi, que
I((a—r)(aMy )t V)CU. g.e.d.
Proposiciéon 10.— Para todo n €N, [ €N, 0<r <1, elespacio
(S, (n, L F), I'l, g,,) esun espacio de Banach.
Demostracion.— Sea (u4 )geN una sucesion de Cauchy en
S, (n, I, F), I-l, g ,). Dado € >0, existe qo € N, tal que para cada
q.t =q, severifica

@) Mt —ufl, g, <s con lo que para cada j €EIN se tiene

i _ oyt I \yq — yt
(ii) llu;! W lln,Kl <r llu]. K "n,Kl <e y, por tanto,

K, 19— w1 =1 B9 —(f DI <e,

para cada f€ @ (E, F), talque Ifll, g <1.
Debido a que el conjunto

fECUE F): Ifl, <1}
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es absorbente, resulta que (u]‘! )qEIN es una sucesion débilmente de Cauchy

de @ (E, F))', y como (® (E, F))' es un espacio débil sucesionalmente
completo, al ser € (E, F) tonelado con la topologia compacta abierta, re-
sulta que existe H; € (€ (E, F))' tal que ({f, /.t;’ >)quN converge a {f, f;)

para cada fE€ @ (E F).
Haciendo primero tender ¢ a o en la desigualdad (ii), resulta que

Z=(@)en €S, (n. 1, F)

y después en (i), hace que (u¥);en converjaa en (S, (n, [, F), Iy K, 1),
lo que completa la prueba.

g.e.d.

Llamamos v a la topologia limite inductivo asociada a (H (£2, F), 7o)
con el sistema (S, (n, L, F), Iy k;,»), n,1€N, 0<r<1. Siporfdeno-
tamos la topologia fuerte sobre el espacio (H (2, F), 7o), relativa al par
dual {(H(2, F), 14)', (H(, F), 14)), resulta:

Proposicion 11.— La topologia v es mds fina que la topologia 8.

Demostracion.— Teniendo en cuenta quien es v, basta probar que para
cada n€IN, /€N, 0<r <1, laaplicaciéon inclusiéon

LSy (0, L F), Iln, g, r) — ((H (R, F), 79)", B)

es continua. Ahora, la prueba se sigue como en Proposicion 9.
q.e.d.

Proposicion 12.— Las topologias v y § tienen los mismos subconjuntos
acotados en (H (L2, F), 74)'.

Demostracion.— Por la proposicion anterior, es suficiente probar que
cada subconjunto A acotado de (H (£, F), 7o)’ para la topologia f lo es
para la topologia .

Por ser (H (82, F), 7o) un espacio de Fréchet, es tonelado y, por tanto,
A es un equicontinuo, con lo que existe un entorno del origen U en
(H(82, F), 79),

U={f€eHQ, F): Ifl, x <e}

donde n € IN, K es un subconjunto compacto equilibrado de 'y €>0,
tal que A estd contenido en el polar de U, esto es,
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sup I{f, WI<1.
MEA
feu

Aplicando esto ultimo a polinomios de ® (E, F), j€ IN, resulta que
1
"l.lj ",,y K< ?, paratodo M=(U4)jien €A4.
Tomando ahora r EIR con 0<r<1, talque r 'K C £, queda

1 .
sup lwill, -1ixg <—#
MEB Mjliy p-1K c s

para todo j € IN. Pero como r 'K es un compacto equilibrado de £2,
existe un /EN talque r 'K CKj vy, asi,

1 .
sup. luill <—/
#eg “] n,K] € ’

para todo j € IN. Esto prueba que A estd contenido y es acotado en
Sy (n, 1, F), I"lp, k;,,), luego tambiénen ((H (R, F), 7o)", 7).

q.e.d.

Corolario 13.— Cualquier acotado de (H (2, F), 79)', B) esta conte-
nido y es acotado en algin (S, (n, I, F), I'l,g,,) con n,I€EN vy
0<r<li.

Corolario 14.— + es la topologia bornoldgica asociada a la topologia
sobre (H (2, F), 7).
Aplicando este corolario y [7] (§29.5(2)), obtenemos:

Corolario 15.— Sobre el espacio (H (82, F), 7,)', las topologias yy la
fuerte relativa al par dual ((H (2, F), 7o), (H(L, F), 74)") coinciden.

Teorema 16.— Las siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) Elespacio (H (£, F), 74) es distinguido.

(ii) El espacio ((H (&2, F), 74)', B) es bornologico.

(iii) El espacio ((H (&2, F), 74)', B) es tonelado o casi-tonelado.
(iv) Las topologias f y v sobre (H (82, F), 74)' coinciden.
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Demostracion.— Las equivalencias entre (i), (ii) y (iii) son conocidas por
[7]1 (8§29.5(3)), pues el espacio (H (2, F), 7o) es de Fréchet. La equivalen-
cia entre (ii) y (iv) se obtiene aplicando Corolario 14.

g.e.d.
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