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Abstract

Asymptotic normal structure is a geometric property of Banach spaces (Baillon-Schéneberg (1),
1981 — which is closely related with the fixed pont theory for nonexpansive mappings.
Many equivalent formulations are given here which can be applied to guarantee a fixed point

property.

1. INTRODUCCION Y RESULTADOS

Dados un espacio de Banach real (£, || ||) y un subconjunto X C E, una
aplicacion T:X — E se denomina no expansiva si para cualesquiera elemen-
tos x,y € X IT(x)—TW) || < |lx — yll. (Es decir, si es lipschitzciana de cons-
tante 1).

Se dice que E tiene la propiedad del punto fijo para aplicaciones no ex-
pansivas, (brevemente propiedad B—G—K) si cualquiera que sea el conjunto
X no vacfo, cerrado, acotado y convexo, X C E, toda aplicacion no expansi-
va T: X—> X tiene algin punto fijo.

Desde 1965 se han realizado numerosos intentos de describir qué espa-
cios de Banach tienen la propiedad B—G—K.(Cfr. p. €j. el repaso restrospee-
tivo hecho por Kirk en (3)).En concreto datan de ese afio resultados en los
que se garantiza esta propiedad si se afiaden ciertas hipdtesis sobre la norma
del espacio. Tales pueden ser la convexidad uniforme, la-llamada condici6én
de Opial, o bien la estructura normal para el caso de ser E reflexivo.

En afios posteriores se introducen y estudian otras condiciones (de na-
turaleza geométrica, similares a las mencionadas) suficientes para que se de
la propiedad del punto fijo para aplicaciones no expansivas. En particular
nos referimos aquf a la estructura asint6tico normal.

Un espacio de Banach tiene estructura asintético normal si, para cada
subconjunto X no vacio, cerrado, acotado, convexo y conteniendo méas de
un punto, X C E| y para cada sucesién (x, ) en X verificando.

@) xpn— Xp -0
se cumple que

(II) Existe x € X tal que lim inf ||x — x, || < diam (X).
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Esta nocién, introducida en 1981 por J. B. Baillon y R. Schoneberg (1),
es mds general que las otras citadas mds arriba, y todo espacio de Banach re-
flexivo con estructura asintético normal tiene la propiedad B-G-K. En el mis-
mo trabajo se dan ejemplos de espacios de Banach reflexivos con la propie-
dad del punto fijo y carentes de estructura asintotico-normal.

La cuestiéon de si es suficiente la reflexividad del espacio para que se
cumpla la propiedad B-G—K parece subsistir abierta.

El principal objetivo de esta nota es dar condiciones equivalentes a la
estructura asintdético normal, y concretamente mostrar que la condicion (I)
puede hacerse mis estricta:

Sea (a4,) una sucesion de numeros reales con Z l/a, = o y con
n=i

a, =2n (n =1, 2,..). (Por comodidad llamaremos “sucesién adecuada’ a
cualquiera que cumpla estas condiciones). Se tiene:

Teorema

El espacio de Banach real E tiene estructura asintético normal si y s6-
lo sf, dada cualquier sucesion adecuada (a,) para cada subconjunto X CE,
con X cerrado, acotado, convexo y conteniendo mas de un punto, y para
toda sucesion (x, ) enX que cumpla la condicion

I ap (= xp-1) —>0

se verifica (II).

Se vera también (observacidon) que cualquiera de estas propiedades
equivalentes a la estructura asintotico normal puede servir, sin hacer uso del
Teorema de Baillon-Schoneberg, para establecer directamente la propiedad
B—G—K en el caso de que el espacio E sea reflexivo.

2. PRUEBA DEL TEOREMA

Supongamos que E cumpla alguna de las condiciones del enunciado, pa-
ra una sucesion adecuada fija (a,). Si E careciera de estructura asintético
normal, existirian un conjunto X cerrado, acotado, convexo, con didmetro
positivo, X C E, y una sucesion (x,) en X tal que verifica la condicion (I)
y ademds:

llx,, —x|| — diam (X)

para cualquier x € X,
Como Z 1/a, es divergente, podemos seleccionar una sucesion (pg) de
enteros no negativos con 0 = py, <p,; <p, <... de modo que se tenga:
Pi 4+ 1 *Pi o4y
< ) =
E 1/a; <1 S Ug>1 k=0,1,.)

J=l+p; j=1+pk
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A partir de aqui formamos en X una sucesion (z,,) del siguiente modo:

1 1
zp=—x; H(1— ~)x,
a; a;

13! p,
z, =(Z llagyx, +(A— 2 lapx,
1 I=1 j=1
it D +1 ap +1
1 1
P2 p2
z,, = (1- 2 1/aj)x, + ( 2 1/a; )x3
J=pp+1 j=1+p

Entonces resulta que z,, , ; — z,, serd de forma

1

+ —
an+1

(xs(n)—"xs(n/+l) (n_’_l_-pr)

Zp+1— 2y =

Dy
1 .
i[a_— (xs(n)+2—xS(n}+1)+(1‘_ ] 2 l/af)(xs("/+1_ xs(”})]
n+1 I=Pr_y (n_p )
“Fr

donde s(n) es un entero positivo menor o igual que #» tomado de modo que
z, es combinacion convexa de Xgp) ¥ Xgp)+1, COn lo cual es claro que
lim s(n) = + oo,

A partir de la expresion de z,.,- zpvista anteriormente, un céalculo
directo muestra que para todon € Z* :

an+1”Zn+1 ""Zn”<” xS(Il} 'xs(n)+l ” +”xs(n)+l 'xs(n}+2” (*)

pues hay que tener en cuenta que, por la propia construccion de la sucesion
(© 1) sucede que

Py
>1- 3 g >0

pr+1 j=l+pr_1

1

a
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En definitiva, dado que (x,) est4 en la situacion (I), de la desigualdad
anterior (*) deducimos que
an+1 (Zpn+1 —2n) -0

o, en otros términos, que la sucesién (z,) cumple la restriccion (I' ), y enton-
ces, seglin se ha supuesto al comenzar la demostracion, también verificard
an.

Sin embargo, para cualquier elemento x de X se tiene
Ilx "‘xs(n)” <lx = zpll + llzn — Xs(n) I (n=1,.)

pero dado que z, es una combinacibn convexa Xsin) Y Xsnyn
se sigue que

[lx — Xs(n) << llx —z, 0l + “xs(n) —Xs(n) +1 I _ (n=1,.)

y teniendo en cuenta coOmo se ha elegido la sucesion (x,), de esta tltima de-
sigualdad obtenemos
diam (X) = lim inf ||x — z, |

lo cual es una contradiccion con la condicidén (II). En consecuencia se con-
cluye que, en el supuesto inicial, £ tiene estructura asintético normal.

Reciprocamente, si E tiene estructura asintotico normal, todas las suce-
siones (x,) que verifiquen la condicién (I) también cumplirin (II), y en par-
ticular tal sucederd con las que estén en la situaciéon (I'). Esto completa la
prueba.

3. OBSERVACION

El Teorema 1 de (1) establece que si £ es un espacio de Banach reflexi-
vo con estructura asintdtico normal, entonces posee la propiedad B—G—XK.
Vamos a ver que, a partir de cualesquiera de las condiciones cuya equivalen-
cia con la estructura asintdtico normal ha probado el teorema anterior, es
posible probar, directamente, la propiedad del punto fijo.

Sea pues X un subconjunto no vacio, cerrado acotado convexo del
espacio de Banach reflexivo E, y sea T una aplicacién no expansiva de X en
s{ mismo.

Una aplicacion rutinaria del lema de Zorn, junto con la reflexividad de
E, permiten afirmar que existe un subconjunto K C X con las propiedades
de ser no vacio, cerrado, convexo, acotado, y T-invariante (es decir T(K)C K)
y ademds minimal para tales propiedades.

Si (bn) es cualquier sucesion real, con b, > + o0 y b, =1 (n =1,..),
las aplicaciones

hy,: K—> K
dadas por

1
z+(1——) T(x) (z €K, fijo)
b, bn

hn(x) =
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estan bien definidas por ser K invariante y convexo, y ademds son contracti-
vas con constante (1 —1/b,), La aplicaciéon directa del conocido principio
de Banach suministra un sucesion (x,,) en X tal que:

X =:l—z + (1—-—1-)T(x,,)
b b

n
n n

con lo cual se comprueba directamente que, por ser K acotado,
x, —T(x,)—™ 0

(en otras palabras, que la sucesion (x,,) estd formada por puntos de los llama-
dos ““quasi—fijos”).

Siendo K minimal, es conocido (ver por ejemplo (2)) que esta ultima
condicion implica

[lx — x|l — diam (K).

para todo x € K.

Por otra parte, es también directo comprobar que

b, —-b
lx, = X, , I <—2—2=L |iz — T(x,)Il
bn—-l

Si tomamos ahora cualquier sucesion adecuada (a,,) y ponemos

n

b,= 2% 1/a;
resulta " ! !
1
a .
X, —xp, 1< " - diam (K)
-1
2 1/a;
0 sea que 1 4

a,(x,—x, ,)—> 0

Si K constase de mas de un punto y E estuviera en las condiciones del
teorema 1 para alguna sucesion adecuada (a,,) existirfa x, € X con

lim , inf ||xo— x, || <diam (X)

n
lo cual es una contradiccién. Luego K se reduce a un punto y E tiene la pro-
piedad B—G—K.
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