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Abstract 

Some results of Floquet-Lyapunov theory for periodic linear systems are generalized to the ca­

se of linear matrix differential equations. An algebraic characteritation of periodic solution spaces 

are obtained for the homogeneous and non-homogeneous case. 

1. INTRODUCCIÓN 

En la teoría de las ecuaciones diferenciales vectoriales lineales 

d¡dtx{t) = A{t)x{t) + b{t) 

es conocido el resultado de Floquet-Lyapunov, [1] pág. 47, que permite me­
diante un transformación de coordenadas reducir el sistema anterior a otro 
sistema equivalente de coeficientes constantes, en el caso de que la matriz de 
coeficientes A{t) sea T-periódica. En este trabajo se extiende dicho resultado 
al caso más general de las ecuaciones diferenciales matriciales con coeficien­
tes periódicos. 

dtldt X{t) = Ait)Xit) + X{t)Bit) 4- C(0 (1.1) 

En primer lugar se estudia la existencia de transformaciones de Lyapu-
nov que permiten reducir la ecuación homogénea asociada a (1.1), a la ecua­
ción de coeficientes constantes 

didt Y{t) = R Y{t) + Y{t) S (1.2) 

A continuación se estudian los espacios de soluciones T-periódicas de 
la ecuación (1.1), tanto en el caso homogéneo como en el no-homogénfeo, 
poniendo de relieve el papel fundamental que juega en dichos espacios la 
ecuación matricial lineal algebraica 

UX V-X=W (1.3) 
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2. TRANSFORMACIONES DE LYAPUNOV. 

Sea la ecuación diferencial matricial lineal homogénea 

d/dtXit) = Ait)X(t)+Xit)Bit) (2.1) 

donde AiB), Bit), son funciones continuas a trozos en el intervalo/ = [O, ^[ 
con valores en los espacios de matrices Ç^xm ? ^xn^ respectivamente, siendo 
(Pel cuerpo de los números complejos. 

Se considera la transformación matricial 

X(t) = P{t)Yit)Q{t) (2.2) 

siendo P(t), Q{t), funciones de clase C^ a trozos en / , con valores tn^xm 
^nxn, respectivamente, ambas invertibles para todo teJ. Sustituyendo (2.2) 
en (2.1) se obtiene que 

?{t)id/dt YiO) Q{t) = 

= {A{t)P{t) - didt P{t)) Y{t)Q{t) + P{t)Y{t) (Q(t)B(t) - d/dt Q{t)) 

Premultiplicando por P{tJ^ y postmultiplicando por Q{tJ^ resulta la 
ecuación diferencial matricial lineal homogénea en Y{t) 

d/dt Y{t) = [Pity^ iAit)P(t) - dt/dtPit))] Yit) + 

+ Yit) [iQit)Bit) -d/dt Qit)) Qit)-' ] (2.3) 

Supongamos que las matrices coeficientes de (2.3) son matrices cons­
tantes R € (Cmxm, s € €nxn, respectivamente. Se verifica entonces que Pit), 
Qit) satisfacen las ecuaciones diferenciales matricales lineales 

d/dt P(t) = A it)Pit) - Pit) R (2.4) 

d/dt Qit) = -SQit) + Qit)Bit) (2.5) 

Si XA it, to) es la matriz de transición de estados en ÍQ ^ J de la ecua­
ción diferencial vectorial lineal 

d/dtxit)=Ait)xit) (2.6) 

entonces por [1], pág. 59, la solución de (2.4) que verifica la condición ini­
cial PiO) = Im , viene dada por 

Pit) = XAÍt,0)e-'^ (2.7) 
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Análogamente, siX^(/ , ÎQ) es la matriz de transición de estados tn t^eJ 
de la ecuación diferencial vectorial lineal 

d/dtx(t) = Bity x(t) (2.8) 

siendo 5 ( 0 ' la matriz traspuesta de Bit), entonces la solución de (2.5) que 
verifica la condición inicial Q(0) = /«, resulta ser 

Qit) = e-'^ XBit^Oy (2.9) 

En el siguiente teorema se demuestra que si las matrices coeficiente de 
(2.1) son T-periódicas entonces es posible determinar explícitamente i? y S. 

Teorema 1. 

SiA{t -¥ T)-= A (t), Bit + T)=B{t),Y teJ,T>0, entonces la trans­
formación matricial. 

Xit) = Pit)Yit)Qit) (2.10) 

donde Pit), Qit), son las matrices Tperiódicas dadas por 

Pit) = XAÍt,0)e-'^, R = il/T)\ogXAÍT,0) (2.11) 

Qit) = e-'^XBÍt,Oy, S = il/T)logXBÍT,Oy (2.12) 

siendo X^ it, 0) y X^ it, 0) las matrices de transición de estados en o de (2.6) 
y (2.8), respectivamente, reduce la ecuación (2.1) a la ecuación de coeficien­
tes constantes 

d/dt Yit) = R Yit) + Yit)S (2.13) 

Demostración: Imponiendo la condición de que la matriz Pit) dada por 
(2.7) sea T-periódica, se obtiene para todo t e J 

XA it + T, 0)e~f' ^ ^^^ = XA it,0)e-'^ 

XAÍO.t)XAÍt + T^O) = e^^ 

Teniendo en cuenta que por ser Ait), T-periódica, se verifica que 
^ ^ ( 0 , 0 = ^ ^ ( r , í + 7)luego 

XAÍT,0) = e^^ 

R = il/T)logXAÍT,0) 

donde por [2], pág. 568, R está bien definida ya que al serZ^ iP, 0) inverti-
ble, siempre es posible escoger una rama de la función logaritmo, log^^ cuyo 
dominio Da contenga al espectro OÍXA ÍT, 0)). 
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Análogamente se prueba que la matriz T-periódica Qit) viene dada por 
(2.12). Es fácil comprobar que las matrices P(t), Q(t) dadas por (2.11), 
(2.12), respectivamente, verifican la definición de transformación de Lya-
punov, [1], pág. 47. 

A partir del teorema anterior se obtiene la siguiente descomposición de 
Floquet-Lyapunov. 

Corolario 1 

Si A(t + T)= A{tl B(t + T) = B(t), Yt€J,T>0, entonces la solución 
de (2.1) que verifica la condición inicial X(to) = XQ, to e J, se puede des­
componer de la forma siguiente 

X(t) = P(t)e('- 'o)R Pito r Xo Qit o Y' e''- 'o)S Q^t) (2.14) 

con matrices T-periódicas Pit), Qit), y matrices constantes R, S, dadas por 
las expresiones (2.11) y (2.12). 

Demostración: Si Xjiit, to), X^it, to), son las matrices de transición 
de estados en to € / de las ecuaciones vectoriales (2.6), (2.8), respectivamen­
te, entonces la solución de (2.1) que verifica la condición inicial Xito) = XQ, 
viene dada por, [1 ], pág. 59, 

Xit) = XAÍt, to)XoXBÍt. to)' (2.15) 

A partir de las expresiones (2.11), (2.12) y por las propiedades de la 
matriz de transición de estados, [1], págs. 27-30, resulta que 

XA it, to) = XA it. 0) XA (O, to) = XA it, 0) XA ito,Or' = 

= Pit)e"-''>'^Pitor' 

XBÍt,tQy = iXBÍt.o)XBÍO,tQ)y = 

= iXsito, m'X^it, Oy = Qito)-'e('-'')^ Qit) 

Sustituyendo estas expresiones en (2.15) se obtiene (2.14). 
En el apartado siguiente estudiaremos el conjunto de soluciones T-pe­

riódicas de la ecuación homogénea (2.1). 

3. SOLUCIONES PERIÓDICAS DE LA ECUACIÓN HOMOGÉNEA. 

Sea la ecuación diferencial matricial lineal homogénea 

dldtXit)=Ait)Xit) + Xit)Bit) (3.1) 
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donde las matrices coeficiente Ait), Bit), verifican las condiciones impuestas 
en el apartado anterior. Si Xit) es solución T-periódica de (3.1), se verifica 
por(2.15) 

Xit)=XAÍt.to)Xito)XBÍt.toy 

Xit o ) = Xit o + T) = XA it O + r, to )Xito )Xs it o + r, to Y 

Luego Xit o ) es solución de la ecuación matricial lineal homogéna. 

XAÍÍO + Z to)XXBÍto + Z toy-X=Q (3.2) 

Recíprocamente, sea XQ solución de (3.2), y Xit) la solución de (3.1) 
dada por 

Xit)=^XAÍt,to)XoXBÍt.toy 

Veamos que si A(if) y Bit) son T-periódicas en / , entonces Xit) es T-
periódica. En efecto, sea Uit) = Xit + T). Derivando respecto de t, resulta 
que 

didt Uit) = d/dt Xit + T)= Ait + T)Xit + T) + 

+ Xit + T)Bit + r ) = Ait)Uit) + Uit)Bit) 

Uito) = Xito + T) = XAÍto + r, to)XoXBÍto + Z toY^Xo 

Como Uit) satisface el mismo problema de condiciones iniciales que 
Xit), se verifica por la unicidad de la solución 

Xit) = Uit) = Z(r + D , V ^ 6 / 

Este resultado se expresa en el teorema siguiente. 

Teorema 2. 

Sean Ait), Bit), T-periódicas en / , T> 0. Si XA it. to) y Xgit, to) son 
las matrices de transición de estados en to e / , de las ecuaciones vectoriales 
(2.6) y (2.8), respectivamente, se verifica entonces que: 

(1) El conjunto de soluciones T-periódicas de (3.1) viene dado por 

Xit) = XA it. to)XoXBÍt. to)' (3.3) 

siendo Xo solución de la ecuación matricial lineal homogéna 

XAito + Z to)XXBÍto + T, toY-X = O (3.4) 
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(2) La Única solución T-periódica de (3.1) es la solución trivial Z(i) = 0, 
si y sólo sí, se verifica la siguiente condición espectral 

afpk ^ 1, V a/ e E a(Z^ (to + T, to)l V Hk ^ oiXsito + T, to)) (3.5) 

Demostración: (1) Ha sido demostrado en las consideraciones previas al 
enunciado del teorema. 

(2) Sea el isomorfismo v:(tmxn ^^mnxi' vector columna asociado a 
una matriz, que a X = [xi/lmxn le hace corresponder el vector columna de 
mn componentes v(X) = x, que se obtiene colocando las filas de X una a 
continuación de otra en el orden natural, es decir 

Aplicando el isomorfismo v a (3.4), se obtiene por el lema-columna de 
[3], que la ecuación matricial lineal homogéna (3.4) es equivalente al sistema 
lineal homogéneo 

[XAito+Zto) ® XBÍto+T^to)~Im ®ln]x = 0 (3.6) 

donde 0 denota el producto de Kronecker de matrices. Por [4], pág. 250, 
la matriz de coeficientes de (3.6) tiene como espectro al conjunto de valores 

ajpk-l, aj E O{XA (to + T, to)), Hk ^ o(XB(to + T, ^o)) 

La condición necesaria suficiente para que X(t) = O sea la única solu­
ción T-periódica de (3.1) es que XQ ~ O sea la única solución de (3.4), o de 
modo equivalente, que XQ = O, sea la única solución de (3.6). Esta última 
condición se cumple sí y sólo sí, se verifica (3.5). 

A partir del teorema anterior se deducen los corolarios siguientes. 

Corolario 1. 

Bajo la hipótesis del teorema 2, se verifica que el conjunto de soluciones 
T-periódicas de (3.1) es un subespacio vectorial de dimensión mw—Zz, siendo 

h = rango (Z^ (ÍQ + T, to) ® XB(to + T, to)-Im ® In) 

Demostración: Es consecuencia inmediata del teorema 2 - ( l ) , y el iso­
morfismo entre los espacios de soluciones de (3.4) y (3.6). 

Corolario 2. 

Dada la ecuación de coeficientes constantes 

didt X(t) = AX(t) + X(t)B (3.7) 

donde A E Ç^^^ ,̂ B E €nxn , se verifica que: 
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(1) El conjunto de soluciones T-periódicas de (3.7) viene dado por 

Xit) = ef'-'o)^ Xoe''-'o^\ toej 

Siendo XQ solución de la ecuación matricial lineal homogénea 

eTA xe^^ -X = 0 

(2) La única solución T-periódica de (3.7) es la solución trivial Xit) = O, 
si y sólo sí, para todo X; E oiA) y para todo ^^ G a(5) se verifica que 

h' + M;t ^ "TT h P entero (3.8) 

Demostración: (1) Es consecuencia inmediata del teorema 2—(1). 
(2) Para la ecuación (3.7) se verifica que 

X^it,ío) = e^'- '''^ , XBit,toy = e"- tQ)B 

luego por el teorema 2—(2), Xit) = O es la única solución T-periódica de 
(3.7), sí y sólo sí, 

(^h ^ 1, Va/G a(e^^ ), V^k ^ ^ie^^) (3.9) 

Teniendo en cuenta que los valores propios de las matrices e , e^^, 
son 

aj = e^H , Xj^oiA) 

h =e^^k,iJij,eoiB) 

Es fácil comprobar que la condición (3.9) es equivalente a (3.8). 
En el apartado siguiente pasamos a estudiar el conjunto de soluciones 

T-periódicas de la la ecuación no homogéna. 

4. SOLUCIONES PERIÓDICAS DE LA ECUACIÓN NO-HOMOGENEA. 

Se considera la ecuación diferencial matricial lineal no-homogéna 

d/dt X(t) = A it)Xit) + Xit)Bit) + Cit) (4.1 ) 

donde las matrices Ait), Bit), verifican las condiciones del apartado 2, y 
dt) es una función continua a trozos en el intervalo / con valores en Ç„ ̂ „ . 
Si Xit) es una solución T-periódica de (4.1). se cumple por [1], pág. 59, que 

Xit) = X^ it, to)Xito)XBit, toy+ X^ it, S)CÍS)XBit, sYds 
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y por ser T-periódica 

^(^0 ) = ^(^0 + T)= Xj^ {to ^-T,to) X{to ) X^ it o + T, ío )' + 

+ / X^ito +T,s)Cis)Xsito -^Zsy ds 

Premultiplicando por X^ÍÍQ, to + 7), y postmultiplicando por 
ĵg(^05 0̂ + T)' se obtiene queX(ío) es solución de la ecuación matricial lineal 

no homogénea 

^4(^0,^0 -^T)X Xs{to,to+T)'- X 

\ X^{to.s)C{s)Xs{to.syds (4.2) 

Recíprocamente, sea XQ solución de (4.2) y sea X{t) la solución de 
(4.1) dada por 

X{t) = X^ (í, to )Xo Xs (í, ío )' + / ^A (f' s) C (s) Xs (t, s)' ds 

Vamos a probar que si A{t), Bit), Cit), son T-periódicas e n 7 , 7 > O, en­
tonces X(t) es T- periódica. Para ello sea U(t) = X{t + T), Vi E / . Derivando 
respecto de t se obtiene que 

didt U{t) = didt X{t + T) = A{t+ T)X{t + T) + X{t + T)B{t + T) + 

+ C{t +T) = Ait)U(t) + U{t)B{t) + C{t) 

Además 

U{to) = X{to + T) = X^{to+ T, to)Xo Xsito + T, to)' + 

+ / X^ (to + T, s)C is)Xs (to + r, s)' ds 
^0 

y efectuando la sustitución 
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^0 = XA (to. to + TIXOXBÜO, to + T)' 

- / XAÍto,s)C{s)XBÍto.syds 
^ to 

resulta que U(to) = XQ. Luego U(t) satisface el mismo problema de condi­
ciones iniciales que X(t), y por la unicidad de la solución, X(t) = U(t + T), 
Y t ^J. Hemos probado entonces el resultado siguiente. 

Teorema 3. 

Sean A{t), B{t), C{t), T-periódicas e n / , T > 0. S i^^( / , t^^Xsit, ÍQ) 
son las matrices de transición de estados en ÍQ E / de las ecuaciones vectoria­
les (2.6), (2.8), respectivamente, entonces el conjunto de soluciones T-pe­
riódicas de (4.1) queda caracterizado por 

Xit) = XAÍt.to)XoXBÍt,toy + 

+ / XA{t,s)Cis)Xsit.srds (4.3) 

siendo XQ solución de la ecuación matricial lineal no-homogénea 

XAÍtQ,tQ +T)XXB(tQ,tQ +Ty~-X = 

Ho'T 

j XAÍtQ,s)Cis)XBÍt,syds (4.4) 
to 

A partir del teorema anterior se deducen los resultados siguientes. 

Proposición 1. 

Bajo las hipótesis del teorema 3, se verifican que existen soluciones T-
periódicas de (4.1 ), sí y sólo sí, C{t) verifica la condición de ortogonalidad 

/ • 

to+T 

ír(r(5)* C{s)) ds = O (4.5) 
to 
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Para toda solución T-periódica Yit) de la ecuación adjunta de (4.1) 

d/dt Yit) = -Ait)'' Yit)- Yit) Bit)"" (4.6.) 

Demostración: Consideremos en el espacio de matrices C^^„ el produc­
to interior 

or, y) = trix* Y) 
donde tri ) denota la función traza y X* representa la traspuesta conjugada 

de X. Por el teorema 3, existen soluciones T-periódicas de (4.1) sí y sólo sí 
la ecuación matricial (4.4) es compatible. Por [2], pág. 479, se verifica que 

(4.4) es compatible sí y sólo sí la matriz del segundo miembro de (4.4) 

r X^ito,s)Cis)Xsito.s)'ds 

es ortogonal a cualquier solución YQ de la ecuación adjunta de (4.4) 

X^ito.to-^T)* Y Xsito,to+Ty^-Y = 0 (4.7) 

Es decir, si se verifica que 

[ triY^ X^ (ío, s)Cis)Xsito. sy)ds = O (4.8) 

para toda solución YQ de (4.7). Vamos a probar que esta última condición 
es equivalente a que la matriz Cit) verifique la condición de ortogonalidad 
(4.5). 

Supongamos que Cit) verifica la condición (4.8) para toda solución YQ 
de (4.7). Sea Yit) solución T-periódica de (4.6). Si Y^ it, to), Y git, to) son 
las matrices de transición de estados en /̂Q E / de las ecuaciones vectoriales, 
didt yit) = — A{t)^ yit), djdt yit) = —Bit)''^ yit), respectivamente, se veri­
fica por el teorema 2 que 

Yit)=Y^it,tQ)YQYBÍt,tQ)' 

siendo YQ solución de la ecuación matricial lineal homogénea 

YA ito + T, tQ)Y Y^itQ +T,tQy-Y=.Q 

Teniendo en cuenta que, por [1], pág. 44, Y^it, to) = X^ito, í)*, 
YB it, to) = X^ it o, t)*, resulta que 

Yit) = X^ it o, O* YQ X^ito, ty^ (4.9) 

siendo YQ solución de la ecuación matricial lineal homogénea 
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XA {to. to+T)*Y Xsito. to+T)'*-Y^O (4.10) 

y de aquí que YQ es solución de (4.7). Por la hipótesis de partida, C(/) ve­
rifica la condición (4.8), luego 

j triYis)*Cis))ds=j tr(Xg(to,sy Y^ X^ito. s)C(s))ds = 

- J HY^XA (to, s)as)X^(to, s)')ds = 0 

Recíprocamente, supongamos que C(t) verifica la condición de orto-
gonalidad (4.5) para toda solucióm T-periódica Y(t) de (4.6). Si Y^ es solu­
ción de la ecuación adjunta (4.7), entonces la matriz Y(t) dada por (4.9) es 
solución T-periódica de (4.6). De donde se deduce que 

I tr(Y *XA it O , s)C(^)Xs it o, sy)ds -

= j triXsito, sY r * XA it O, s)Cis))ds = J ír(7(s)* Cis))ds - O 

Proposición 2. 

Bajo la hipótesis del teorema 3, se verifica que existen soluciones T-pe-
riódicas de (4.1 ) sí y sólo sí, las matrices 

LO iv ] lo ^J 

son semejanteSjdonde 

- : 
XA ito, s)Cis)Xs it o + T, sYds (4.11) 

M=^XAÍto.t^+T), N==Xsito + T,tJ 
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Demostración: A partir del torema 3, existen soluciones T-periódicas de 
(4.1) sí y sólo sí, la ecuación matricial (4.4) es compatible. Postmultiplican­
do (4.4) por la matrizZ^(ío + T, t^)' se obtiene la ecuación equivalente 
MX --XN = P, conM,Ny P dadas por (4.11). Por [5], pág. 342, esta última 
ecuación es compatible sí y sólo si, se verifica la condición del enunciado. 

Proposición 3 

Si X{t) = O es la única solución T-periódica de la ecuación homogéna 
asociada a (4.1), se verifica entonces que, bajo la hipótesis del teorema 3 : 

(1) Existe una única solución T-periódica de (4.1) dada por 

Xpit) = X^ {t, to)(Q-'E) Xs(í, ío)' + / X^ (í, s)C{s)X^(í, s)'ds {4Al) 

donde 

siendo 

m m j 

Q = qiM)= i: qjM , £ = 2 E qjM^'^ PW'^ (4.13) 
/ = o 7=1 k^ 1 

M = X^{to.to + D , N = X^{to + r , ío)' (4.14) 

P = J X^ito, s)C{s)Xs {to + T, s)'ds 

m 

con q{\) = 2 q.-V el polinomio característico de N. 
7 = 0 

(2) La solución de (4.1) que verifica la condición inicialZ(^o) ^ XQ, 
to E / , se puede descomponer de forma única como suma de una solución 
periódica de (4.1) y una solución de la ecuación homogénea asociada, es de­
cir 

Xit) = Xp (t) +X^ (t, to ){Xo - Xp(to Ws (t, to y 

Demostración: (1) Por el teorema 3, el conjunto de soluciones T-perió­
dicas de (4.1) queda caracterizado por (4.3), siendo Xo solución de la ecua­
ción matricial lineal no-homogéna (4.4). Si X(t) = O es la única solución T-
periódica de la ecuación homogénea asociada a (4.1), entonces por el teore­
ma 2-(2), la ecuación (4.4) tiene solución única. Dicha ecuación es equivalen­
te a la ecuación 

MX-XN = P (4.15) 

donde M, N. P vienen dadas por (4.14). Por [6], la ecuación (4.15) es equi­
valente a 

QX = E (4.16) 
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con Q, E, dadas por (4.13). Esta última ecuación tiene la solución única 
XQ = Q~^E, que al ser sustituida en (4.3) conduce a la expresión (4.12). 
(2) Es consecuencia inmediata de (1). 

En el caso de coeficientes constantes se obtiene como un corolario el 
resultado siguiente. 

Corolario 2.~ Sea la ecuación de coeficientes constantes 

d/dt Xit) = A X(t) + Xit) B + C{t) (4.17) 

tal que C{t) es T-periódica en / , T> 0. Si para todo \j E o{A)^ y Myt ̂  ^(5) 
se verifica la condición espectral 

, 2p7r 
h' '^ ^k"^ "^^ i' P entero 

entonces: 

(1) Existe una única solución T-periódica de (4.17) dada por 

^ o 

m m } 

donde Q = q(M) = 2 q.M', E = 11 2 q.-M^'^PN^'-^, siendo 
/= o 7=1 /: = ! ^ 

í T 

e-^ C(s)e(^-^)^ ds 
O 

m 
con qi\) = 2 q.X^, el polinomio característico de Â . 

/=o 

(2) La solución de (4.17) que verifica la condición inicial Z(0) = Z Q . 
se puede descomponer de forma única como suma de una solución periódica 
de (4.17) y una solución de la ecuación homogénea asociada, es decir, 

X(t) = Xp (t) + e'"^ {Xo - Xp m)é^ 
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