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Abstract

If E @, F is barreled and E has the bounded aproximation property then E @, F =E @, F.
If E @, F is ultrabornological then E @, F =E Q; F.

Resumen

Si E ®e F es tonelado y E tiene la propiedad de la aproximacion acotada, entonces £ @e F=
E®, F. SiE @, F es ultrabornolégico, entonces E @, F =E ®; F.

Nuestra notacién y terminologia sigue la de Floret (4). Dentro del es-
tudio de la estabilidad de ciertas clases de espacios localmente convexos en
productos tensoriales, Defant y Govaerts prueban en (3) que si £ y F son es-
pacios localmente convexos separados (l.c.s.) y £ posee la propiedad de
aproximacion acotada (p.a.a.) entonces £ ®, F es tonelado siy solo siE'y
F son tonelados y E ®, F coincide con E ®, F. Las ideas usadas por ellos
permiten probar (i) en el siguiente

Teorema.— Sean Ey F lc.s.

(i) Si E tiene p.a.a. y E ®, F es tonelado, entonces E y F son tonelados
v E®, F coincide con E ®, F.

(ii) Si E ®, F (E ®, F respectivamente) es ultrabornolégico, entonces
E y F son ultrabornolégicos y E ®, F (E ®_F respectivamente) coincide
con E®; F.

Demostracion.— Si para cualquier topologia tensorial a, £ ®, F es to-
nelado o ultrabornolodgico, entonces £ y F' son tonelados o ultrabornologicos
respectivamente.

(i) Basta demostrar que £ ®, F'y E®, F tiene elmismo dual. Sea B una
forma bilineal continua sobre £ x F' y sea B’ su linealizacion. Si (4,:¢t € T)
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es una red equicontinua en L(E, E) de aplicaciones de rango finito, conver-
giendo puntualmente a la identidad de E, las restricciones de B’ a cada
A(E) ®, F, que coincide con A;(E) @, F, son obviamente continuas, asi
lared {B'* (4; ® idp), t €T} esun débil acotado de(E ®, F)' que converge
puntualmente a B'. Como E ®, F es tonelado, B' pertenece a (E @, F)'.

(ii) Supondremos que E ®, F es ultrabornolégico. El otro caso es
anidlogo. Basta demostrar que toda forma bilineal separadamente continua
sobre E x F, B es continua. Sea B’ la linealizacién de B y C un disco de Ba-
nach en £ ®, F. Procediendo como en la demostracion del Teorema 1 en
(6), existe un subespacio G de E de dimension finita tal que G @, F,que es
subespacio topologico de E ®, F, contiene a C. La restricciébn de
B' a G ®, F es continua, y asi B’ estd acotada sobre C. Como E @, F es ul-
trabornolodgico B’ es continua. Q.E.D.

Observaciones 1.— El m-producto tensorial de un normado tonelado £
y un tonelado F' es siempre tonelado (ver (2) para una prueba directa; tam-
bién se puede razonar viendo la coincidencia de £ @, F con E ®; F). Asi
la condicion de suficiente del siguiente resultado es clara: “Sea F unl.c.s. y
E un espacio normado con la p.a.a. cuya completacion sea un Sp — espacio
para algun p. 1 < p < o , Entonces E ®, F tonelado si y sélo si E y F son
tonelados y F es nuclear”. (Para la condicion necesaria, por la parte (i) del
Teorema, £ ®, F coincide con E ®, F, y por tanto coinciden £ @, F'y
E ®. F;basta pues aplicar (5) 21.3.1).

2.— Con respecto a ciiando £ ®, F es ultrabornologico, mencionamos
que esto ocurre en cada una de las situaciones que siguen:

a) E es normado ultrabornoloégico y F' es ultrabornologico (un normado
ultrabornolégico no es necesariamente completo).

b) E'y F son (DF) ultrabornolégicos (por ejemplo (LB)-espacios).

¢) E es metrizable ultrabornologico y F' es Baire-like ultrabornolégico
(existen espacios Baire-like ultrabornolégicos no metrizables).
(a) y (b) se siguen de (4)4.4. y (c) de (6) Theorem. 4.

3.— De la parte (ii) del Teorema y la observacién precedente de deduce
el siguiente resultado: “Sea E un l.c.s. y E} su dual fuerte. E ®, Ej es ul-
trabornologico si y solo si E es un espacio normado ultrabornolégico”. Basta
tener en cuenta que si la forma bilineal canénica en E x Ej,, que es separa-
damente continua, es continua, entonces £ es normado.

La topologia hipocontinua  tiene propiedades de estabilidad, como
se prueba en (3) Theorem 12. Para espacios X, -tonelados y x,-casitonelados
(ver (5)) se tiene una situacion similar, sin que esto implique la concidencia
de E®, FyE ®;F,conEyF x,-tonelados: tomese como espacio E el es-
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pacio de Banach 1%(I), I un conjunto de cardinal no numerable, y como F' el
espacio 12(I), dotado con la topologia de la convergencia uniforme sobre los
acotados separables de 12(I). En este caso la forma bilineal canénica es se-
paradamente continua pero no hipocontinua.

Proposicion

Sean E y F espacios xq-tonelados (xo-casitonelados). Entonces E @ F
es Xq-tonelado (x4-casitonelado).

Demostracion: So6lo para el caso xo-tonelado. Sea W = N (W,:n =
1,2,...) un xg-tonel en E @4 K. Sea A un acotado de £y sean

V,,:={y€F:a®y€W,,, a€A ,n=1,2,...}

que son O-entornos absolutamente convexos y cerrados en F. Ideas similares
a las utilizadas en (2) Theorem 1, prueban que V: N (V,: n =1,2,...) es ab-
sorbente en F' y asi un O-entorno en F. Fijando un acotado B en F' y razo-
nando analogamente, deducimos que W es un O-entorno en £ @, F. Q.E.D.

En (1) probamos que si F es un espacio de Fréchet no normable, enton-
ces E ®, KW) es tonelado, o equivalentemente £ @, K¥) es bornologico,
si y so6lo si todo cociente de £ con una norma continua es un espacio de Ba-
nach. Este caso no puede ser cubierto por los teoremas generales incluidos
aqui. Sefialemos, sin embargo que como E ® K®) es localmente denso
en E @3,, KW) | se sigue que la condicion anterior es también equivalente a
que E ®, K@) sea ultrabornologico.
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