Operadores sobre espacios de sucesiones
infraperiodicas con valores vectoriales (1)

Por Jose MaNueL MoraL MeDiINA
Recibido: 10 diciembre 1983
Presentado por el académico numerario D. Manuel Valdivia

Sea ahora I' el espacio vectorial de las matrices ('y’} ezt jen de elemen-
tos de I(E, F) sujetas a las condiciones siguientes, que llamaremos relaciones
de compatibilidad :

r-1
a)yy;=Z vy parar€Z*, 0<j<v-—1.
W A

b)'y]'.’=0paraj>v.

Cada elemeﬁto de I' es, pues, una matriz triangular superiormente en la
que la fila rv se puede obtener “desdoblando ’ la fila » de modo que cada

elemento 7]'.’ de ésta no situado por encima de la diagonal principal se des-

componga en los r elementos 'y]f”, 'y]ff,, yeres 'y;f(r_ 1y de la fila rv.

Cuando E y F son espacios vectoriales topologicos llamamos I, al sub-
espacio de I' formado por las matrices (y ]” ) de T" que verifican la condicion

siguiente: para cada entorno U de 0 en F existe un entorno ¥V de O en E
tal que

v-1

Z 7. V C U paratodov € Z*,
j=o

Es claro que esta condicion implica que cada 'y;.’ es continua, de modo

que cada matriz de I, estd formada por elementos de L(E, F).
Demostraremos que I' y I'y son respectivamente isomorfos ama(Z, R(S),

IE, F)) y abu(Z, R(S), £(E, F)) —a los que notaremos abreviadamente ma y
by — y obtendremos como consecuencia de ello y de los teoremas 8 y 9 los
dos siguientes, que figuran en (Naiiez 1980) para sucesiones ordinarias y £
localmente convexo, y en (Moral 1981) para F = F = K.
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Teorema 10.— l(p(E), F) es isomorfo aT. La relacion entre los elemen-
tosyy (y ]" ) que se corresponden en el isomorfismo estd expresada por

v-1

Y= 2= 7]’.’. f() para f de periodo v
j=0

7]'-’(a)='y(avvf)paraV€Z+,j€N,O<j<v—l,aEE

Demostracion.— Definimos una aplicacion ® de ma en I' de la siguien-
te forma. para cada u € ma P(u) = ('y]'.’) es la matriz cuyo elemento vj es

'yl’.’ =wE,)para0<j<v-—-1y ;= 0 para j = v. De la aditividad de u

resulta inmediatamente que 7]’.’ cumple la relacién de compatibilidad a) y,

por tanto, pertenece ciertamente a I'. La linealidad de ® es consecuencia de
la definicién de las operaciones en ma y en I'. Si ®(u) =('y]'.’) = 0 es claro

que u es nula sobre S, y por tanto u = 0, lo que prueba que ® es inyectiva.
Para ver que es sobreyectiva, dada ('y]’.’) €Tl seau(E,j) = 'y]'.’ para cada v € Z*,
j €N tales que 0 <<j <v— 1. Larelacién de compatibilidad a) puede escribir-

r-1
se entonces u(E,;) = Z w(E,, j.5), lo que, segiin la observacion hecha
5=0

al comienzo de este apartado, prueba que u es aditiva sobre S. Su prolonga-
cion a R(S), que llamamos igualmente u, pertenece a ma, y obviamente

P(u) = (fy]'.’), lo que prueba que ® es un isomorfismo de ma sobre I'. Com-

poniéndolo con el de I(p(E), F) sobre ma definido en el teorema 8, se ob-
tiene un isomorfismo de I(p(E), F) sobre I" en el que a cada vy en el primer

espacio le corresponde ('y]’.’) en el segundo tal que, para v € Z*, j € N,
o0<jsv-—-1,
v; @ =u(E,;) *a= yav,;) para todoa € E

puesto que la funcion caracteristica de E,; es v,;. El isomorfismo reciproco
asocia a cada (7]'.’) € I el elemento vy de I(p(E), F) definido, para f de pe-
riodo v, por

v-
z

j=o0

1

YN=Z WE) D=2 77 )

Esto concluye la demostracion.
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Teorema 11.— Sea F completo. L(Ip(E), F) es isomorfo a T'y. La rela-
cion entre los elementos v y ( 'yl'.’) que se corresponden en el isomorfismo es-

td expresada por

Q-1

y(f)=1lim Z 'qu * f(G) para toda f € Ip(E)
o j=o

v; (@) =7(av,j)paravEZ*,jEN, 0<j<v—-1, a€E

Demostracion. Sea ® el isomorfismo definido en la demostracion ante-
rior y sea u € ma. Decir que ®(u) €'}, equivale a decir que, para cada entor-
no U de 0 en F, existe un entorno V de 0 en E tal que, para toda particion de-

laforma 1= {E,;} y < j <».1,v EZ*, se cumple:
v-1
T wE,;) - VCU
j=o

Esta condicion se cumple siempre que u es de variacion acotada. Para
probar que la afirmacién reciproca también es cierta, supongamos que se
cumple la condicién y que I' = {4, }; < i < n €S una particion de Z por con-
juntos de R(S). Existe entonces un entero positivo v tal que cada 4; es la
uniéon de los conjuntos disjuntos E,;, j € J;, siendo los J; disjuntos y

Cs

Ji={0,..,v—1}.

i=1

Por tanto
WA v C,EJ M(E,;) * V~ paracadai,
JeJ i ‘
de donde

v-1

WA) - VC I wE,)-VCU
j=o0

™ X

-1

1

Esto supone, como ficilmente se comprueba, que todos los valores
u(A4), A € R(S), son aplicaciones continuas, es decir, elementos de L£(E, F)
—dicho de otra manera, es innecesario en la definicién que hemos dado an-
teriormente de medida de variacion acotada incluir la condicién de que sus
valores sean aplicaciones continuas, pues ello viene obligado por la propie-
dad definitoria-. En consecuencia, ®(u) € I'y si y s6lo si u € bv, lo que sig-
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nifica que la restriccion de ® a by es un isomorfismo entre este espacio y I'p.

La composicion de éste con el de L(Ip(E), F) sobre by definido en el teorema

9 es un isomorfismo de £(/p(E), F) sobre I', cuya expresion se obtiene como
en la demostracion del teorema 10. Cuando f tiene periodo « se cumple que

Q-1 a1

1) = 2 (o)) = vi )

j=o0

Sea ahora f € lp(E} arbitraria. El teorema 1 nos dice que f = lim Fj,
o

siendo Fy, la sucesion de periodo « tal que Fy () = f(j) para 0 <j < a— 1.
Puesto que vy es continua se tiene:

Q-1

y(f) =limy(Fo) =Um T o« Fo() =
a a j=o

44
=1fm = 1% * f()

o j=o

Llegamos asi a la expresion del isomorfismo reciproco, lo que concluye
la demostracion.

La definiciéon de una aplicacion lineal de p(F) en F equivale, segin los
teoremas 8 y 10, a la definicion de la correspondiente medida de ma o de
la correspondiente matriz de I', que aparecen como dificultosas debido a la
relacién de compatibilidad a); por ejemplo, una vez construidas las cinco pri-
meras filas de una matriz de I', deben tenerse en cuenta en la construccion de
la sexta sus relaciones con la segunda y tercera, lo que hace que dicha cons-
truccién parezca farragosa. Incluso puede plantearse la duda de que pueda
hacerse; esto es, en términos generales, plantearse la cuestidon de si existe una
matriz de I que tiene por filas 1, 2, ..., n, unas determinadas que cumplen
entre si las relaciones de compatibilidad. Veremos més tarde que la respues-
ta es afirmativa. .

Un método para reducir la complicacion del problema de definir una
matriz de I' consiste en construir las filas 1, 2, 6, ..., n!, ... de la matriz, lo
que puede hacerse prescindiendo de las demds y teniendo sblo en cuenta las
relaciones entre ellas, que ademas pueden reducirse a las de cada una con la
siguiente. Posteriormente pueden construirse las restantes filas a partir de és-
tas, que las determinan completamente a través de las relaciones de compati-
bilidad.

Antes de enunciar el teorema siguiente, que precisa y justifica el mé-
todo, definimos 2 como el espacio vectorial de las matrices (0”)), cz+ jen

de elementos de /(E, F) sujetas a las condiciones siguientes:
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v

a') o) = s_ZO 0%, Dara0<j <yl -1

b o” = 0paraj =>!

Cuando E y F son espacios vectoriales topologicos llamamos §2; al sub-
espacio de §2 formado por las matrices (0]'.’) de £ que verifican la condicion

siguiente: para cada entorno U de 0 en F existe un entorno V de O en E tal
v!-1

que Z o]’.’ « V C U para todo » € Z*. Es claro que esta condicion implica
j=0

que cada o]’.’ es continua, de modo que cada matriz de §2; esta formada por

elementos de £L(E, F).

Como veremos enseguida, cada matriz de £ se obtiene de una matriz
de I' —y so6lo de una— eliminando las filas cuyo ntiimero de orden no es un
factorial. La misma relacion existe entre las matrices de £, y las de I',.

Teorema 12.— lp(E), F) es isomorfo a . La relacion entre los ele-
mentos vy y ( o]’.’) que se corresponden en el isomorfismo estd expresada por

v!i-1

Y(f)= T o’ + f()parafde periodo v!
j=o

0! @) =7y(av, )paravEZ*,jJEN,0<j<vl - 1,a€E

Demostracion: Probaremos que la aplicacion ¢: I' — £ dada por
v((y ]‘.‘)) = (7]’.”) para toda (y ]‘.’) €T es un isomorfismo. Nuestro teorema re-
sulta entonces inmediatamente del teorema 10 por composicién de isomor-

fismos. Vale la pena resaltar aqui que v estd bien definida en el enunciado,
pues toda sucesion perioddica tiene un periodo de la forma v!.

Es muy sencillo verificar que (o]’f) = (y ]'.”) pertenece efectivamente a

§2, pues la condicién a’) es la relacion de compatibilidad @) particularizada
para las filas ! y (v + 1)! = (v + 1) * v!. Es asimismo sencillo ver que ¥ es

lineal. Para ver que es sobreyectiva hemos de probar que si (o]’.’) verifica a’)
y b") existe.(fy]'.') €T tal que 'y]'.” = o]’.’ para cualesquiera v € Z*,j €N con
0 <j < — 1. En los razonamientos que siguen usaremos la notacién
vR(mv) para expresar que los elementos de la fila v y los de la fila my de

la matriz ('y].”) de elementos de I/(E, F) cumplen las relaciones de compatibi-
lidad. Puesto que
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{s+mo<s<m-1, 0<t<n-1}=A0,1,..,nm—1},

para cualesquiera m, n, v €Z*,jEN,con0<j< v — 1, se verifica la si-
guiente identidad:

m-1 n—1 nm —1
s=0 tz=:0 7ffs'lr)t+l;m v ’ =Eo 7;l+r;lvv
De ella se deduce mediante breves calculos que
VR(mp), (mv)R(nmv) = vR(nmv) *)
VR(nmv), (mV)R(nmv) = vR(mv) (**)

Ahora definimos 'y,'-” = 0; para todo » € Z* yj €N. Si7 no es un fac-
torial definimos los 'ij de forma que 7 R 7!, es decir, a través de la relacion
de compatibilidad @) con los 7}’ y haciendo 7/ = 0 para j > 7. Sean
Ty, T, € Z*y 7, = %,. Cuando 7,, 7, son factoriales, de la relacion

v R (v + 1)! se deduce por induccién y por la transitividad expresada en (*)
que 7; R 7,. En el caso general es claro que 7y R 7,!y 7, R7,!. Ademis

T,! R7,! porser7; <7,;luego 7; R 7,! envirtud de (*). Aplicando (**)
aéstayaTt, RT,! se obtiene 7, R 7,. Por tanto ('Y]-”) €T'. Es obvio que
Y((v/")) = (6;") y que (v;") es el inico original de (0;") en la aplicacion ¥, lo
que concluye la demostracion.

Analizando la relacién entre los teoremas 8 y 9 y entre los 10y 11 es
légico conjeturar que, cuando E y F son espacios vectoriales topoldgicos y

F es completo, £ (Ip(E), F) esta representado por 2, tal y como confirma
el siguiente enunciado.

Teorema 13.— Sea F completo. L(Ip(E), F) es isomorfo a Sk . La rela-
cion entre los elementos v y ( 0]-”) que se corresponden en el isomorfismo

estd expresada por

v!-1

() = lim  Z 0/ * f(j) para toda f € Ip (E)
vroe j= v
0/(@)=v(av,, ;) parav €Z*jEN,0<j<v! — 1,0 €E

Demostracion: Probaremos que la restriccion a I'p, del isomorfismo y
definido en la demostracion del teorema anterior es un isomorfismo de I’y

sobre £2;. Sea (7j”) € I'. Decir que ¢ ((7].” )) € Q, equivale a decir que,

dado un entorno U de 0 en F existe un entorno V de 0 en E tal que
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™

,yju! VCU

~.
]
(=]

para todo v € Z*. Obviamente esta condicidon se cumple siempre que
('y].”) € I'y. Reciprocamente, supongamos que la condicién se cumple y
que o € Z*. De la relacion de compatibilidad @) se deduce que

r—1

o . a .
% VC 2 vtV

para todor € Z* [k € N,0< k < a — 1. Haciendo r = (o — 1)!, de modo
que ro = !, se tiene:

a-1 ra-1
T y2-VC Z re.ycu
ko 'k j=o %

ya que
{k+sa:0<s<r-1,0<k<a-1} ={0,1,..,ra—1}.

Por tanto, xl/(('y].” ) € £ siy solo si (*y].”) & 7T, lo que prueba que la res-

triccion de Y a I', es un isomorfismo de este espacio sobre §2,. Compo-
niéndolo con el definido en el teorema 11 entre L([p(EF), F) y I'yobtene-
mos el isomorfismo buscado de £(Ip(F), F) sobre 2. La expresion de éste
que se da en el enunciado se deduce como en el teorema 12. En cuanto a la
expresion del isomorfismo reciproco, resulta también de la dada en el teo-
rema 12, teniendo en cuenta que, de acuerdo con las consideraciones hechas
al final del apartado 1,

a-1 v!-1
ImZ 4% fG)=lim 2 ' f()
a j=o voe j=0

siempre que el primer limite exista.

El teorema 12 resuelve el problema de construir elementos de I(p(E), F)
—o0, equivalentemente, elementos de ma—., supuesto que se tiene definido al
menos un elemento de [/(E, F). Sin embargo, no resuelve problemas mads
complicados, como el que hemos enunciado anteriormente: Construir, si ello

es posible, una matriz (7].”) € I' —o una medida u € ma—, dadas 'y]."
—ouE, /.)-para v=12,..,rnyj=0,1,..,»v — 1. En otros términos, se tra-
ta de definir una aplicacién lineal y de p(F) en F conociendo las image-
nes de a,;, v = 1,2,..,nj=0,1,..,v — 1,a €E; es decir, conociendo las

imagenes de las sucesiones de periodo menor o igual que v, y por tanto de
todas sus combinaciones lineales. La resolucion directa de este problema es
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farragosa debido a la marafia de relaciones que se deben respetar en la cons-
truccién de 'y]."' , una vez conocidas las filas anteriores de la matriz, cuando m

tiene varios divisores primos. Es sencillo, en cambio, resolverlo desde un en-
foque diferente, que ademés tiene por si mismo un gran interés.

En lo que sigue suponemos K = C, salvo indicacién expresa en sentido
contrario, y llamamos P al conjunto de nimeros racionales del intervalo

[0, 1). Paracadaa € P sea e, la sucesion de p(C) definida por
e, (n) =e?2m" paratodon € Z

Sia = j/v, en lugar de e, escribiremos con frecuencia € s notacién que tie-

ne la ventaja de destacar que e =e;, para cualquier r € Z*.

rifrv
El siguiente resultado se encuentra demostrado en el capitulo III de
(Moral, 1981), excepto la ultima féormula, que resulta de sustituir la expre-

sién de v, en la igualdad

v-1

f= = fk,.
k=0

Teorema 14.— U, = {ea: o € P} es una base algebraica de p(C). Para

cualesquiera v €Z*, j, kEN, 0<j, k<v — 1, se verifica:

v-1 1 v-1
Gv = 12, G EWip v = 5 Z €y, (R,
y, si f tiene periodo v,
v-1 1 V-1
=2, 2 enhrite,

Llamemos G al espacio vectorial de las aplicaciones de P en I (E, F).
Cada elemento de G puede considerarse como una familia (y " daep de aplica-

ciones lineales v, de E en F.

Teorema 15.— I(p(E), F) es isomorfo a G. La relacién entre los elemen-
tos v y (v, uep que se corresponden en el isomorfismo estd expresada por
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V-1 V-1

1
() = " kz;o ¢, (= k)v;;, * fk) para f de periodo v

j=0

Yo@) =v(ae,)para a EP, a€EE

Demostracién: Para cada v € I(p(E), F) sea A (y) = (Yo )yep» donde
para cada o € P v, (a) = y(ae,) para todo a € E. Es claro que cada v, es li-

neal y que A es una aplicacion lineal de I(p(E), F)en G. SiA(y) = Oy f tie-
ne periodo v

1 V-1
= X - X e,; (—k k)., )=0
W=z - Z el n(ftke;,)
en virtud de la ultima parte del teorema anterior y de que 'y(f(k)e]./v) =
= ’yj/u(f(k ) =0paraj, Kk €N,0<j, k <v - 1.Por tanto, Aes inyectiva.
Para ver que es sobreyectiva, dada (v, ),.p definamos + por la primera de

las formulas del enunciado; en virtud de la linealidad de las Yy €sto equivale

a definir
v-1 1 v -1
V=2 =, (E e, (~OfK)
j=o v 1Y ko 7

para f de periodo v. Para probar que vy estd bien definida basta demostrar
que, si v € Z* es un periodo de fy r € Z*, el segundo miembro de la expre-
sibn anterior es igual a

-1 rv-1

rv
n2o v T ) g Snlry GO (M) *)

y tener en cuenta que dos periodos de f tienen siempre un multiplo comiin
que también es periodo de f —o también, que el conjunto de periodos es el
ideal de Z engendrado por el minimo de ellos—. El término entre llaves de
(*) esigual a
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V-1 r-1
z € /ry

k=0 s=o0

k—-sv)flk +sv)=

v-1 r-1
k§° eh/” (— k) [sf:o eh/r(_ S)]f(k)

y el término entre corchetes vale r si 2 = jr, 0 <j<v — 1,y O en caso con-
trario; luego (*) resulta ser igual a

V-1 1
z — jr/rv

v-1
. (2 e, (- Rrf)=
j=0 IV k=

V-1 1 V-1
=T v, (2 gy, (Rfe)

Ademis v € I(p(E), F), como puede deducirse de que dos sucesiones de
p(E) tienen siempre un periodo comun. Finalmente, para cualesquiera

hlv=aE€Pya€E,
V-1 1 v-1
2o G C Ry, 6y, Do) =

e =2z -
7(“ h/v) j=o v

=3 p>

k=0

v-1 1 v-1 .
v [ ek/u ("'] + h)] 7,'/,,(“)

Jj=0

El término entre corchetes vale v sij = h y 0 sij # h, por lo que y(aey) =
=1v(aen/,) = Yn/v(@) = vq(a) para todoa € Ey o € P. Es decir,A (v) =

= (Ya)aep, 10 que prueba que A es sobreyectiva y concluye la demostracion.

Las dos primeras igualdades del teorema 14 siguen siendo vélidas si se
reemplazan €/, y v,x DOT aej/, y av,, respectivamente, siendo a € E. De

ello se deduce que si y € I(p(E), F),
v-1
0% (dej/,,) = k?o ej/u(k)’)’(avvk)

1 V-1
y(@vk) = = Z ¢ (= k)v(aey,)
V j=0
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Si ('y].”) y (Yadaep sON, respectivamente, los elementos de I' y G que corres-
ponden a v en los isomorfismos definidos en los teoremas 10 y 15, es
Yi/v(@) = 'y(ae,«/,,)' Y 7, @) = v(av,;) para todo a € E. Por tanto, se cum-
ple que

v-1
Yilv = ki €/, (K)yy

v-1

]E:o e]'/v(_ k)'Y//u

A4
I
|

1
'Yk"V

para cualesquiera v € Z*, 0<j, k <v — 1. Es claro que estas igualdades
definen un isomorfismo entre I' y G —lo que por otra parte se puede probar
directamente sin dificultad— . Obtenemos asi el siguiente procedimiento

para construir una matriz ('y,: ) € T’ cuyas n primeras filas —sujetas a las con-

diciones de compatibilidad entre ellas— sean dadas: calculamos con la prime-
ra formula las Vi/vs 1 <v<n 0<j<vp-1,y aiiadimos después arbitraria-

mente las deméds componentes de (yq)aep. A través de la segunda formula se
calculan después todas las v} ; se comprende facilmente que v.,v3, v} ...,
% : yeees Y :_1 coincidiran con los valores de partida. Tenemos asi resuelto con

sencillez el problema que hemos planteado y comentado anteriormente.

Por supuesto, el teorema 15 permite también construir, conociendo al
menos un elemento de /(E, F), un gran nimero de elementos de /(p(E), F),
pues cada aplicacion (yy)gep de Pen I(E, F) define uno a través de la prime-
ra de las férmulas del enunciado.

En el isomorfismo definido entre I' y G el espacio I';, es isomorfo,
segan las formulas anteriores, al subespacio G de G formado por 10s (vq)gep
que verifican la siguiente condicidn: para cada entorno U de O en F existe
un entorno V de 0 en E tal que, para todo v € Z*,

v-1 1 V-1
> [; z €/y (—k)’y]'/,, ] VCcuU

k=0 j=0
Usando el teorema 11 y componiendo isomorfismos podemos, pues,
establecer —cuando F' es completo— un isomorfismo entre L(Ip(E), F) y Gy,

cuya relacion con el definido en el teorema 15 es la misma que existe entre
los de los teoremas 10y 11.

Teorema 16.— Sea F completo. L (Ip(E), F) es isomorfo a Gy,. La rela-

cion entre los elementos v y (Yo )aep que se corresponden en el isomorfismo
estd expresada por
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-1 -1

1 -
YN =1m Z — T ga(-k)yq * SK)

a j=o

para toda f € Ip(E), y

-1
Yila@) = k§0 e/o (k)Y (avgr)

parac€Z*, 0<j<a—1,a€E.

S. Operadores de Ip(E) en Ip(F) que conmutan con la traslacién. Sean
E, F espacios vectoriales sobre X(C o R), y N(E), x(F) subespacios vectoria-
les de w(E), w(F) respectivamente, invariantes por traslaciones en el sentido
estricto que se ha definido en el apartado 1. Llamamos Ti(A(E), x(£)) al
espacio vectorial formado por los operadores lineales L de A(E) en x(F) que
conmutan con la traslacion, es decir, tales que 7L = LT —y por tanto

LT"™ = T"L para todo entero n—. Es de notar que usamos la misma letra T’

para designar el operador traslacion sobre distintos espacios.
Para cada L € Ti(AM(E), w(F)) seay; € I(N(E), F) la aplicacion dada por
v (f) = (Lf)(0) para toda f € A(E). Para todo n € Z se tiene:

L) = (TTLAO) = LT")O0) =y, (T"f)

De aquf se deduce que la aplicacion lineal y: L = v, es inyectiva. Ademas,
para cada y € IA(E) . F) el operador lineal L tal que (Lf)(rn) = v (T"f) para

toda f € N\(F) y todo n € Z conmuta con las traslaciones y verifica /(L) = v.
Hemos obtenido asi el siguiente resultado:

Teorema 17.— Sea N(E) un subespacio vectorial de w(E) invariante por
traslaciones. Ti(A(E), w(F)) es isomorfo a | (N(E), F). La relacion entre los
elementos L y vy, que se corresponden en el isomorfismo estd expresada por

vz () = (L)), (L)) =y, (T"f)

para cualesquiera fEN(E)y n € Z.

Cuando A(E) y x(F) son espacios vectoriales topologicos, llamamos
TIN(E), x(F)) al espacio vectorial formado por aquellos operadores de
Ti(N(E), x(F)) que son continuos. Supongamos que T es un homeomorfismo
de A(E) sobre N\(F) y sea m,, para cada n € Z, la proyeccion n—ésima de
w(F) sobre F, dada por m,(f) = f(n) para toda f € w(F). Puesto que la topo-

logia de w(F) es la inicial para la coleccion {m,: n € Z}y m,L =+, T", una
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condicién necesaria y suficiente para que L sea continuo es que o7 T sea

un operador continuo de A(E) en F para todo n € Z, lo que se verificasiy
solo si v, es continua, es decir, siy solo siy; € L(N(E), F). Hemos obtenido
asf la primera parte del resultado que sigue; a), b) y c¢) pueden verse demos-
tradas en (Moral 1982).

Teorema 18. Sean \(E), F espacios vectoriales topoldgicos, el primero
de ellos subespacio vectorial de w(E) y tal que T es un isomorfismo topolo-
gico de N(E) sobre N(E). Entonces TI(\(E), w(F)) es isomorfo a L\(E), F)
y se cumple que:

a) Si {T": n € Z} es una familia equicontinua de aplicaciones de

NE) sobre N(E), entonces Lf € 1™(F) para todo L € TI(\(E),
w(f)) y toda f € NE);

b) Si ME) y F son F—espacios y T una isometria de \(E) sobre
NE), entonces TIIN(E), w(F)) = TIIN(E), [=(F));

c) Si ademds N(E) y F son espacios de Banach, entonces TI(\(E),
17(F)) es congruente con LIN(E), F), dotando a |”(F) de la norma
del supremo.

Obsérvese que, para el caso en que E es un espacio vectorial topologico,
no se hace ninguna hipdtesis sobre la relacidon de la topologia de A(F) con
la de w(E). Por otra parte, puede demostrarse que un espacio vectorial topo-
logico F' es un F—espacio o un espacio de Banach si y solo si [“(F) es un
F—espacio o un espacio de Banach, respectivamente. En efecto, sid esuna
métrica compatible con la topologia de [*(F) y v es la sucesidén constante
unidad, la métrica d definida por

Va, b €F d(a, b) = d(av, bv)

es compatible con la topologia original de F, pues el entornoa + U dea € F
contiene la bola B,(a, p) si el entorno av + Wy de av € [”(f) contiene la bola

Bg(av, p); y reciprocamente B;(a, p) contiene a a + U si By (av, p) contiene
aay + Wy . Sid procede de una norma, d también procede de una norma.

Reciprocamente, si F' es un F—espacio y d una métrica invariante y
acotada sobre F, la métrica d definida por

Vf,g€I1°(F) d(f,8) = sup d(f(k), g(k))

induce sobre [ “(F) la topologfa original de este espacio. Cuando F' es norma-
do basta definir

vFeI*(F) Al = sup IFI
keZ
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para tener una norma sobre [ “(F). El argumento es andlogo al expuesto an-
teriormente: Bz (f, p) contiene a f + Wy si Bg (0, p/2) contiene a U, y
f + Wy contiene a Bz (f, p) si U contiene a B; (0, p). La equivalencia entre
la completitud de F y la de I™(F) ya ha sido comentada al principio de [3].

Es claro que p(F) es invariante por traslaciones, por lo que el teorema
17 es aplicable con A(E) = p(E). Ademas, si L € Ti(p(E), w(F)) y f tiene
periodo v se cumple que T*(Lf) = L(T*f) = Lf; es decir, Lf € p(F). Por tan-
to, Ti(p(E), w(F)) = Ti(p(E), p(F)). Por otra parte, si llamamos f'a la suce-
sion simétrica de f, cuya n—ésima coordenada es f(n) = f(— n), es claro que
f = f es un isomorfismo de p(E) sobre si mismo, por lo que las férmulas del
teorema 11 pueden sustitufrse en este caso por vz (f) = (Lﬁ 0), (LH(n) =
= v, (T"f). Componiendo el isomorfismo definido por estas formulas con
los de los teoremas 8, 10, 12 y 15, se tiene:

Teorema 19.— Ti(p(E), p(F)) es isomorfo a cada un;) de los espacios
ma, " y Q. Cuando K = C, Ti(p(E), p(F)) es isomorfo ademds a G. La rela-

cion entre los elementos L, u, (7]."), (0].”) v (vq) que se corresponden en 1os

isomorfismos estd expresada, para toda f € p(E) de periodo vy todon € Z,
por

-1 v-1

Lf)(n) = ’Eo MEk) * fin — k)= k§° Yy fln—k)=

1 V-

oy fin—k)= X

1
0

R | -

V-1 .
=X - T g Ry Sk

y también, para todo a € E y cualesquierav, k,j € Z* tales que 0 < k< v—1,
0<j<v!-1,por

M(E, k) * a =y (@) = (L@av,£))0)
07 (a) = (L(a,;, )X0), ¢/, (@) = (L(aex/,))0)

Se puede aplicar la parte inicial del teorema 18 a A(E) = Ip(E), ya que

T es un isomorfismo topologico de [*(E) sobre [“(E) y Tf, T ! f pertenecen
obviamente a Ip(E) si f € Ip(E). También se puede aplicar la parte a), puesto
que la familia de aplicaciones {T™: n € Z} es equicontinua sobre Ip(E), pero
su conclusiéon puede mejorarse, e incluso obtener un resultado mas fuerte
que el de b) sin la exigencia de que Ip(E) o F sean F—espacios. En efecto,
sean L € TI(Ip(E), w(F)), f € Ip(E) y U un entorno de 0 en F. Puesto que 1y,
es continua, existe un entorno ¥ de 0 en £ tal que (Lg)(0) €E Usig € p(E) N

NWy.Sear € Z* talque T*f — T7f€ Wy sik —j = 1. Entonces:
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(LK) — (LNG) = (L(T*f - TINHN0) €U

lo que Iﬁrueba que Lf € Ip(F). Por otra parte T""g € [p( E) N Wy para cual-
quier n siempre que g € Ip(E) N Wy, y entonces (Lg)(n) = (L T"g)0)e U
para todo n € Z, es decir, Lg € Wy . Por tanto, L es continuo de Ip(E) alp(F),
y hemos obtenido que TI(lp(E), w(F)) = TI(Ip(E), Ip(F)).

De lo anterior y de que f — f' es un isomorfismo topofc%gico de Ip(E)
sobre Jp(E) se deduce que un isomorfismo entre TI(p(E), Ip(F)) y

L(Ip(E), F) viene dado por las formulasy; (f) = (Lﬁ(O), LH) =7, (T”ﬁ.

Componiéndolo con los de los teoremas 9, 11, 13 y 16 se obtiene el resulta-
do que sigue.

Teorema 20.— Sea F completo. TI(Ip (E), Ip(F)) es isomorfo a cada uno
de los espacios bv, 'y, y . Cuando K = C, TI(Ilp(E), Ip(F)) es isomorfo
ademds a Gy, . La relacion entre los elementos L, u, ('y]." ), (o].") yA('ya) que se
corresponden en los isomorfismos estd expresada, para toda f € Ip(E) y todo
n € Z, por

-1

@nm = frrfdu = m T g« fn—k) =

vli-1 -1 1] «-1
=lim % o’ fi(n—j)=lm T — T e/,(—k)vjq " fn—k)
fm % g fln —j)= lim 2w ¢ja(—K) Yj/q * fln—k)

y también por el segundo grupo de formulas del teorema 19.

Para cada f € Ip(E) la convergencia de la red S (T"f) a / T"fdu es uni-

forme en n € Z, independientemente de cuél sea la eleccion de los r; € A;
para cada particion IT = {4, }, < i < p- Esto puede demostrarse generalizan-

do a espacios vectoriales topologicos £ y F arbitrarios el razonamiento de la
proposicion (16), cap. III, de (Moral 1981) para E = F = K, que prueba que
Fa(n) = Sp(T"f) es de Cauchy uniformemente en n € Z, es decir, que

{Fn} C I™(F) es de Cauchy en este espacio, y por tanto converge en él a la
sucesion G cuya coordenada n—ésima es G(n) = |T"f du.

Otra demostracion se obtiene repitiendo la del teorema 5 de este tra-
bajo para R = R(S), sustituyendo f y g por T"fy T"g respectivamente y
observando que

Sp(T"g) = f T"g du

para todo n € Z si g tiene periodo v yII = {E,;}o < j < v 1-



70 JOSE M. MORAL MEDINA

Finalmente, una tercera via para probar nuestra afirmacion es la siguien-

te: Fijado U € Br(0), sea V € Bz (0) tal que fg du € Usig €Wy NIp(E),
y T €Z* tal que

ki —k;=17 = Vn€Z (T"N)k,)—(T"Hk)EV

Seallo = {E;c}o < e < r—1, 1 = {4;}1 < i < p Una particion més fina que

Iy y r; € A; para 1 < i< p. Para cada m € Z existe un nico 4; tal que

m € A;; el correspondiente r; y m pertenecen al mismo E,_ ., y por tanto

m —r; = 7. Luego, para todon € Z,

P
[Tnf — Z (T"Nx, i] m) = T"f)im) — (T"NH(HEV
i=1
Por consiguiente, la sucesidon entre corchetes pertenece a Wy N Ip(E); puesto

que ﬁT"f)(r,-) X4 idu = u(4;) * (T"f)(r;), esto implica que
P
fT"fd# - l_i uA) - (THrpel

para todo n € Z siempre que II =11, lo que concluye la demostracion.
De acuerdo con los razonamientos del comienzo del apartado 4, la co-

leccion {Il,: & € Z*} de particiones de Z, donde I, = {Eq;: 0<j<a — 1},
es cofinal en la coleccion ordenada (P, <) de las particiones de Z por conjun-
tos de R(S). Ademids, 1, < Ilg si y solo si § = o, lo que significa que
({11,},<)y D = (Z*,<) son orden—isomorfos. La subcoleccion{Il, ,: » € Z*}
es cofinal en la anterior y orden—isomorfa a Z* dotado de su orden habi-
tual: T, <1II ., siy solo si » <. Por tanto, si una red {x;;: 1 EP} de un
espacio vectorial topologico X converge a x € X se cumple que

x = lim xq (o) = lim X 1)
o PEX

Antes de aplicar lo anterior a X = [”(F) fijamos la siguiente notacién: para
cada § € L(E, F) y cada entero k llamamos ¢ o T* a la aplicacion lineal de

Ip(E) en Ip(F) que verifica I, (¢ o T%) = {11, Tk = ¢Il,,_ 4 paratodon €Z
(usamos el simbolo I, tanto para la proyeccion n—ésima de w(E) sobre E
como para la de w(F) sobre F). En otros términos, para toda f € Ip(E) y
todon €Zes (€ o T ) =§ o fn— k).

Fijada f € Ip(E) sea xp(n) = Sy (T"f); para Iy = II(«) elegimos
rj = j € Eqj. Obtenemos entonces:
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14 ~ p
xn()=Z u4;) - (T"N)(r) = '21 W) o T f)(n)
=1 i=
sill ={4;}, < ;< pyri€A;paral<i<p.Por tanto, si definimos la con-
voluciéon de f € Ip(E) con u € by como f * u = lim x, de modo que
II

F*wn)= [T"fdu para todo n € Z, se cumple que

-1

p .
f¥u=lim T p(A4)oT"if=1im Z w(Ey)o T'f
I i=1 a j=0

en [~(F). Del teorema 20 resulta ahora el siguiente, con el que concluimos
el presente trabajo:

Teorema 21. Sea F completo y sea L un operador de Ip(E) en I™(F).
Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) L € TI(Ip(E), Ip(F)).

b) Existe u € by tal que Lf = f * u para toda f € Ip(E).

-1

¢) Existe (7 ) €Ty tal que L =1im X 7 o T7 en la topologia
o ] 0
fuerte de operadores de L(Ip(E), | =(F)).
v!i-1

d) Existe (0”) €8y talque L =1im 2 o;’ o T/ en la topologia
Vvaw [=0

fuerte de operadores de L(Ip(E), | “F)).

Obsérvese que en ¢) y d) L estd expresado en funcién del operador tras-
lacién T. En particular, cuando £ = F = K cada operador lineal y continuo L
de Ip(K) en Ip(K) que conmuta con la traslaciéon puede expresarse (Moral
1981) como

a-1 v!-1

L =1lim Z Y; AT/ =1lim = o T/
o

Voo ] =0
yaque § o Tk = §(1)Tk para todo ¢ € £(E, F). Si inicamente es £ = K, po-

demos escribir, con la notacion que hemos venido usando:

Q- v!-1

Lf=1im E 'y (DT’ = lim E o} (HT'f
a

Voo

para toda f € Ip(K).
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Para concluir, el autor desea expresar su reconocimiento al profesor
Valdivia Urefia, director del trabajo (Moral 1982) a lo largo de cuya realiza-
cion, con su estimulo e indicaciones, se han obtenido la mayoria de los resul-
tados aqui expuestos.
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