
Influencia de la frontera en la 
representación conforme 

Por BALTASAR RODRIGUEZ SALINAS* 

Recibido: 7 marzo 1986 

Abstract 

In this paper we compute the function o¿¡ {r), defined in [3], in some particular cases, by means 
of appropriate inequalities, which will also be useful in the problem of equivalence of classes of func
tions with asymptotic expansion. The main tool will be as in Ahlfors 111 and Mandelbrojt [21, the 
study of the influence of the boundary in the conformai representation. 

Resumen 

Con el objeto de calcular en algunos casos particulares la función a^ (r), definida en [31, me
diante apropiadas desigualdades, que serán útiles en el problema de equivalencia de clases de funciones 
con desarrollo asintótico, vamos a estudiar de manera análoga que Ahlfors [11 y Mandelbrojt [21 la in
fluencia de la frontera en la representación conforme. 

7. Definición.— Diremos que una región B del plano complejo comple
tado Z es del tipo T^ si satisface las condiciones siguientes: 

1. La frontera de B es una curva cerrada 

C = { z = a + r(r)e'^^^^: t^^t<t2} 

de Z y a EC. 
2. Existe un ángulo plano de vértice a y de ajnplitud ^ > O cuyo inte

rior está contenido en B. Por tanto, ^EB. 
3. La intersección de B con cada circunferencia {z: \z —a\ = r} es un 

arco 7;. de extremos re^"^^^^^ y re^'f^ir) ^^^^ O <<^2 W - ^i W "̂  
< ITT. La indeterminación que se presenta para estas funciones 
^1 (^) y ^2 (ñ para r > p ^ = s u p {\z — a\: z EC} cuando ^EB 
la eliminaremos tomando <Pi (r) = ^i (p¿¡) y ^2 (^) ~ V̂i iPa) + 27r 
para r > p^. La longitud de y^ será, por consiguiente, r^ {r) = 

4. ^i (r) y ^2 W son funciones de variación acotada en (O, +00) 
o, lo que es igual 

* Este trabajo ha sido parcialmente subvencionado por la ayuda número 0338/84 de la CAICYT. 
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f \dd\ = \dit,)-dit2)\+ p \dd{t)\<+oo, (1.1) 

Debido a esto se pueden definir las funciones Vj^ (r) {k = 0, 1 ) escribiendo 

Jo 

para k=l,2 y 

y los números 
Vo(r) = v, (r)-\-V2(r), il2)o 

VQ = lim Uo (r) 

ü = lim ^(r) + Vo= I \dd\ 
v-*0 Je 

son finitos. 
En el estudio que hacemos a continuación vamos a considerar dos re

giones B^ y Bz del tipo TQ, por ello conviene distinguir de alguna manera 
los números y funciones asociados a Bz de los de J?^. Esto lo haremos 
empleando letras minúsculas para B^ y mayúsculas para Bz. 

Supondremos tanlbién que <» es un punto interior de Bz y Bz ó bien 
que oo es un punto frontera de ambos conjuntos. Entonces existe una repre
sentación conforme Z = Z (z) de Bz sobre Bz tal que 

lim Z(z) = O (zEBz) (1.3) 
z-*0 

lim Z(z) = 00 (zGB,). (1.4) 

La aplicación inversa la designaremos por z =z (Z) y pondremos 

R(r) = infR(re''^) y R (r) = sup R (re''^) (1.5) 

sobre 7, = {re''^: </?! (r) < v? < ^2 (r)] con R (z) = \Z (z) |, y 

r(/?)=inf/-(i?e' '*) y 7(/?) = sup/• (/?e'*) (1.6) 

sobre JR = {/?e'*: «i>i (i?) < <i> < $2 (^)} con r(Z) = \z (Z) 1. 

2. Lema.— Si 

£ í/r ^ 47r 
> : r ' (2.1) ,, /-^ (/•) ^ ' 
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resulta 

log — > / 
^ R(rr) 2n J^^ 

dr 

ry>ir) 
4^. (2.2) 

Demostración.— La longitud de la imagen del arco 7^ por la aplicación 
z ->• log Z (z) es al menos igual a [^^ + co (r)^ ] ' ' ^ siendo 

CO (r) = log 
Rjr) 

es decir, 

[*2 + c o ( r ) 2 ] 211/2 
l'ire'"") 

Zire'"") 
d^. 

De aquí se obtiene por la desigualdad de Schwarz, 

'^^'^ | Z ' ( r e ' ^ ) «̂  

y, por consiguiente, 

^ ^ + CO (r) 
/

V 2 

Z(re' '^) 
d</? 

2̂ p ^^ ^ p 

'•2 rVíC) I z' (re''") 1̂  

/ 

p(/-2) p 

Z (re'^) 
r dr d^^ 

2^ c / /?d$ 

i? 
27r log 

/ ? ( r2 ) 

RirO 

puesto que 

para ri < r < / '2 . 
Por tanto, 

R(ri)<R(r)<R(r)<R(r2) 

log 
^ ( r i ) " 27r J^^ r(p(r) 27rj^^ 

c^(r)" 

r^(r) 
dr - œ{ri) - co(r2) 

Por otra parte, de (2.1) se deduce que existen dos números r[ y ^2 con 
^1 "^^i ^ ^ 2 "^^2 tales que 
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P' dr p dr 2ir 

r^(r) ^ 

Si ponemos entonces, 

(2.3) 

1 f» 
r<p(A-) 

dr - 03 ir) 

1 r aj(r)2 
A: (r) = — — y - dr - CO (r), 

27r J ^̂  ni» (r) 

resulta 

R (r, ) ^^ r^ dr 
l o g ^ 7 ^ > — - / — - + ^ ( r i ) + fc(r2). (2.4) 

Se puede encontrar un número r" con ri < r" < r\ de forma que 
h (r") > —^. En efecto, en caso contrario tendríamos 

00 (r)^ 
^ (r) = * + /z (r) + 00 (r) = * + — / —^-^ dr<03 (r) 

r^(r) 

en el intervalo iri,r'i) y, por consiguiente, sería 

co(/-)2 ^ Hir)^ 
H' ir) = - ^ < -

en (r , , r ' , ) y 
27rn^ (r) lirr^p (/•) 

] = 
r » dr f ' 1 
/ - ^ ^ < 2 7 r / d [ — 

r 1 1 
= 27r — -

lHir[) H(ri 

ir) 

que está en contradicción con (2.3). 
De manera semejante se demuestra que existe un número r'2 con r'2 < 

<r'¡<r2 talque Â ; ( r 2 ) > - ^ . 
Por tanto, si se sustituye en la desigualdad (2.4) ri y 2̂ por r" y r2 

resulta 

\og^)^>—- —--+h(r'l)+k(r'¡)> 
R(ri) lit J ^n r^{r) 

> / - 2 ^ 
27r J ^n r^(r) 
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y, por consiguiente, 

log -=—- > log •=—r- > 
R(ri) R (rj) 

*^ r^ dr r ^ ^ r" dr ^^ T''̂  dr 

J n 

2n 
J ri - J ri 

dr 

,̂ iV W 

3. Lema.— Cualquiera que sea el número i? > O se tiene 

/ , 
'""" * < ^ . (3.1) 

Demostración. — Basta tomar 

ri=LÍR) y r2=r(R) 

en (2.2) y tener presente que ^ ir(R)) =R y R(z (R))=R 

4. Proposición.— Cualesquiera que sean los números positivos r y R 
resulta 

R (r) 1ÓTT̂  
l o g — ^ < — r - = c (4.1) 

R{r) -^ 

r{R) 167r2 
log < —;— =c. (4.2) 

ZÍ.R) * 

Demostración.— La desigualdad (4.2) se obtiene de (3.1) teniendo pre
sente que ^p (r) < 27r. Para probar (4.1) basta ahora aplicar (4.2) cambiando 
los papeles de B^y Bz-

5. Proposición.— Si ri ^rj, resulta 

'«(/•2) j /? rr2 (jr 4CVo p(/-2) CÎR ^ p dr _ 4CVo 

jR(ri) ^ * ( ^ ) J n '•^('•) * ' 
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p (̂ 2) dR ^ r -'•2 dr 

,̂  /v(/-) 

dr 

4CVo 
^ 2 

4CF 

2C 
* 

^ 2 
(5.2) 

Demostración.— Sea 

M (r) = inf {$2 (/?") - $1 (/?'): /?', /?" € [R (r), ^ (r)]} , 

entonces de manera análoga como antes tendremos 

M (/•) < A-
/

•<P2 (r) 

'Plir) 
Z(ré'f) 

d^. 

y por la desigualdad de Schwarz, 

/

•V2 ('•) 

Por tanto, 
ri r<P2('') p 2 dr p 2 r«p2 0 

j . j ^̂ W " j . , j^,(. 
Z^ (re '̂̂ ) 

Z (re '̂̂ ) 

dtp. 

r dr d^ 
< 

^('•2) r * 2 W dRd^ 

(R) RfJLiry 
< (r = r(i?e'*)) 

'R(r^) r^^iR) $ (i?)2 _ fi (rf dR d^ rR(r-¿) r<bi{R) dR d^ CRKn) r^^f-R) 4> („^ 

^jRirj^.m ^^^^^JRir,, J * . W 1^ (r)' ^ (Rf ^ R 

R(n) dR rR (n) 
\ 

J R(ri) 

Rirt) r^2ÍR) $ ( / ? ) _ ^ ( ^ ) 

/

^R{r2) r^ 

RirO J^i 
< I -—11— + —;- / / ' " : ' "^ d/í d^ 

puesto que 
^iR) + lx(r) ^ 2 

Ahora bien, como según la proposición 4 
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-i}-' 
para r = r (JRe"* ) y cualquier par de números R', R" de [R (r), R (/•)] 
tendremos 

* m - [*2 {R") - * i {R')] = 

= [4.1 {R') - 4», (R)] + [«i>2 {R) - $2 (iî")l < 

< F, {e^R) - Vi (e-^R) + V^ (e^R) - V^ (e'*^R) = 

= Vo(e^R)-Vo(e-^R) 

y, por consiguiente, 

^iR)-H (r) < Fo ie^R) - Vo (e-^R) (r = r (^e'* )). 

Luego 

drd9< 
ÇK (ri) r<D', 

J R(rt) J * i (R) R^(R) 

'^^''K,. r c . dR 
{e^R)-Vo{e-^R)] 

(•R ir2) 

< / [Vo 
J R (ri) 

R 

J e'^R (ri) ^ J e~^R (r,) ^ 

r^ dr ^ r^^' ^ (''2> dR 4CVo 

^ R^(R) * 2 ' 

o sea (5.1). 
Finalmente, de (4.1) se obtiene 

/ . 

<̂'-2> dR ^ 

R(rO ^ * ( ^ ) 

^^'•1^ dR f^^""^^ dr > P dr 4CFo p '̂-i> dR f^^'^' _ 
^{R) 

> 
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^ . „. . - . „ - . . '•̂  dr ACV p dr 4CVo IC ^ r^ 

rf> (r) ^^ 

puesto que VQ + ^ < V. 

6. Teorema.— Si ri ^ r 2 , resulta 

(c=-—) 

rRC-^) clR ^ r^ dr 

4CV 
^ 2 

Acv 

(6.1) 

(6.2) 

Demostración.— La desigualdad (6.1) es una Reproducción de (5.2). 
Para probar (6.2) basta hacer R^ =R (ri) y R2 = R (^2) en la desigualdad 

2 rfi? 4cu 

/?*(/?) ;//2 ' 

que se obtiene de (6.1) permutando B^ Y B^,)/ recordar que r (R (/•)) -r y 
r(R(r)) = r. 

7. Teorema.— Si Bz es el exterior de un círculo de radio 1 (°° E5z) y 
ri < r2 < Po - sup {|z I : z G C2}, resulta 

i ,„, ^M » p ^í_ _ líií „,„ 

y 
1 J?(r2) ^ p rfA- 64» + 347r 
- log < / + -z ir. (7.2) 

Z)(?mosírac/ó/í.-Poniendo ^ = TT < <i> (i?), C=167r^/i/ 'y V-lir&n 
(6.1) resulta (7.1). 
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Para probar (7.2) basta aplicar (6.2) y tener presente que 

1 r^^'^^ dR C^^'-^^ dR ^ 

,) R^{R) ~ 

I pí'-í) dR_ r̂ (̂ í 

'" J R(ri) ^ J Ríri) 

^ r̂ í'̂ a) ^{R)--n dR_ ^\_ f^'^ 
7r4>(/?) 

"2 dR 

. dR ^ 
[* m -If] < 

por ser 

para A-J < P o , 

para i? < 2 y 

para R>2. 

I r dR_ I p^ dR^ ^ 1 +C 

/ ? ( r 2 ) < e < ^ E ( ' - 2 ) < 2 e < ^ 

R ^ TTR 
4> (/?) - TT = 2arc sen — < 

R 

347r^ 
^ 2 

<í> ( j R ) - TT = TT 

5. Teorema.— Sea 5 una región del tipo TQ con <» E 5 y w (z) una 
representación conforme de B sobre {w: |w| > 1} que aplique el ^ en el ^. 
Entonces, si Z j , Z2 E 5 con ri = Izj | < ^2 = |z2 I ^ P o = s u p {|z|: z E 5 } 
(Po < +^)5 resulta 

log 
w(z2) - w (0) 

w (Zi) — w (0) 
< A : ( I / / , I ; ) (8.1) 

donde 

Ki\lj, i;) = 647r 
ü + 27r 

Demostración.— Se obtiene inmediatamente del teorema 7 tomando 
Z (z) = w (z) — w (0) y teniendo presente que 

v + lTT 1287r 
647r — > 

.̂ ^ '/' 
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9. Teorema.— Sea B una región del tipo TQ con ^^B y s (z) una re
presentación conforme de B sobre {5: Res > 0} que aplique el ^ en el ®°. 
Entonces, si 2^,22 ^ 5 cow ri = Izj | < r 2 = I22I, resulta 

siendo 

log 
5 ( Z 2 ) - ^ ( 0 ) 

s(zO-siO) f. ''2 TT d r 

r^(r) 
<Ki^¡J,v) 

K(\IJ, v) = 64n 
ü + 27r 

(9.1) 

Demostración.— Resulta análogamente del teorema 7 como el teorema 8. 
De manera análoga que en [3], pondremos 

a(r) = sup {log |w(z) | : | z |= r , zEB} 

en el caso del teorema 8 y 

a(r ) = sup {Re s (z): | z |=r , z GB} 

en el caso del teorema 9. También si Bp es la unión de 5 y {z: |z| > p} pon
dremos 

Op (r) = sup {log \Wp (z)|: \z\=r, zEBp} 

siendo Wp (z) una representación conforme de 5p sobre {w: | w | > l } q u e 
aplique el 00 en el 00. 

10. Teorema.— Si B es una región del tipo TQ, se tiene 

o(r) 
Op ( r ) < X o 

a(p) 

para r < p < P o =sup {|z¡: z ^ 5 } (<4-oo) y 

Más aún 

logap(r )=log T ^ + 0 ( 1 ) 
o(P) 

(10.1) 

(10.2) 

para r < p < Po. 
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Demostración.— Supongamos Po < +°® o sea ^ E B. En este caso 
vamos a probar, en primer lugar, que para cada r > 0 existe un punto z = 

= r^^ de B tal que 

| w ( z ) - w ( 0 ) i = e^ '̂̂  - 1 

En efecto, evidentemente, se pueden encontrar dos puntos z' =ré^ y z" -
- ré^ de 7^ C 5 de forma que 

|w(z ') | = ê '̂'> 

y 

w(0) 

Entonces, 

Iw (z') - w (0)1 > Iw (z')| - 1 = e"^'^ - 1 

y 

Iw (z") - w (0)1 = ^^^-^^ - 1 <e^<''> - 1 
w (0) 

de donde por la continuidad de |w (z) — w (0)1 sobre el arco jr se deduce 

que existe un punto z = re^^ G 7^ que satisface 

! w ( z ) - w (0)1 = ê '̂*̂  - 1 

De manera análoga, para cada r > O, existe un punto z = re'^ de B 
tal que 

I W p ( z ) - W p ( 0 ) l = e V ' ' > - 1 

y un punto z = pe'^ que satisface 

i w p ( z ) - w p ( 0 ) l = 2 

Esto último porque R^^ (p) = 2 < / í p (p). 
Por tanto, podemos elegir los puntos Zi, Z2, z^ y Z2 de modo que 

|z 11 = ¡z 11 = r, Iz2 I = Iz2 I = P y se verifiquen 

| w ( z , ) - w ( 0 ) | = e^^''>- 1, I w ( z 2 ) - w ( 0 ) l = e^^^^- 1 

y 

Iwp (z;) - Wp (0)| = eM^> - 1, Iwo (z'2) - wo (0)1 = 2 
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de donde según el teorema 8 resultan las desigualdades 

log eoir) _ (r) 
<K(XIJ,V) 

log gOpir) _ 1 
p _ir_ 

Jr '^ 
dr 

ir) 
<K(i¡J,v) 

Por consiguiente, 

g ( p ) 

a(r) 

e" '̂'̂  — 1 

De igual forma se demuestra (10.2) si se tiene en cuenta que 

e"̂ "̂  - 1 , . ^ a(p) 
Mr) 1 o(r) 

para 

h = 
2e' 

C + log 2 

En el caso que Po = +°° y °° ^ B, se llega a la misma conclusión to
mando los puntos z'i y z'i de igual forma que antes, y los puntos Zi y Z2 de 
manera que \zi\=r, |Z2 I = p y se verifiquen 

Is (z, ) - s (0) I = a ir), \s (z^ ) - s (0) I = a (p) 

Esto es posible porque R(,r)<a (r) < ^ (r). 

i i . Teorema.— Si 5 es una región del tipo TQ, se tiene 

log a ( / - ) = I — 
Í/A-

(A-) 
+ 0(1) 

para r < p < P o = s u p {\z\: z ^B} (<+°°). 

Demostración.— Resulta de manera análoga que el teorema 10. 
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