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Abstract

In this paper we compute the function o, (*), defined in [3], in some particular cases, by means
of appropriate inequalities, which will also be useful in the problem of equivalence of classes of func-
tions with asymptotic expansion. The main tool will be as in Ahlfors [1] and Mandelbrojt (2], the
study of the influence of the boundary in the conformal representation.

Resumen

Con el objeto de calcular en algunos casos particulares la funcién o, (r), definida en [3], me-
diante apropiadas desigualdades, que seran utiles en el problema de equivalencia de clases de funciones
con desarrollo asintético, vamos a estudiar de manera analoga que Ahlfors [1} y Mandelbrojt [2] 1a in-
fluencia de la frontera en la representacion conforme.

1. Definicion.— Diremos que una region B del plano complejo comple-
tado Z es del tipo T, si satisface las condiciones siguientes:

1. La frontera de B es una curva cerrada
C={z=a+r@)e%D:t, <t<t,}

deZy a€C.

2. Existe un dngulo plano de vértice a y de amplitud ¥ >0 cuyo inte-
rior estd contenido en B. Por tanto, * € B.

3. La interseccion de B con cada circunferencia {z: |z —al=r} esun

arco v, de extremos re’?t?) y rei2() con 0 <@, (r) — ¢, (N <
< 2m. La indeterminacion que se presenta para estas funciones
¢, (r) y ¢, (r) para r>p, =sup {lz —al: zE€C} cuando * EB
la eliminaremos tomando ¢; (r) = ¢, (P,) ¥ ¥ (N =9, (p,) + 27
para r > p,. La longitud de 7, serd, por consiguiente, r¢ (r) =
=rlp, (r) — ¢y (N].

4. ¢, (r) v ¢, (r) son funciones de variacién acotada en (0, +0)
0, lo que es igual
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J 1d01=16 (1) =0 (1)1 + [’2 |d6 (1)| < +oo. (1.1)
c 151
Debido a esto se pueden definir las funciones v; (r) (k=0, 1) escribiendo
r
= d 1.2
v (1) [0 \dox ()] (1.2)

para k=1,2 y

Vo (r) =0y (r) + v, (1), (1.2),
y los mimeros

Vo = lim vq (1)
r->+on

v=I1im ¢ (r) + vy = f |dé |
c

v=>0

son finitos.

En el estudio que hacemos a continuacién vamos a considerar dos re-
giones B, y Bz del tipo Ty, por ello conviene distinguir de alguna manera
los nimeros y funciones asociados a B, de los de Bz. Esto lo haremos
empleando letras mindsculas para B, y mayusculas para Bz.

Supondremos tantbién que °° es un punto interior de B, y Bz 6 bien
que = es un punto frontera de ambos conjuntos. Entonces existe una repre-
sentacion conforme Z=Z (z) de B, sobre Bz tal que

1irr(1) Z(z)=0 (z€8B,;) (1.3)
y
lim Z(z)=% (z €B;). (1.4)

La aplicacion inversa la designaremos por z =z (Z) y pondremos

R =infR(e®) y R(@)=supR (rei“’) (1.5)
sobre 7, = {re’?: ¢, () <9<y, (N} con R(2)=1Z ()|, y
r(R)=infr(Re’®) y F(R)=supr(Re'®) (1.6)

sobre yg = {Re'®: &, (R)<®<®, (R)} con r(2)=1z (2)I.

2. Lema.— Si

"2 dr 4w
=>—, (2.1)
., () ¥

1
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resulta

o R("z
Ry

—4¥. 2.2
" np(r) 2

Demostracion.— La longitud de la imagen del arco v, por la aplicaciéon

z—>log Z (z) esal menosiguala [¥? + w (r)*]¥? siendo
R(r)
w@r)=lo
(r)=log R0
es decir,
‘Pz(r) Z’ ip
(P2 + w (r)?]"? =rf ———(-ri,-,r)
o) Z (re’”)
De aqui se obtiene por la desigualdad de Schwarz,
020) | 7' (rei®) |2
\1,2 +OJ(I‘)2 :r2‘p(r)j —gez_wl
01 () Z (re'?)

y, por consiguiente,

r 2
g [T [T e«
r TP r, TP()

0o (r) VA ipy |2
[ [ (re“p) | rdrde<
L) Z (re'?®)
Rra) 27 gR qd R (ry)
=2mlog
R(’l) 0 R E (rl)

puesto que
R(r) SR()<R(r)<R(r)

para r; Sr <r,.
Por tanto,

R (r v (T2 gy 1 (2 w(r)?
log B2 > + = Dty — @)~ w2
R (ry) 2T ’" ro(r) 2w ’ ro (r)
Por otra parte, de (2.1) se deduce que existen dos niimeros ry y r; con
ry <ry <rj <r, tales que
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f"l dr _j’z dr__om
rn o) ,

. e () Ty

(2.3)
Si ponemos entonces,
1 r'1 2
= [ 2w
2r ), re(r)
y
1 r 2
k=~ [ 22 4w,
2r ), re(r)
resulta
R (ry) y2 [ "2 dr
log =—//——— > — +h((ry)+ k().
Ry~ 2m ), re@) ! 2

(2.4)

Se puede encontrar un ntmero i con r, <rj <r; de forma que
h (r{) = —¥. En efecto, en caso contrario tendriamos

HN=Y+h(nN+w@=¥+ L
2 J,

en el intervalo (r,,r]) y, por consiguiente, serfa

r'l 2
@ (@) dr <w((r)
ro(r)

Lo w()? H (r)?
H == 2arg (r) = 2mro (r)
en (ry,ry)y , ,
f 1 dr <21rj 1 al _1_— 1=
py TP () n H®

1 1 2w
=2m — — < =
H(ry) H(ry) v
que estd en contradiccion con (2.3).
De manera semejante se demuestra que existe un nimero r, con ry <
<r; <r, talque k(ry)=—-V.

Por tanto, si se sustituye en la desigualdad (2.4) r;, y r, porri yry
resulta

R(ry) _ w2 (72 dr
log = > — +h() + k@)=

P2 rh
=

e dr
2

A re ()

-2V
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y, por consiguiente,

R R (r}
log R () = log R (r2) =

R(r) Rty

2 2 1 2 r
>\If 2 dr _[‘If o dr +E__ 2 dr +ow|>
2w ro (r) 2 " ro (r) 2m " rp (r)

ry r

2 r
S
2m re (r)

rt

— 40,

3. Lema.— Cualquiera que sea el nimero R > 0 se tiene

r(R)
ar_ 8 (3.1
r (R) re (r) v

Demostracion. — Basta tomar
ry =r(R) y r, =7 (R)
en (2.2) y tener presente que R (F(R))=R y R(r (R))=R.

4. Proposicién.— Cualesquiera que sean los nimeros positivos 7 y R
resulta

R 16m?2
_ < = .
log RO ¥ C 4.1)
g 7 (R) 1672
r e
< =c. .
log TR ¥ c 4.2)

Demostracion.— La desigualdad (4.2) se obtiene de (3.1) teniendo pre-
sente que ¢ (r) <2w. Para probar (4.1) basta ahora aplicar (4.2) cambiando
los papeles de B, y B.

5. Proposiciéon.— Si ry <r,, resulta

R@rd 4R g 4CYV,
f 2] > " 3 oD
Rep REMR) n 100
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y
R (ry)
]—z dR___ (" _dr ~4C£/(,_2C>
g¢y RE® ,. v v
acv
_ 5.2
ro (r) w2 (5-2)

r

Demostracion.— Sea
p (r)=inf {®, (R") — ®; (R"): R',R"E[R(r), RN},

entonces de manera analoga como antes tendremos

w2 (r)
©(r) <rf
91 ()

y por la desigualdad de Schwarz,

Z' (re'®)
Z (re'®)

b

92 (r) Z'(reiv?) 2

Z (re'®)

m(r)? <ry (r)]

p1(r)
4 92 (r)
f2 dr <j /’ 2
y TP L)
ke ro2(® GR 4@ .
f f < (r=r (Re'®))
R(ry) @4 (R) Ru (")
(rq) @, (R) dR dd fR(rz) f¢2(R) (I)(R)Z u(r)Z dR d® -
2 2 ==
L(rl) [ @43 (R) R(b(R) R (ry) ®,;(R) k() CI)(R) R

R(ry) Rrd) (0B ¢
<j ’ f 2[ (R()b L) iR 4o
Ry Rq’(R) Roep Jo, @ REWR)

puesto que

Por tanto,
Z' (re'®)

. rdrdy <
Z (re'?)

K (r)?

DR) + u(r) < 2
p(r)? ®(R) | ¥

Ahora bien, como segin la proposicidon 4
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R () <
R (r) ’

log

para r =r (Ré®) vy cualquier par de ntimeros R', R" de [R (r), R ()]
tendremos

® (R) - [®, (R") - @, (R)]=
=[®, (R) —®; (R)] +[2, (R) - @, (RN <
<V (e“R)— ¥, (e CR)Y+ V3 (“R) — V; (¢ “R) =
=V, (€°R) = % (¢ “R)
y, por consiguiente,

P (R)— )<V (e“R) — Vo (¢™°R) (r=r (Re®)).

Luego
R(r)) [®2(R) ®(R) —
[1 [ )
R (ry) ®; (R) R (R)
R (r) dR
< f [Vo (e“R) — Vo (e"“R)] — =
Ry R
eCR (rp) dR eCR(r) dR
=f Vo (R) — —f Vo (R) — <2C1,,
¢e"CR(rp) R e CR(ry) R
y
n_dr _ R(r2 4R L AC ’
" ro(r) R(rp) R® (R) N\
osea (5.1).

Finalmente, de (4.1) se obtiene

'R (rp)
] 2 dR >
Rop RE®

- frz dr ACY, fﬁ ) 4R fﬁ ¢ dr
. o) ¥? Rop RE® ~ Jpo) RE®)
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4CV, 2C acv
,om (r) v I (r) 2

puestoque V, + ¥ <

6. Teorema.— Si ry <r,, resulta

R@) 4R "2 dr acv
> f - 5 (6.1)
Rep RE®  J, re(
16m2
(C= )
1/
y ——
R (r,) ry
] 2 dR <[ dr +4sz 6.2
Ry R® (R) r ro (r) v
(c= 1672
c= ¥ ).

Demostracion.— La desigualdad (6.1) es una reproduccion de (5.2).
Para probar (6.2) basta hacer R, =R (r;) y R, =R (r,) en la desigualdad

fﬂRz) dr j R2 4R 4cv

rRy TP kR, RE®) ¥’

que se obtiene de (6.1) permutando B, y B;, y recordarque 7 (R (r))=r y
r(R@)=r.

7. Teorema.— Si Bz es el exterior de un circulo de radio 1 (2 €B;) y
ry Sry Spo =sup {iz|:z €C(,}, resulta

1 R (r,) "2 dr 1287
— log = = - 7.1
m % R(ry) j, ro(r) ¥ 7D

D r
1 | R (ry) <f2 dr N 64v + 34w . 7.2)
r

T PRty ). re® v

Demostracion.— Poniendo V=7 < ® (R), C=167*/y y V=27 en
(6.1) resulta (7.1).
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Para probar (7.2) basta aplicar (6.2) y tener presente que

1 [E(rz) dR fﬁ(rz) dR
m R(ry) R R(ry) R® (R)

Rr) ®(Ry—7 drR 1 [2€ dR
=f (R) <7f [®((R) — 7] S <
Ry 7P (R) R ™ Jo R

2 2¢C 2
d. + 4
1 R 1 dR _1+C 347
), 2 7), R 7 v

R (r;) <e€ R (ry) <2e€

por ser

para ry < po,

R 7R
dPR)-7=2 — < —
(R) arc sen 5 5
para R<2 vy
PR)—7m=7

para R =2.

8. Teorema.— Sea B una regiéon del tipo Ty con € B y w(z) una
representacion conforme de B sobre {w: |w| =1} que aplique el ® en el oo,
Entonces, si z,,z, €EB con r; = |z,|<r, = |z, <pg =sup {lz|: z €EB}
(pg < +o0), resulta

o 'w(zz)—w(O) l_ f2 wdr
ElW @) —w () , 1)

v+2T
wz

<K (Y, v) (8.1)

donde

K (Y, v)=64n

Demostracion.— Se obtiene inmediatamente del teorema 7 tomando
Z(z)=w(z) — w(0) y teniendo presente que

v+ 27 S 128w

=

64w g J
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9. Teorema.— Sea B una region del tipo Ty con @* & B y s (z) unare-
presentacion conforme de B sobre {s: Res 2 0} que aplique €l * en el =,
Entonces, si z,,z, €B con ry =|z;1<r, =|z,|, resulta

| S(Zz)—S(O)l mdr
log
(z1) —5(0) " o)

v+2m
‘p2

<K (y,v) 9.1)

siendo

K (Y,v)=64n
Demostracion.— Resulta andlogamente del teorema 7 como el teorema 8.
De manera anéloga que en [3], pondremos
o (r)=sup {log lw (2)|: I1z|=r, z € B}
en el caso del teorema 8 y
o (r)=sup {Res (z): lz|=r, z €EB}

en el caso del teorema 9. También si B, esla union de By {z: |z| = p} pon-
dremos

g, (r) =sup {log lw, (2)I: lzl=r, z€E€B,}
siendo w, (z) una representacion conforme de B, sobre {w: |[w|=>1} que

aplique el oo en el oo,

10. Teorema.— Si B es una region del tipo T, se tiene

o(r)

% (N<No = (10.1)
para r SP<po =sup {lzi:zEB}(S+>) y
Ao =2e2K00:0)
Mis atin
log 0, (1) =log —2 +0 (1) (10.2)
o(p)

para r < p <.
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Demostracién.— Supongamos po < +°° o0 sea * € B. En este caso
vamos a probar, en primer lugar, que para cada r > 0 existe un punto z =

=rel® de B tal que
lw(z) —w (0)I=e°®) — 1

En efecto, evidentemente, se pueden encontrar dos puntos z’ =rel® y 2" =
=re'® de vy, C B de forma que

w @) =e’®

y
"
‘:;v((O)) >1
Entonces,
wEH—-—wOl=lwE) —1=e"" _ |
y
lw (") —w(0)= ‘:v((z()")) _ 1<% _

de donde por la continuidad de |w (z) — w (0)| sobre el arco 7, se deduce
que existe un punto z = re® € v, que satisface

lw (z) — w (0)| =e®®) _ 1

De manera andloga, para cada r > 0, existe un punto z = re'® de B
tal que

lw, (2) —w, (0) =% — 1
y un punto z = pe’® que satisface
W, (2) —w, (0)]=2
Esto ultimo porque R, (P) =2 <R, (p).
Por tanto, podemos elegir los puntos z,,z,,z; y z, de modo que

Iz 1=z} 1=r, lz1=1z31=p y se verifiquen

lw (z,) — w(0)|=e°) — 1, lw (z,) — w (0)|=e%® _ |

lw, (z1) —w, (0)|=e% " _ 1, lwo (z3) — wo (0)1=2
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de donde segin el teorema 8 resultan las desigualdades

e?®) _ 1 P wdr
—_— <
log 0 ] [r oo | KW,v)
y
2 P wdr
log ———— — <K
’_ og eap(r) -1 f,. ro (r) (‘I/, U)

Por consiguiente,

o (p) e’ _

0, (N < —=—— [e%) — 1]1<2eKWV) =)
0(") p() e"(’)—l [ ] 0

De igual forma se demuestra (10.2) si se tiene en cuenta que

e?®) — 9 (p)

a(r)

1
—_——ea(r) — [e% ") _ 1]1<h?

o, (r)
para

2¢€
C+log?2

En el caso que py =+ y oo & B, se llega a la misma conclusion to-
mando los puntos z; y z; de igual forma que antes, y los puntos z, y z, de
manera que |z,|=r, |z,1=p y se verifiquen

Is (zy) — s (0)=0(), Is (z) — s (0)|=0(p)

Esto es posible porque R (r) <o (r) <R (r).

11. Teorema.— Si B es una region del tipo T, se tiene

ogon=[ T Lo
ro ro(r)

para r < p <po =sup {lz|: z EB} (< +0).

Demostracion.— Resulta de manera andloga que el teorema 10.



.

INFLUENCIA DE LA FRONTERA EN LA REPRESENTACION CONFORME 35

BIBLIOGRAFIA

(11 AHLFORS, L.. Untersuchungen zur Theorie der konformen Abbildung und der ganzen
Funktionen. Acta Soc. Sc. Fennicae, N.S.A., 1 (1930).

121 MANDELBROIJT, S.: Séries adhérentes. Régularisation des suites. Applications. Parfs,
Gauthier-Villars, 1952.

{31 RODRIGUEZ-SALINAS, B.: Funciones asociadas a un conjunto del plano complejo. Rev. R.
Acad. Ci. Madrid. (Aparecerd.)

Departamento de Teoria de Funciones

Universidad Complutense
Madrid



