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Abstract 

In this paper we shall study certain functions o^ir), ^QÍU) and \//¿j(v), associated to a connected 
subset of the complex plane, which are interesting for getting bounds of the derivatives of a polyno
mial and also for the solution of the problem of equivalence of classes of functions with an asympto
tic expansion, announced in {7}. 

En este trabajo vamos a estudiar ciertas funciones asociadas a un co-
junto conexo del plano complejo que tienen interés para las acotaciones de 
polinomios y en la solución del problema de equivalencia de clases de funcio
nes con desarrollo asintótico [7]. 

Sea C un conjunto conexo y acotado del plano complejo completado 
Z y que conste al menos de dos puntos. Entonces, si B es la componente de 
Z — C que contiene el punto z = oo y A = Z — B, ambos conjuntos A y B 
son conexos y por el teorema de Riemann existe una aplicación conforme 
z -^ w{z) de B sobre { w; |w| < 1} que se puede escribir en la forma 

c 
w{z) = z 2 - f ( c o > 0 ) (0.1) 

v^o z»' 

en un entorno de z = oo . 
A partir de esta función w(z) definimos las funciones reales w*{z) y 

Oaiñ poniendo 

y 

y 

w*{z) = 1 

w*(z) = |w(z)| 

para z E.A 

para z E.B, 

(0.2.1) 

(0.2.2) 

o^(r) = sup log w*(fl + re'^ ) ( > 0) (0.3) 
e 

para O < r < + oo . 

1. Proposición. w*(z) y 0^(0 son funciones continuas (finitas o infini
tas) en Zy [O, + oo]^ respectivamente. 

Este trabajo ha sido parcialmente subvencionado por la ayuda n 0338/84 de la CAICYT. 
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Demostración. Como w*(z) = 1 para z ^ A y, evidentemente, w*(z) 
es continua en 5,_para probar la continuidad de w'^iz) basta tener presente 
que para Z^E: ^ n 5 se tiene 

lím w*(z) = w*(zo)(= 1). 

Entonces, (0.3) se puede escribir en la forma 

o (r) = máxlogw*(a+re*^)(>0) (1.1) 
^ e 

para 0 < r < + ©o, se deduce la continuidad de o (r) observando que w'^iz) es 
uniformemente continua en cada círculo{z: |z — a| < /?} y que 

lím ojj) = a^(+ oo ) (= 4- c» ). 
f - • + oo 

2. Proposición. 1.a (r) ê - wfza función convexa de log r. 2. ag(r) ^5 una fun
ción constante en [O, p^] j^ creciente en [p^, + ^ ], siendo 

p , = p(a, B) = inf {|z - al : z E B} (2.1) 

3. í>a(r) - log r es una función decreciente en[0, + oo)y 

lím [a^(r) - log r] = log CQ (CQ = lím w(z)/z). 
/ • ->+ oo Z ->oo 

Demostración. 1. Será suficiente probar que para 0 < r i <r<r2 < + oo 
se verifica 

, , ^ logr2 - l o g r logr^-togrí 

log r2 - log ri ^ log r2 - log rj 

Desde luego esto es cierto si la circunferencialz: \z —a\= r] está conte
da en A por ser o^ (r) = O y o^{ry. ) = O para k = 1,2. 

Supongamos que {z: |z — a| = r} no está contenida e n ^ , entonces apli
cando el teorema del máximo a la fución armónica 

w(z) = log |w(a+re*^)| ; o(r^) 
log r2 - log ri 

l o g r - l o g r í , íflx 
; a ir2) {z=a+re^^) 

log 2̂ - log ri 

en el abierto 
G={z:ri <\z-a\<r2, ZGB}, 
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resulta w(z) < O paraz ^ G y, por consiguiente, (2.3) en virtud de(l.l), pues
to que si ZQ es un punto de la frontera de G se tiene, evidentemente, 

lím u(z)<0 

en ambos casos ZQ = a + TQ e'̂ o GA y ZQ = a + tfç e'̂ o EB (k = 1,2). 
2. La primera afirmación se deduce inmediatamente teniendo presente 

que Oair) = O para O < r < p^ si p^ > 0. 
Si a E 5 por el teorema del módulo máximo tendremos 

\w(a)\ < máx ¡w(a + re^^ )| 
e 

para O < r <p(a, A) y, por consiguiente, 

Oa(0)<Oa(r) 

para O < r < p (a, ^ ) , de donde resulta, teniendo presente que o^ir) es una 
función convexa de log r, que o^ir) es creciente en [O, 4- o® ] = [Pc + «»]. 

Si a E ^ , por ser 5 un conjunto conexo, cada circunferencia (z: 
\z —a\ = r) de radio r>Pa no está contenido en y4. Por tanto, 

Oai^)>OaÍPa) = 0 

para r > p^ y se deduce de igual modo que antes que o^ir) es creciente en 

3. Evidentemente, 

lím [oair) - log r] = lím log 
wiz) 

= log Co. 
IZ — â(l 

Por tanto, como log CQ < + «̂  y ^¿ (̂r) — log r es una función convexa de 
log r, resulta que o^ir) — log r es decreciente en (O, + ©o ). 

3. Observación, Si la corona { z: ri <\z - a\ <r2} está contenida en 
B, la desigualdad (2.3) se sigue del teorema de Hadamard de los tres círculos. 

4. Corolario. La función a(r) = OQ (r) tiene derivada a la izquierda a"(r) 
y a la derecha a^(r) en cada punto de (O, +o<^y se verifican además: 

1. r or'(r) y r a*"(r) son funciones no decrecientes c« [O, 4- ©o )̂  j ; crecien
tes en[pa,•¥ oo) salvo en el caso de que B = {z: |z — a| > p^}. 

2. O < r a"(r) < r a*-(r) < 1 para r G (p^, + oo ). 

3. lím ra"(r) = 0 y lím r a"(r) = 1. 

4 0"(i-) = 0+(i-) (= a'(r)) salvo a lo sumo en un conjunto numerable de 
valores de r. 
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5, Proposición. Si 
log w* (zo) = a^(ro) (= a(ro)) (5.1) 

para |zo — z| = IQ > p^, resulta ZQ E:B y 

w'(z) 
roO'(To)<iZo - a ) •—- < r o aVo). (5.2) 

w(zo) 

Además, si O^(TQ ) ¥= O*" (FQ ), existen al menos dos puntos zo y z o 5o6re 
la circunferencia {z: |z — a| = TQ} que satisfacen 

w'(zñ) 
log Iw(z¿ )| = a(ro ) 7 TQ a'(ro ) = (z¿ - a) — 7 — - (5.3.1) 

w(zo) 
y 

log|w(z+o)| = a(ro) y VoO^^) = (z% - a ) - ^ (5.3.2) 
w(zt,) 

Demostración. Efectivamente, ZQ E. B por ser ro > p^. Por tanto, como 
z = a + re^^o G B si OQ = arg (ZQ — ^) y k — TQ i es suficientemente peque
ño, tendremos 

log[w(z) | - log|w(zo) | ^ o{r)-a{ro) 

r — ro r — ro 

para r>rQ, 
log[w(z)|-logw(zo)| ^ a(r)-a(ro) 

r-ro r-ro 

para r < ro. De esto se deduce por el corolario 4, que 

ti 

<7'(''o ) < r ~ log I ^í« + A-o e^ o )1 < a+(ro ), 

es decir, 

' • o O ' ( ' ' o ) < ^ e U z o - a ) —— - l<i 'od^iro) . 
( wizo)) 

De aquí resulta (5.2) si probamos que(zo — a)w' (zoVwizo) es real. 
En efecto, siendo |w(zo)| el máximo de | w(z)| sobre { z: \z —a\ — r,z ^B }, 
resulta 

Re i{zo -a) ^ ^ ^ r "^T ^̂ S l^(« + ''o^'')l = ^ 
/ w(zo) ) 3 0 

para 6 = OQ. 
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Finalmente, por el corolario 4.4 se puede encontrar una sucesión (/•„) 
creciente y convergente a TQ tal que existe la derivada o\rn) para^z = 1,2... 
Entonces,por(l.l) y el resultado precedente existe una sucesión (z„) de pun
tos de B que verifican |z„ —a\ = r„, 

log |w(z„)| = o{rrlly izn - o) - — ~ - = rno'(rn). 

Siendo {z: \z — a\ = rg} un conjunto compacto, la sucesión (z„) tiene al me
nos un punto de acumulación z¿ y, por consiguiente, se puede extraer de 
(zn) una subsucesión convergente a ZQ. Por no complicar la notación supon
dremos que esta subsucesión es la misma (z^). Evidentemente, 

\z~o -a\= lím \zn -a\= lím r„ = KQ 

y ZQ ^B, ya que sizô ^A tendríamos 

a ( ro )= l ím a( r„ )= lím log |w(z„)|= O 

contra la hipótesis de que KQ > Pa> Por tanto, 

rooiro)= lim r « a ( r „ ) = l i m (jZn-a) -—-— == (ZQ -a) ——— 

con lo que queda probado (5.3.1). De forma análoga se prueba la existencia 
de un Zo que satisface (5.3.2). 

6. Observación. Si |w(zo)| es un máximo local de |w(z)| sobre { z: 
|z — a = ro, z E 5 } y |zo —a\= rp > P^, se verifica 

01 ' Re) (z^a) — \(z-a) - f f 
i dz i w(z) 

>0 (6.1) 

para z = ZQ. 

7. Corolario. 1. Si solamente existe un punto ZQ que satisface 

(7^(ro) = logw*(zo) Ĵ  | z o - a l = r o > 0 , (7.1) 

se tiene ZQ ̂  B j 

To0̂ 0 (ro ) = (Zo - a) — — - (7.2) 
w(Zo) 

2.5/ ro > O j ; solamente existe un punto ZQ 6?e { z: |z - ai = ro, z G B} 
que satisface 

Rej(z-a) ¿ | ( z - a ) ^ ] | > 0 (7.3.2) 

para z = Zo, 5e verifica 

Of a (ro ) = log |w(zo )| y TQ a¿ (ro) = (ZQ - a) ^^^^^ (7.4) 
W(Zo ) 
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8. Proposición. Si a G B, sobre cada circunferencia {z: |z - a| = TQ} 
de radio suficientemente pequeño, existe un solo punto ZQ para el que se ve
rifican 3.1) y (132). 

Demostración. Siendo w(z) una aplicación conforme (univalente) de B 
sobre{w:|w| > 1} se tiene w\a) ^ 0. Por tanto, si ponemos 

f{rj)=^ Relie ie ^X(í^re'^) 
wia+re^^) 

d.= arg 
w(a) 

w\a) 
+ kir (k = 0 ± 1,±2,...X 

la ecuación/(O, 0) = O se verifica sólo para 0 = 0^ (fc = O, ± 1, ± 2,...). 
Como por otra parte /(r, 0) es una función continua en un entorno de 

iOJk)Y 

fe(0,dk) = -Re]e ie Í Í ^ L - e ^ ^ i t "ï^ 
w(a) w{a) 

¥-0 

existe una función continua 6 = dk(r) con djdO) = dk que satisface/(r, 6) 
= O para r suficientemente pequeño : r < 5k, y k = 0,± l,± 2,... Evidente
mente, 

d2k(r) = eoir)-^2k7r 
y 

«2)^.1 ir) = d,ir) + 2k7r 

Además, si/(r, 0) = O y r es suficientemente pequeño, resulta 

d = doir) (mod2/r) 

d = di(r) (mod27r) 

Para concluir basta tener en cuenta que 

rfe(r,d) = -Re} i^ -df^ (^-a) 
w\z) 

w{z) 

para z = a + re^^ y que 

i-\f'''fe{r,6k{r))>Q 
para r suficientemente pequeño. 

Pasamos a estudiar ahora la función real ^^ (u) definida por 

^a(u)= inf 
ry o r 

o 
log ^a (u) = inf {uoa (r) — log r} 

r > o ^ 

(0.4.1) 

para u real. 
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9. Observación 
f>a^u)=Q 

<Pû(l) = Co 

log <^a(M) = 

para M < 1, 

(co = lím w{z)lz) 

mín { u a air) — log r) 

(9.1) 

(9.2) 

(9.3) 

para u> I, 
Se ve fácilmente que el mínimo de UG^(r) — log r para w > 1 se alcanza 

en el punto determinado por 

ro'ir) < ¿ < rd'ir) (a{r) = a^(r)). 

Por consiguiente, si ponemos 

Ua= — — para Pao'(pa)=^0 
PaO\pa) 

y 
ŵ  = + cx> para PaO^iPa) = 0, 

r(u) es una función continua no creciente en (1, 4- oo ) con 

y r(u)>Pa para \<u<Ua 

r{u) = p^ para u> u^ 

10. Proposición. log ^a ^^ "'̂ ^ función cóncava en [1, 4- oo ) que satis
face 

para r = r (u) 7 u > 1. Además, ^ai^) ^^ creciente en [1, via)y Çai^) ^ ^IPa 
en [ua + 00 ), 

Demostración. Siendo 

log ^a(Mk ) < Uko{r) - log r {G{r) = o air)) 
para r = riu) y u> l, cualquiera que sea ujç, tendremos 

U2 — u u — u 
log (^fl(Ui)+ log^ai^l) 

U2 — Ui U2 — Ui 
< uoir) —log r = ipaiu) 

para Ui <u <U2 y Ui > l y, por consiguiente, log ^Paiu) es una función cón
cava en [1, + 00). 

Por otra parte, como 

Oair2)< <Oa(ri) 
U2 —Ux 

para rk — r(ujç) y 1 < Wj < ^2? si tomamos Ui < u < U2 y hacemos 
U2 — Ui —> O, en virtud de la continuidad de r(w), resulta (10.1). 
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Para probar que \pa (w) es creciente en [ 1, Wj ) basta tener presente que 
por (10.1) se verifica. 

^¿(w) = afl(r)(Pû(î/)>0 

para r = r{ú) y \ < u < Ua por ser r(M) > pa en (1, w^). 
Finalmente, 

iPaiu)= : = — 
Pa Pa 

para u>Ua (#= + oo ). 

11. Corolario, Si. 

logv?fl(u) = UGair) - logr ( H . l ) 

para r = r(u) 3̂  u > 1, 3̂  sobre la circunferencia |z — a| = r > p^ existe sola
mente un punto de zEB que satisface 

a^(r) = log |w(z)|. 
resulta 

w'(z) 1 
(z - a) —— = - . 

w(z) u 

Demostración. Se deduce del corolario 7.1 y de (9.4). 

12. Proposición. Si B es simétrico respecto del eje real Im z = O, 3/ si 
Im a > O 3̂  ro > p^, e/ máximo de w*(z) sobre la circunferencia{z: | z — a| = 
TQ) es alcanzado exclusivamente en la intersección de ella y el semiplano 
{z: Im z > O}. Por consiguiente, existe al menos un punto ZQ perteneciente 
a {z: |z — a| = ro, Im z > 0} que satisface 

0 < ( z - a ) - ^ < l (zEB) (12.1) 
w(z) 

„ . w'(z) 
R e < ( z - a ) ( z - a ) 1̂' dz I w(z) 

(12.2) 

Supuesto que no existe ningún otro punto z que verifique estas condi
ciones se tiene 

CT^(ro) = log|w(zo)| 

paraiQ =r(Uo). 
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Demostración. En primer lugar vamos a probar las primera afirmación. 
Siendo ésta, evidentemente, trivial si 

(z : | z - f l | = ro, / m z < 0 , ZGB} =<t>, 

supondremos que este conjunto no es vacío. Entonces, como w*(z) = 1 so
bre A = Z — B, w(z) = w{z) pa ra zGB (z = x — iy), y el conjunto 

(z: |z - 5i = ro, /m z > O, ZEB} 

={z: |z — a| = ro, /m z < O, z E 5 / 

está contenido en 

{ z: |z - a\ <rQ, /m z > O, z e 5} 

por el teorema del módulo máximo, resulta 
w*(z)<máx{|w(z)| :\z -a\ = ro, lmz>0, ZEB} 

y . 
w*iz)<máx(|w(z)| :\z -a\<ro, Imz = 0,zeB} 

para \z — a\= tQ e /m z < 0. 
De esto se deduce la primera parte teniendo en cuenta que w*(x) = 

= |w(x)| es decreciente en (— ©o , X) y creciente en [M» + ^ ) si [X, ¡x] = 
iz: Im z = 0,z EA}y que por tanto 

máx{w*(z) : \z —a\= TQ, Im z = o} 

= máx{w*(a-y/rl -jS^), vi;*(a + y/rl -p^)}(a = a + m 

= máx{|w(z)|: \z - a\= r^, /m z = > O, z EB} 

Finalmente la última afirmación resulta teniendo presente la proposi
ción 5, el corolario 4.2, la observación 6 y el corolario 11. 

De manera semejante a como hemos definido a^(r) se puede definir la 
función real \í/^(v) considerando en lugar de w*(z) la función inversa z{w) 
de w{z) y poniendo 

^ . ( v ) = P . (0.5.1) 
para v = v^ = log w*(úf) y 

i// ív)= inf |z(6v+/0)_^| = j^fj^ |2(ev+^'^)_a| 

para v > v¿̂  = log w*{a). 

13. Proposición. \¡j^ (v) 5̂ /¿i función inversa de la restricción de Oa{r) 
en el intervalo [p^, + oo), es decir, 
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crfl(ï/̂ û(v)) = V parav >ya (13.1) 
y 

^aiOair)) = r para r> Pa. (13.2) 

Demostración. Desdo luego estas fórmulas son obvias para v = v ^ y 
r = Pa. Supongamos v >v^, entonces 

{z:z=z(e''^'^), 0<e<2 7r} 

es una curva de Jordan que contiene en su interior a la circunferencia 

{z:\z-a\ = rPaiy)} 
Por tanto, 

{w(z): |z - al = i//^(v), ZEB} 

C{w: \w\ = ê  } 

y ^ai^) ^ ^ para r = '/'^(v). Como además 

{z:z=z(e^+'*^), 0 < v < 2 7 r } y {z: |z - a | = i//^(v)} 

tienen, evidentemente, al menos un punto común, podemos afirmar que 
^fl(^) = V para r = ^lai^) o sea (13.1). De forma análoga se prueba (13.2). 

14. Corolario. 

OairWa(^)= y 4(r)i// t(v)= 1 (14.1.) 

para r = i//̂  (v)7 v > v^, >' también para v = a^(r) ;; r > p^. 

15. Corolario. 1. log i/̂ í̂v) -̂s" una función creciente y cóncava en 
[Wa + 00 ). 

2. V — log í//fl(v) es una función decreciente con 

lím (v - log \//û(v)) = log Co (Co = lím w(z)/z). 

\6 Corolario. 1. \̂ A(v)/\I/¿z(v) ^̂  \p'*'(Y)/\¡Jaiy) son funciones no crecien
tes en [Vû, 4- 00 ). 

^aiy) ^a(y) ^aiya) 

3. lím = 1 y lím =Ufl. 
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4. ^¿(v) = i//^(v) salvo a lo sumo en un conjunto numerable de valores 
de V. 

\1. Proposición. 

log(p^(u) = mín {uv - log \//^(v)} (17.1) 

para u > 1, y 

para v > v .̂ 
Además 

para 

y también para 

log \¡J^{v) = mín (uv - log(/?^(u)} (17.2) 

log(p^(u) + log \//^(v) = uv (17.3) 

v = - ^ — - y u > 1, (17.4) 
'P^(u) 

—̂^ < u < —̂^ v v > v ^ . (17.5) 

Demostración. La fórmula (17.1) se deduce de (9.3) y de la proposición 
13 teniendo presente que a^(r) = O en el intervalo [O, p^). 

Sea (17.5)y 
giy) = uy - l o g i/ẑ Cy) 

para y > v^, entonces por ser g{y) una función convexa y v̂  < v tendremos 

0"(v) 
/ ( v , ) < g - ( v ) = u - " ^ ^ < 0 

de donde resulta que el mínimo de g{y) se alcanza en un punto jj; = VQ > V^ 
que satisface 

g""(vo)<0 y / ( v o ) > 0 , 
o sea 

^"^(VQ) ^ ^ ^ ¡ (VQ) 
— < w < — . 
^fl(vo) '/^^(vo) 

De esto se deduce, siendo log ^^CF) una función cóncava, no localmente li
neal en ningún punto de [v^. + oo )̂  qye v = VQ y, por tanto, que se verifica 
(17.3) para (17.5). 
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Para probar (17.2) basta tener presente que en virtud de (17.1) se tiene 

log ^p^iy) < inf (wv - log ^p^ (u)} 

y que se satisface (17.3) para (17.5). 
Finalmente, si 

V = -^ y M > 1, 

se ve fácilmente que el mínimo log Í|^^(V) de 

f{x) = xv -log^^ix) 

en el intervalo [ 1, + «> ) se alcanza en un punto x =^ UQ> \ tdl que 

—M = y^ 

Por tanto, siendo log ^p^ix) una función cóncava, se deduce que 

—^ = V 

en el intervalo cerrado de extremos uy UQ y, por consiguiente, que 

XV - logip^ix) = UQV - log(p^(wo) = log \//^(v) 

para UQ<:X<^UOU<^XKUQ y, en particular, que se verifica (17.3) para 
(17.4). 

18. Observación. En virtud de (17.1) y (17.2) diremos que log ^^iu) 
y log '//^(v) son un par de funciones cóncavas conjugadas. 

Estos resultados se pueden extender con modificaciones obvias al caso 
de que C sea no acotado, cuando C sea un conjunto conexo del plano com
plejo completado Z que_conste al menos de dos puntos y existe una sola 
componente 5 de Z — C tal que oo E'B. Entonces por el teorema de Rie-
mann existe una aplicación conforme z —> siz) de B sobréis: Re s>0} con 

lím sup \siz)\ = oo (0.1)' 
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A partir de esta función siz) se definen las funciones 5*(z) y o^(r) po
niendo 

s*iz) = 0 parazEA =Z-B (0.2.1)' 
y 

5*(z) = Re siz) para zEB. (0.2.2)' 
y 

a^(r) = sup sHa-^ re'^ ) (> 0). (0.3) 
d 
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