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Abstract

In this paper we shall study certain functions o4(r), v,(u) and ¥ 4(v), associated to a connected
subset of the complex plane, which are interesting for getting bounds of the derivatives of a polyno-
mial and also for the solution of the problem of equivalence of classes of functions with an asympto-
tic expansion, announced in (7].

En este trabajo vamos a estudiar ciertas funciones asociadas a un co-
junto conexo del plano complejo que tienen interés para las acotaciones de
polinomios y en la soluci6on del problema de equivalencia de clases de funcio-
nes con desarrollo asintotico [7].

Sea C un conjunto conexo y acotado del plano complejo completado
Z y que conste al menos de dos puntos. Entonces, si B es la componente de
Z — C que contiene el punto z = y A =Z — B, ambos conjuntos 4 y B
son conexos y por el teorema de Riemann existe una aplicacién conforme
z > w(z) de B sobre {w: |w| < 1} que se puede escribir en la forma

w@)=z £ = (co>0) (0.1)
v=0 2Z

en un entorno de z = oo .
A partir de esta funcion w(z) definimos las funciones reales w*(z) y
0,(r) poniendo

w*(iz)=1 paraz €4 0.2.1)
y
w*(z) = |w(z)] para z €B, 0.2.2)
y
0,(r)=sup logw*(a +re®) (=0) (0.3)
)

para0 <r <<+ oo |

) 1. Proposicién. w*(z) y 0,(r) son funciones continuas (finitas o infini-
tas) en Z y [0, + oo |, respectivamente.

Este trabajo ha sido parcialmente subvencionado por la ayuda n° 0338/84 de la CAICYT.
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Demostracion. Como w*(z) = 1 para z € 4 y, evidentemente, w*(z)
es continua en B, para probar la continuidad de w*(z) basta tener presente
que para z,€ A N B se tiene

Iim w*(z) = w*(z¢) (= 1).
zZ.Zg

Entonces, (0.3) se puede escribir en la forma

o, (r)= max log w*(a + re'®) = 0) (1.1)

para 0<r< + oo, se deduce la continuidad de aa(r) observando que w*(z) es
uniformemente continua en cada circulo{z: |z —a| <R}y que

lim o (r) =0 (+o) (=+o0).

¥+ o0

2. Proposicioén. 1. 0 (D) es una funcion convexa delogr.2.0,(r) es una fun-
cion constante en [0, p 1 y creciente en [p,, + o0 ], siendo

. =p(a,B)=inf{lz —a| : zEB} 2.1)
3.0,(r) — logres una funcién decreciente en [0, + o0 )y

lim [o,(r) —logr]=logcy (co = lIm w(z)/z).

Vot oo Z 5

Demostracion. 1. Sera suficiente probar que para 0 <r; <r<r, <+ oo
se verifica

logr, —logr logr — logr
2 0,(r)) + — 0,(r;).  (23)
logr, —logr,

o,(r) <

logr, —logr,

Desde luego esto es cierto si la circunferencia{z: |z —a| = 1} estd conte-
daen A porsero, (r)=0yo,(r,)=0parak =1,2.

Supongamos que {z: |z—a| =r} noestd contemda en A, entonces apli-
cando el teorema del maximo a la fucién armoénica

logr, —logr
logry, — log r,

u(z) = log [w(a + re'® )| — 0,(r)

logr — logr,

0,(ry) (z=a+reif)
logr, —logr,

en el abierto
G={z:r,<|z—al<r,, zEB},
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resulta u(z) < 0 paraz € G y, por consiguiente, (2.3) en virtud de(l.1), pues-
to que sizy es un punto de la frontera de G se tiene, evidentemente,
Iim u(z)<O
Z~2Z0

en ambos casoszo =a + roelfo EAyzo =a+r; €% €B (k=1,22).

2. La primera afirmacion se deduce inmediatamente teniendo presente
que 0,(r) =0para0<r<p,sip, > 0.

Si a € B por el teorema del médulo médximo tendremos

w(@)| < max |w(a + ret?)]
)

para 0 <r <p(a, A) y, por consiguiente,
0,(0) <a,(r)

para 0 <r < p (a, A), de donde resulta, teniendo presente que 0,(r) es una
funcion convexa de log r, que 0,(r) es creciente en [0, + oo ] =[p,, + oo].

Si a € A, por ser B un conjunto conexo, cada circunferencia {z:
|z —a| = r} de radio r > p, no est4 contenido en 4. Por tanto,

04(r) > 04(pg) =0
para r > p, y se deduce de igual modo que antes que 0,(r) es creciente en

[paa + °°]
3. Evidentemente,

w(z)
Ifm [o0,(r) — logr] = limlog . = log ¢y .
z

7o

- oo

Por tanto, como log ¢y < + o y g,(r) — log r es una funcidén convexa de
log r, resulta que o,(r) — log r es decreciente en (0, + o0 ).

3. Observacién. Sila corona { z:r, <|z —a|<r,} estd contenida en
B, la desigualdad (2.3) se sigue del teorema de Hadamard de los tres circulos.

4. Corolario. La funcion a(r) = 0,(r) tiene derivada a la izquierda o™(r)
y ala derecha o*(r) en cada punto de (0, + o9 y se verifican ademds:

1. 1 07(r) y r 6" (r) son funciones no decrecientes en [0, + ), y crecien-
tes en [p,, + o0 ) salvo en el caso de que B = {z: |z — a| > p,} .

2.0<ro(n)<rot(x)<1parar€(p,, + ).
3.1im ro(r) =0 y Iim ro(®)=1.
r-0 r oo

4. 07°(r) = o*(r) (= o'(r)) salvo a lo sumo en un conjunto numerable de
valores de r.
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S. Proposicion. Si

log w* (zg) = 0,4(ro) (= 0(1p)) (5.1)
para |zo —z| =19 > p,, resultazo €EBy
100 (19) S (zo — ) v iz) <ro 0%(ro). (5.2)
w(zo)

Ademds, si 07(1g) # 6" (ry), existen al menos dos puntos zy y z\ sobre
la circunferencia{z: |z — a| = 1o} que satisfacen

oy N e w'(zo)
log |W(zo)| = 0(10) ¥ 1o07(1rp) = (2o — 2) w(zg) (5.3.1)
0
y s
loglw(zh)l = 0(1y) ¥ 100" (ry) = (Z5 — a)w—(iL) (5.3.2)
w(Zg)

Demostracion. Efectivamente, z, € B por ser rqo > p,. Por tanto, como
z=a+re% € Bsif, =arg (zo —a)y Ir —ryl es suficientemente peque-
fio, tendremos

log |w(z)| — log |w(z,)| < a(r)—oal(ry)
r_ro r_"ro
parar >ry,
log [w(z)l —log w(zo)l _ 0(r) —0(ro)
=
r—ry ¥ —ro

para r <rg. De esto se deduce por el corolario 4, que

0
0 (ro) < a—— log|w(a + roe?0)| < o*(ry),
ro

es decir,

roo'(r0)<Reg(zo —a) :))(ZO) % <ro0(rg).

De aqui resulta (5.2) si probamos que(zo — a)w' (zo)/W(z) es real.
En efecto, siendo [w(z,)| el maximo de |w(z)| sobre{ z: |z —a|=r,z EB},
resulta

o We)(_ 2 0y —
i(zo —a) W(Zo)g 30 log [w(a +rqee®) =0

Re

para § = 6,.
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Finalmente, por el corolario 4.4 se puede encontrar una sucesion (r,)
creciente y convergente a ro tal que existe la derivada o'(r,) paran = 1,2...
Entonces, por(1.1) y el resultado precedente existe una sucesion (z,) de pun-
tos de B que verifican |z,, —a| = ry,

’
wi(zp)
w(zp
Siendo{z: |z — a| =r,} un conjunto compacto, la sucesion (z,,) tiene al me-
nos un punto de acumulacién z, y, por consiguiente, se puede extraer de

(zp) una subsucesion convergente a zg. Por no complicar la notacion supon-
dremos que esta subsucesion es la misma (z,). Evidentemente,

log w(zu)l = a(r,,)y (zn —a) = rnol(rn)-

Izo —al=1lim |z, —a|= lim r, =r,

n - o n - o
y zo €B, yaquesizy €A tendriamos

a(rg) = '11121‘1‘ a(ry) = ,}ifn, log |w(z,,)|= 0

contra la hipotesis de que ro > p,. Por tanto,
. w'(z w'(z
ro0 (ro)= lim r,o'(ry)= lim (z, —a) W(zn) = (zg —a) W (o)
vl P w(z,) w(zg)
con lo que queda probado (5.3.1). De forma analoga se prueba la existencia
de un z que satisface (5.3.2).

6. Observacion. Si [w(zy)| es un maximo local de [w(z)| sobre { z:
lz—a=rog,zE€EB} ylzo —al =ry > p,, se verifica
d w'
Rel (z—a) — |(z—a) _ﬁ) =0 6.1)
dz w(z)

paraz = z,.
7. Corolario. 1. Si solamente existe un punto z, que satisface

0,(ro) =logw*(zo) ¥ lzo —al =10 >0, (7.1)
se tienez, EB y

w'(zo)
T or (r ) — (Z . a) (7.2)
| 000 (T 0 W(zo)
2.8i rg > 0 y solamente existe un puntozode{z: |z —a|=r1,,Z2 €B}
que satisface
. W'(Zo) .
Resi(zg — =0
(zo — a) w(zo) ; (7.3.1)
d w'(z)
Re§(z — — — >
(z —a) . [(z a) w(z)]% 0 (7.3.2)
para z =z, se verifica
W’(Zo)

04(r9) =log [w(zo)l » 1o 04 (1e)= (zo —a) (7.4)

w(zo)
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8. Proposicion. Si a € B, sobre cada circunferencia {z: |z — a| = 1y}
de radio suficientemente pequerio, existe un solo punto z, para el que se ve-
rifica (7.3.1) y (7.3.2).

Demostracion. Siendo w(z) una aplicacion conforme (univalente) de B
sobre{w:|w| > 1} se tiene w'(a) # 0. Por tanto, si ponemos
w'(a + re®) %

. i6
ie .
w(a+re'®)

fr,0) =Re

61 = arg :,(") thT (k=0 £1,£2,.),

(@)

la ecuacion f(0, 6) = 0 se verifica sOlo para @ =05 (k=0,+1,£2,..).
Como por otra parte f(r, 8) es una funcion continua en un entorno de
0,00)y

f0(09 Hk) =—Re

’ w_<_>§=_w.__<_> 40

¢ w(a) w(a)

existe una funcién continua 0 = 0x(r) con 0;(0) = 0, que satisface f(r, 6)
= 0 para r suficientemente pequefio : r < 6z, y k=0, 1, +2 ... Evidente-
mente,
ozk(r) = 00(") + 2k7r
y
Orksy (N)=0,()+2kn

Ademais, si f(r, ) = 0y r es suficientemente pequefio, resulta

0=0,(r) (mod2w)
o
0=0,(r) (mod2w)

Para concluir basta tener en cuenta que

(z - a)j- l(Z——a) = (z)] g
dz

rfo(r, ) =—Re W)

paraz =a +re’® y que
(— 1F* o (r, 0x(r) >0

para r suficientemente pequefio.
Pasamos a estudiar ahora la funcion real ¢, (1) definida por

eu aq(r)

¢s) = inf 0.4.1)

r~ o r

log ¢, (1) =ri£1t; {uoa (r)—log r}

para u real.
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9. Observacion

¢,w)=0 parau <1, 9.1)

v, (1) =cq (co = zh’nl w(z)/z) (9.2)

log v,(u) = min {u 0,(r) —logr} 9.3)
r > 0

parau > 1.
Se ve ficilmente que el minimo de uo,(r) — log r parau > 1 se alcanza
en el punto determinado por

ro(r) <% <rd*(r) (o(r) = a,(r)).

"Por consiguiente, si ponemos

1
U, = ——— para p,0"(p,)#0
‘ Pa0*(0g) ‘ ‘

y
Uy =+ oo para  p,0*(p,) = 0,

r(u) es una funcién continua no creciente en (1, + o) con
y r(u)>p, para 1<u<uy,
r(u)=p, para u=u,

10. Proposicién. log ¢, es una funcién concava en [1, + o) que satis-
face

@q(u)
@, (u)

paratr =r1 (u) y u> 1. Ademds, p,(u) es creciente en [1,u,) y ¢,(u) = 1/p,
en [u, +o0).

= 0,4(1)

Demostracion. Siendo
log o, (ur ) <upo(r) —logr (a(r) = a,(r))
parar =r(u) y u > 1, cualquiera que sea u , tendremos
Uy —u u—u
— log g, (u;) + T log g, (u,)
U — Uy Uy — Uy
< uo(r) —logr =g, (u)
para u; <u <u, yu; =1y, por consiguiente, log ¢, (#) es una funcion con-
cavaen|[l, + o).
Por otra parte, como

log v, (uy) — log ¢, (uy)
0,(ry) < =2 a1 < 0,4(ry)
U, — U,

para ry = r(uxg) vy 1 < u; < u,, si tomamos u; < u < u, y hacemos
u, —u; — 0, en virtud de la continuidad de r(u), resulta (10.1).
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Para probar que g, (u) es creciente en[1,u,) basta tener presente que
por (10.1) se verifica.
pa (@) = 04 (r)pa (u) > 0

para r = r(w) y 1 < u < u, por ser r(u) > ps en (1, ug).
Finalmente,
e%%Pa) 1

‘pa(u) = = —
Pa Pa

para u > u, (F+ o).

11. Corolario. Si.
log ¢, (u) = ug,(r) — logr (11.1)

para t = 1(u) ¥y u > 1, y sobre la circunferencia |z — a| = 1 > p, existe sola-
mente un punto de z € B que satisface

0,(r) = log [w(z).
resulta
w'(z)

w(z)

(z—a)

1
L
Demostracion. Se deduce del corolario 7.1 y de (9.4).

12. Proposicion. Si B es simétrico respecto del eje real Im z = 0, y si
Im a > 0y 1y >p,, el miximo de w*(z) sobre la circunferencia{z: | z — a| =
Io} es alcanzado exclusivamente en la interseccion de ella y el semiplano
{z: Im z = 0}. Por consiguiente, existe al menos un punto z, perteneciente
a{z: |z —a| = 1o, Im z > 0} que satisface

0<-a¥® <1 e (12.1)
w(z)
g d '(z)
IR PR A ¢ (12.2)
Re{(z — a) iz l(z a) w(z)]

Supuesto que no existe ningtin otro punto z que verifique estas condi-
ciones se tiene
0,(ro) = log |W(zo)I
y !
W(Z0)

;o* =(zo — 2) ;(;5 (12.3)

para 1y = r(uy).
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Demostracion. En primer lugar vamos a probar las primera afirmacion.
Siendo ésta, evidentemente, trivial si

{z:lz—al=ry, Imz<0, zEB}=¢,

supondremos que este conjunto no es vacfo. Entonces, como w*(z) = 1 so-
bre A=Z — B, w(z) = w(z) paraz € B (Z = x — iy), y el conjunto

{z:lz—ai=ry, Imz>0, zE€ B}
={z:z—al=r,, Inz<0, zE B}

estd contenido en
{z:1z —al<ry, Imz>0, z € B}

por el teorema del médulo maximo, resulta
w¥(z) < méx{lw(z)l iz —al=ry, Imz20, zE€ B}

y
w*(z) < max{|w(z)| : Iz — al <ro, Imz =0,z € B}

para|z —a|l=ry e Imz<O0.

De esto se deduce la primera parte teniendo en cuenta que w*(x) =
=|w(x)| es decreciente en (— oo |, A) y creciente en [u, + o0 ) si[A, u] =
{z:tmz= 0,z € A} y que por tanto

max{w*): |z —a|=ry, Imz = 0}
= max{w*(@ — \/r3 —B2), w* + \/r3 —B%)} (@ = a+ ip)
=max{w@)l: lz—al=ry, Imz=>0, z EB}

Finalmente la ultima afirmacién resulta teniendo presente la proposi-
cion 5, el corolario 4.2, la observacién 6 y el corolario 11.

De manera semejante a como hemos definidod,(r) se puede definir la
funcién real y,(v) considerando en lugar de w*(z) la funcién inversa z(w)
de w(z) y poniendo

lpa(V)zpa (0.5.1)
parav =v, =log w*(a) y

= : v+if ) = v +ioy
¥ ,(v) . ;néz |z(e f ) —al o lz(e ) —al

in
T 0\0<21|’

N

parav >v, = log w*(a).

13. Proposicién. Y, (v) es la funcion inversa de la restriccion de 0,(r)
en el intervalo [p,, + o), es decir,
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0,(Y,(V))=vV parav = v, (13.1)
VY,(0,(1)) =t parar=p,. (13.2)
Demostracion. Desde luego estas formulas son obvias para v =v, y

r = p,. Supongamos v >v,, entonces

{z:z = z(e"*1?), 0<0<21r}
es una curva de Jordan que contiene en su interior a la circunferencia

{z:1z —al = ¥,(M)}

Por tanto,

{w(z): |z —al = y,(v), z € B}

C{w: [w| =e"}
Y 04(r) SVparar =y _(v). Como ademas
{z:z2=2z(e"*?), 0< v<27}y {z: |z —a| = Y,(V)}

tienen, evidentemente, al menos un punto comin, podemos afirmar que
0,(r) =v parar = Y,(v) o sea (13.1). De forma analoga se prueba (13.2).

14. Corolario.
0, (Y (V) =y (Y (V) =1 (14.1.)
parat =y, (V)y v>V,,y también parav = 0,(r) ¥y 1> p,.
15. Corolario. 1. log Y,(v) es una funcion creciente y coéncava en

[vy, +o0).
2. v —log Y,(v) es una funcioén decreciente con

Iim (v —log Yy,(v)) =1logcy (co = lim w(z)/z).

Y oo

16 Corolario. 1.y ;(v)/Y,(v) ¥y " (v)/Y,(V) son funciones no crecien-
tesen [v,, + o), e

(< B0 _ a0 _ Vo) _
Va®)  Va®) Vel

3. lim ———%(v) =1y Ilm ____\//a(V) =

ug.
vare Y a(v) Vv Ya (V)
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4. Y, (v) = Y% (v) salvo a lo sumo en un conjunto numerable de valores

dev.
17. Proposicion.
log p,(u) = min {uv— log xl/a(v)} (17.1)
v
parau>1, y
log Y,(v) = min {uv — log ¢, (u)} (17.2)
u
parav>v,.
Ademads
log ¢, (u) + log ¥, (v) = uv (17.3)
para
y=2® sy (17.4)
ACY)
y también para
+ -
YW < YW yv>v,. (17.5)
Y, (v) v, (v)

Demostracion. La formula (17.1) se deduce de (9.3) y de la proposicion
13 teniendo presente que 0,(r) = O en el intervalo [0, p,).
Sea (17.5)y

g)=uy —log y,(»y)

para y = v,, entonces por ser g() una funciéon convexay v, <v tendremos

- v, (v)
* =y— L <
£(v,)<g(V)=u v, <0

de donde resulta que el minimo de g(y) se alcanza en un puntoy =v, >v,
que satisface

g(vo)<O0 y g(v)=0,
o sea

ll/t, (vo) <

< < \U,—, (Vo)
wa (vo)

T Y,()

u

De esto se deduce, siendo log ¥,(») una funcién céncava, no localmente li-
neal en ningun punto de [v,. + o ), que v =v, y, por tanto, que se verifica
(17.3) para (17.5).
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Para probar (17.2) basta tener presente que en virtud de (17.1) se tiene
log y,(v) < inf{uv — log ¢, (u)}
u

v que se satisface (17.3) para (17.5).
Finalmente, si

v=-‘£;-£u—)- vyu>1
@, (1) ’

se ve facilmente que el minimo log ¥ (V) de
fx) =xv —logg,(x)

en el intervalo [1, + o0 ) se alcanza en un punto x = uy > 1 tal que

‘P; (o) _
0, (Uug)

Por tanto, siendo log ¢, (x) una funcion concava, se deduce que

A
®, (%)

en el intervalo cerrado de extremos u y u, y, por consiguiente, que

xv —logy,(x) = ugv — logy,(ue) = log y,(v)

para uy < x S u ou < x < uy Yy, en particular, que se verifica (17.3) para
(17.4).

18. Observacion. En virtud de (17.1) y (17.2) diremos que log ¢, (u)
y log ¥, (v) son un par de funciones concavas conjugadas.

Estos resultados se pueden extender con modificaciones obvias al caso
de que C sea no acotado, cuando C sea un conjunto conexo del plano com-
plejo completado Z que_conste al menos de dos puntos y existe una sola
componente B de Z — C tal que oo € B. Entonces por el teorema de Rie-
- mann existe una aplicacién conforme z — s(z) de B sobre{s: Re s >0} con

lim sup [s(z)| = o0 0.1y

§ o0
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A partir de esta funcion s(z) se definen las funciones s*(z) y o,(r) po-

niendo

s*(z)=0 paraz€EA=Z—-B 0.2.1y
y

s*(z) = Re s(z) para z €B. 0.2.2y
y .
0,(r)=sup s*@a +re’®)(0). (0.3)
)
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