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Resumen 

En (l],pág. LG. 3. 27, J. SERRE da una demostración de un teorema de Godement, en donde 
se establece una condición necesaria y suficiente para la existencia de variedades cociente, en términos 
de la relación de equivalencia y para el caso de variedades diferenciables de dimensión finita y sin bor
de. 

Asimismo en p 1 se enuncia sin demostración el mismo resultado para el caso de variedades de 
dimensión infinita y sin borde. 

En el presente trabajo se generaliza este teorema al caso de dimensión infinita y varieades dife
renciable que pueden tener borde anguloso. 

En lo sucesivo por variedad diferenciable se entenderá variedad de clase p(p GiVU { + °° }), mo
delada sobre abiertos de cuadrantes de espacios de Banach reales ([3]) y [4]). 

Definición 1.-^ Sean X, X^ variedades diferenciables,/una aplicación de 
clase p de X en JÏ' y X un punto de X. Se dice que /es una sumersión en x, 
si existe V entorno abierto de fix) en X' y existe s aplicación de clase p de 
F en X tal que sj{x) = xy fs{x) = x para todo x' de V. 

Se dice que / es sumersión, si / es sumersión en todo punto de X. Es 
claro que toda sumersión es una aplicación abierta. 

Proposición 2.— Sean / una sumersión suprayectiva y de clase p de X 
sobre X', Z " una variedad diferenciable de clase p y g una aplicación de 
X^ en X". Entonces g es de clase p si y solo si gfes de clase p. D 

Es inmediato también que la composición de sumersiones es una su
mersión. 

Proposición 3.~ S i / e s una sumersión de clase p en x, Txfes lineal con
tinua y suprayectiva y su núcleo admite suplementario topológico en TxX. 
Ahora bien si x G int. (X), estas condiciones sobre Txf son suficientes para 
garantizar que/sea una sumersión en x. ° 
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Proposición 4.— Sea / una aplicación de clase p át X tn X' y x ^BkX 
{Bk(X) designa al conjunto de puntos de indice k de la variedad Z). Supon
gamos que x' = f{x) ^ int X\ Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

à) fes sumersión en x. 

b) Existe (C/, <p, (ExGxR^, A.pa)) carta de X centrada en x, existe 
{B, 7, E) carta de X' centrada en x' taies que f{U) CB y yf^'^ :^{U) -^E es la 
proyección primera, (ps es la proyección de ExGxR^ sobre i?'^ y A = 
{p\y ••• ? Pk}, donde p/ es la proyección z—ésima de R^ sobrei?. Por tanto 

{ExGxR^f^,p^ = EXGX{R^TJO. 

Demostración 

a) =̂  b) Sea Ci = (f/j, s^i, (Ei, A^)) carta de X centrada en x y 
c' = (V, ip\ É) carta de X centrada en o¿ tales que X í/i ) C V, 

Se^g = ^'f^¡':^^{U,)-^E\ 
Como card(Ai ) = k, existen Vi, ... ,Vk^Ei, linealmente independien

tes tales que E = E\. ®TL{ Vi, ... , Vk). De hecho Vi,... , Vk ^ £^u • P^^ 

otro lado TxfTxJiTxBkX) = Tx'X' y keT(TxfTxÎ) admite suplementario to
pológico en TxBkX y por tanto DgiO)iE\ ) = E\ ker(i)g(0)| . ) = G 

admite suplementario topológico, E, en E\^ y Dg{Qi)\E es homeomorfismo 
lineal de E sobre E\ ^ 

Así 
e.ExGxR^ -^El^^xR^ ^E^ 

(V, U,Xi,.,,Xk )-^{v +U,Xi,...,Xk)-^V +U + X i V i + . . . + X/tV/t 

es un homeomorfismo lineal. 

Puesto que ^"Vi(f^i) es un abierto de ExGxiR^Tfp ,...,pj = 

{ExGxR^y^ Q que contiene al cero, se verifica que existe ^ i entorno abier

to de cero en E^ existe^2 entorno abierto de cero en G y existera entorno 

abierto de cero en (i?^)% , . . . , P J taies q u e ^ = AixA2xA^ Cd~^^i{Ui). 

Sea la aplicación de clasep,h = gd^: A -^E', Entonces/)i/z(0, 0, 0) ^ 
£(£", E') es un homeomorfismo lineal ya que Dih(0,0,0) = Dg ÍO)\E. Sea la 
aplicación \¡J : A -^ExGxiR^Yfp ,...,p ; definida por 

1 k 

Es claro que 1// es de clase p, i//(0, 0, 0) = (0, 0, 0), / )^(0, 0, 0) es un 
homeomorfismo lineal y 

^¡J{^A)C^{ExGx{R^T(p ,,_p))=ExGxd(R^T(p ,...,p ; 
1 i- 1 t 
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Aplicando el teorema de la función inversa, [5], a ^, se tiene que exis
te U"^ entorno abierto de (0,0,0) tn A y existe V"^ entorno abierto de 
(0,0,0) QnExGxiR^f/p v j tales que \IJ\U* es un difeomorfismo de clase 

p de í/* sobre F*. Así o¿ = ^~i^\ e(U*)^ - i^lu*)'^ es un difeomorfismo de 
clase/? y las cartas i^?eiU^), a\{ExGxI^, K^e))y {U\{Dm\ET^^\E) 
cumplen las condiciones del enunciado. 

b) =̂  á) Es inmediato. Q 

Proposición 5 . - S e a / : X -> X' aplicación de clase p, Y' una subvarie-
dad de Z ' tal que Y' C int X\ Supongamos que para todo x ^f^{Y'),fts su
mersión en X. Entonces se tiene: 

a) f^ (F') es una subvariedad de X. 

b) Para todo x G f^{Y), el índice de x en f^ {Y') es la suma del índice 
de X en Z y el índice de /(x) en Y\ Por tanto d{f^ (F')) = f^ (9 Y')^ 

c) Para todo x^f' {Y\ T^f (F') = {T^ff' (Tff.j Y'). 

Es consecuencia de la proposición anterior, n 

Definición 6.— Sea X una variedad diferenciable de clase p y 5 una re
lación de equivalencia en X. Se dice que S es regular, si existe una estructu
ra diferenciable de clase p en el conjunto cociente X/S tal que la proyección 
natural q de X sobre X/S sea una sumersión de clase p. 

Se comprueba sin dificultad, utilizando la proposición 2, que si existe 
una tal estructura, ésta es única y se le llama estructura cociente y a la varie
dad correspondiente se le llama variedad cociente. 

Si Txf es suprayectiva, se deduce que f(x) tiene índice cero. Entonces 
se tiene que sidX = (p y S es regular en X, d(X/S) = 0 

En [2] se enuncia sin demostración el siguiente teorema: 

Teorema 7.— Sea X una variedad diferenciable de clase p y 5 una rela
ción de equivalencia en X. 

Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

a) S es regular. 
b) S es una subvariedad sin borde de XxX y pi\s: S -^X es una sumer

sión de clase p. 
c) S es una subvariedad sin borde de XxX y para todo {x,y)E:S existe 

un entorno abierto, Í7, de x en Z y existe una aplicación de clase p, 
f, de Í7 en Z tal que fix) = y y para todo z E:U,(z, f(z)) G S. 

Este teorema es un caso particular del siguiente: 

file:///Ij/u*
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Teorema 8.— Sea X una variedad diferenciable de clase p y S una rela
ción de equivalencia en X. 

Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

a) S es regular y d{X¡S) — (¡), 

b) S es una subvariedad bien situada de XxX, es decir d(S) = d(XxX)r)S, 
Pi\s: S -^ X Qs una sumersión de clase p y 5(int X) = X 

c) S es una subvariedad bien situada de XxX; para todo (x, y)^S exis
te un entorno abierto, U, de x QXIX y existe / : U ^ X de clase p tal 
que fix) =y,y (z, /(z)) E S para todo z E f/; y Síint Z) = X. 

Demostración 

b) =^ c). Sea (x, y) E S. Como pi\s es sumersión en (x, y), existe íî , 
entorno abierto de x en X y existe s : W ̂  S de clase p tal que s(x) = (x, ;^) 
y para todo z E W, (pi\s) s(z) = z. Se considera la aplicación de clase p, 
f : W ^ X, definida por/(z) = P2s{z). Es claro que/(x) = y,y que para todo 
z^W,{zJ{z))=s{z)^S. 

c) =̂  b). Sea (x, j^) E 5'. Por hipótesis existe U entorno abierto dex en 
X y existe / : U -^ X de clase p tal que /(x) = 3̂ , (z, /(z)) E 5 para todo z E f/. 

Entonces s : U ^ S definida por s{z) = (z, /(z)), es de clase p, 
5(x) = (x, y) y (pi \s) s (z) = z para todo z de U. Así pi b es una sumersión 
en(x,;;). 

a) =̂  c). Por hipótesis q:X ^ X/S es sumersión de clase p por tanto qxq 
es también sumersión. ^ 

Como b(X/S) = 0, la diagonal A es una subvariedad de clase p deX/Sx 
X/S y por la proposición 5 se tiene que {qxq)'^ (A) = S es subvariedad de 
clase p de XxX tal que 9(»5 = S(^ d{XxX) y por tanto 5esta bien situada en 
XxX 

Lema 1. Sea X una variedad diferenciable de clase p y S una relación 
de equivalencia regular en X Entonces S{mX X) = X si y solo si d(X/S) = 0. 

Demostración del Lema 1. Es inmediato que si Siint X ) = X, entonces 
d(X/S) = 0. Supongamos que d(X/S) = 0 y sea x E 9 X. Entonces x E 
Bk{X) para algún A: > 1. Como ^ X -^X¡S es una sumersión, por la proposi
ción 4 existe (í/, ^, (ExGxR^, Ap^)) carta de X centrada en x, existe (5, 
7, £") carta de X/̂ S centrada en qix) tales que qiU) CB y yq^"^ : <p(í/) -^E QS 
la proyección primera. 

Puesto que ^(U) es abierto en ExGx(R^)\ , existe a E int(i?'̂ )"A tal que 
(0,0, a) E v?( ÍT). Es claro que y = ^'^ (O, O, a) E int X y 7^3^) = O = jqix). 
Es decir qix) = qiy) y por tanto x^j^. n 

Por el lema anterior se tiene que »S(int X) = X 
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Sea (x,y) E S. Puesto que q es sumersión en j ; , existe F entorno abierto 
de q(y) en X/S y existe s: V-^ X de clase p tal que y = sq{y) y q^z) — z para 
todo z ^ V. Entonces ^"H íO = ^^'^ un entorno abierto de xen Xy f— sc^v 
es una aplicación de clase p áe U en X. Además y = fix) y {t, fit)) G 5 para 
todo t e U. 

b)^a) 

Esta implicación resultará de una sucesión de lemas. 

Lema 2. Sea X una variedad de clase p y S una relación de equivalen
cia en X Supongamos que S es una subvariedad de XxX y que p\\s:S ^ X 
es sumersión de clasep. EntoncesP2b* S^X es sumersión de clasep.° 

Lema 3. Sea X una variedad de clase py S una relación de equivalencia 
en X tal que p2 \s''S ^X es abierta. Entonces q:X -^X/S es continua y abier
ta, considerando en X/S la topología cociente. 

Basta observar que q~^ qiU) = SiU) = ip2 \s)iiUxX)) H S), a 

Lema 4. Sea X una variedad de clase p y S una relación de equivalencia 
en X. Supongamos que S es una subvariedad de XxX y que pi\s:S ^ X es 
sumersión de clase p. Sea U un abierto de X tal que q'^qiU) = X y Su = 
iUxU) n S. Entonces Su es regular en í/ si y sólo si S es regular en Z. (q:X -^ 
X/S). 

Demostración del Lema 4. Supongamos que Su es regular en U. Se 
tiene el siguiente diagrama conmutativo: 

donde iquix)= q ix). Entonces f es biyectiva y existe una única estructura 
diferenciable de clase p en X/S tal que f es un difeomorfimo de clase p. Todo 
se reduce a probar que q es sumersión de clase p, al considerar dicha estruc
tura. Para lo cual consideramos el siguiente diagrama conmutativo: 
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(UxXjns 
Pi \{UxX) n s 

Pi \{uxx)ns 

U 
(lu 

X 

f^q 

U/S 
u 

Como P2\(UxX)ns es sumersión suprayectivadeçlasepy z''̂ ¿7P2l(c/:cX)n5 
es sumersión de clase p, i'^q es sumersión de clase p y por tanto q también 
lo es. Luego S es regular en X. 

Supongamos ahora que S es regular en X. Teniendo en cuenta el diagra
ma conmutativo 

U/Su 

existe una estructura diferenciable de clase p en U/Su tal que i es un 
difeomorfismo de clase p. Además como / es sumersión de clase p, se tiene 
que q\u Qs sumersión de clase p y Su ^s regular en U. a 

Lema 5. Sea X una variedad de clase p y S una relación de equivalencia 
en X tal que p2 Is'-S ^ X es abierta. Supongamos que X = U Ui donde 

iel 

Ui es abierto saturado de X, es decir q'^qiUi) = Uf para todo z E / y supon
gamos que Su. es regular en Uj para todo / G /. 

^ Entonces S es regular en X {q:X —> X/S). 

Demostración del Lema 5. Con la notación Sui queremos indicar la re
lación (UixUf) n S. Por el lema 3 para todo / G/, q{Ui) es abierto en X/S con 
la topología cociente T^. 

Para todo z G / se tiene el siguiente diagrama conmutativo: 

Ui 

qui 

Ui/Su: 

Ji 

X/S 

donde aiqu^ {x) = q{x). 
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Es claro que a/ es una biyección de Uj/Su. sobre q{Ui) para todo / de 

/: así existe una única estructura diferenciable de clase p,[Ai], sobre q{Ui) 
tal que a/ es un difeomorfismo de clase p. 

Deducimos que q:Ui —^ iqiUj), [Ai]) es una sumersión y por tanto una 
aplicación continua y abierta. Así TIA¿] = Te\q(u¿ )• 

Por otra parte q{Ui n Uj) = q{Ui) n q {Uj) es abierto en {q{Ui), [Ai]) 
y en (qiUj), [Af]) para todo i, jE L Así 

q:Ui n Uj >{q{Ui O Uj\ U/]|^(c/,n up) 

q:Ui n Uj > (qiUi O Uj), [Aj]\,^u, n Uj )) 

son sumersiones suprayectivas de clase p y por tanto las dos estructuturas 
coinciden. Luego existe una única estructura de variedad CP [A ] en X/S tal 
que para todo / G /, q(Ui) es abierto de Ti A ] Y [A]\g(u. ) — [Ai]. 

Además q:X —> (X/S, [A]) es sumersión de clase p y por tanto S es re
gular en X. • 

Lema 6. Sea X una variedad de clase p y S una relación de equivalen
cia en X tal que S es subvariedad de XxX y Pi\s''S —^ X es sumersión de cla
se p. Supongamos que X = U Ui, donde í// es abierto de X, y que Su es re-

iel i 

guiar en Í7/. Entonces S es regular en X. 

Demostración del Lema 6. Por el lema 2, p2 \s es abierta y por el lema 
3, q\X —^ X/S es continua y abierta, considerando en X/S la topología co
ciente Te. 

Así Vi = q'^qiUi) es abierto saturado de X para todo / E / y además 
X = U Vi. Por otra parte (F/ xF/) n S es una subvariedad de VÍXVÍ y 
P\ \{v- í^v. ) n s' (VixV¡) n S—^ F/esuna sumersión de clasep luego por el 
lema 4 aplicado a F/, ^i^. es regular en F/. Por último por el lema 5, S es 
regular en X. • 

Lema 7. Sea X una variedad de clase p y S una relación de equivalencia 
en X tal que Ŝ es una subvariedad de XxX. Designamos por / la inclusión 
de S en XxX. Entonces para todox de X se verifica que Nx ={v E TxX/iv,0)E^ 
(T(x,x)Pi, T^x,x)P2)T(x,x)í(T(x,x)S)} es un subespacio lineal de TxX que ad
mite un suplementario topológico, Kx, en TxX. 

Demostración del Lema 7. Como A cS, si k: A —> S, se verifica que 

T(x,x)k(T(x,x) A) C T(x,x)S; 

H = iT(x,x)Pi, T(x,x)P2 )T(x,x)fiT(x,x)S) C TxXx TxX. 
Además 
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{T(x^x)P\ , T(x,x)P2) T(x,x)i T^x,x)k{T(x,x) A) — 

= {T(x,x)Pl , T(x,x)P2)T(x,x)KT(x,x) A) 

es la diagonal D de TxXxTxX, donde /: A —> XxX. Puesto que D y TxXxiO} 
son subespacios lineales cerrados de TxXxTxX tales que 

D n iTxXx{0}) = {(0,0)} y D + TxXx{0}= TxXxTxX, 

se tiene que 

D®TÍTxXx{0})= TxXxTxX. 

Sea 6 el homeomorfismo lineal: 

d:Dx(TxXx{o}) — ^ r^^xr^z 

((u,u),iv,0)) > iu + v,u) 

Nx es también un subespacio lineal cerrado de TxX que cumple 

D n (N^x{0}) = (0,0) y D + (N^ x{0}) = H. 

Por tanto D y Nx x {0} son suplementarios topológicos y 

e^:H ^Dx(N^ x{0}) 

{u, v) > {{v, v), iu-~v, 0)) 

es el homeomorfismo lineal canónico. 
Como H admite suplementario topológico en TxXxTxX, existe una 

aplicación lineal continua q de TxXxTxX en TxXxTxX tal que qq = q y 
H = im q. Se considera la aplicación lineal continua y suprayectiva 

a = d^qd:DxiTxX x{0}) > Dx(Nx x{0}) CDx(TxXx {0}). 

Es claro aa = a y que a((v, v), (0,0)) = ((v, v), (0,0)). 
Sea el diagrama conmutativo: 

Dx(TxXx{0)) a DxiNxxiO}) 

DxÇTxXx{0}) 

Dx{{0,0)} 

a 

Qi 

DxiNxX{0}) 

Dx{(0,0)} 



VARIEDADES COCIENTE DE VARIEDADES CON BORDE ANGULOSO 589 

donde a es la aplicación lineal continua y suprayectiva definida por 

a(t + Dx {(0,0)} )= a{t) + Dx {(0,0)}. 

Considerando los siguientes homeomorfismos lineales 

{(OMx(T^X x{0}) > Dx(T^Xx{0}) 

Dx {(0,0)} 

((O, 0), (y, 0)) > [(O, 0), (V, 0)] 

Dx{N^x{0}) "¡^ > {iO,0)}xiN^x{0}) 

DxmO)} 

[((v, V), (í/, 0))] > i(0,0),iu,0)) 

se tiene la aplicación lineal continua y suprayectiva: 

TT = xljaX :{(0,0)}x(T;c^x{0}) >{(0,0)}x (N̂ c x{0}). 

Entonces TTTT = TT y por tanto Â ^ admite suplementario topológico en 
T.Xo 

Lema 8 Sea X una variedad de clase p sin borde y S una relación de 
equivalencia en X tal que S es una subvariedad de clase p sin borde de XxX 
y Pi\s- S —^ X es sumersión. Entonces para que todo x de X, existe un 
abierto U con x ^ U, existe W subvariedad sin borde de U con x ^W y existe 
una aplicación de clase p, r, de t/ en H/ tal que para todo y ^ U,(y, r(y)) G S 
y r(y) es el único elemento de W tal que (y, r(y)) G S. 

Demostración del Lema 8. Con las notaciones del lema 7, si Á̂ ^ es un 
suplementario topológico de Nx en TxX, tomando una carta c = (V, ^, E) 
de X centrada en x, se verifica que W' = <p~^ ((^c)'^ (Kx ) ^ ^ (V)) es una sub
variedad sin borde de clase p deX conx eW' y TxKTx W) = Kx (j: W'—^X). 

Sea el conjunto 2 = (W' xX) n S. Como Pils'-S —^ X es sumersión, 
por la proposición 5, (pilsY^ (H '̂) = 2 es subvariedad de clasep de S que no 
tiene borde y tal que 

Tix,x)iy)T^x,x)i^) = T(x,x)(Pi IsTHKx) 

donde 7:2 > S. Veamos que P2I2 es un difeomorfismo local de clase 
p en (x, x). En efecto: 

a) T(x,x)(P212) es suprayectiva. Sea v E TxX. Por el lema 2, p2 \s es una 
sumersión, de donde existe h E T(x,x)S tal que T(x,x)(P2\s)ih) = v. Por otra 
parte 
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(T^xx) Pi , T(x,x)P2)Tix,x)k{h) = (S, t) 

donde k: S > XxX y t = v. Además s = Ui + t/2 donde Ui ^Nx y U2 ^ 

Kx. Por tanto 

{ui,0)^{T^x,x)Pi,Tix,x)P2)Tix,x)k{T^x,x)S)=H, is,v)eHy (u2,v)eH. 

De donde 

("2 , V) = (T(x,x)Pl , T(x,x)P2 )T(x,x)k{D 

donde 

l^T(x,x)S y T(x,x)iPi\s)il) = TxPriT(x,x)Pl,T(x,x)P2ÏHu2,v) = U2. 

Así 
/ E T(x,x) yiTix,x)^) y I = T^x,x) y{oL) 

donde Û: E T{X,X)^. Por último 

7^(x,x)(P2l2)(a) = v. 

b) T(x,x)(P2 1 )̂ es inyectiva: 

T(x,x)iP2 \^)W) = O implica que 

P2{T{x,x)Pi, T{x,x)P2)T{x,x)k T(x,x) yW) = O 
y _ 

T{x,x)(Pi |2)(í3) = pi iT(x,x)Pi, Tix,x)P2 )T(x,x)k T(x,x) 7(/5). 

Por tanto si 

(w, v) = iT(x,x)Pi, T^x,x)P2)T(x,x)k T^x,x) T(Í3) 

se tiene que 

v = Q,u = T^x,x)iPi\^)m,u^Kx y ueNx. 
Así 

u = 0 y 15 = 0. 

Por tanto existen Ui, U2 abiertos de X conteniendo a x tales que 
P2 h n(Uix Ui)'^ ^ (UixUi ) > U2 es un difeomorfismo de clase p. Sea 
/ el difeomorfismo inverso. Es claro que / es de la forma f(x) = (p(x), x) 
para todo JC de U 2, donde p = p\ ifJ: 2 n (U^xU^) -^ WxX, p\:W'xX -^W\ 
Con lo cual p es una aplicación de clase p de U2 en W'. Se comprueba 
fácilmente que U2 C. Ui y que p(x) = x para todo x E Í72 H R/'., Sean ¿7 = 
p"^(R'' n í/2) abierto deZ , Ĥ  = í/ n IV' subvariedad deUyr = p\u. Además 
xeU,dW = (l>,riU)CW, 



VARIEDADES COCIENTE DE VARIEDADES CON BORDE ANGULOSO 591 

Para todo y G U, r(y) e W y f(y) = ir(y), y) G S n (f/i xU^ ) C S. Por 
último siy G U,z E:W y se cumple que (z, y) E S, entonces 

iz,y)el:niU^xU^),p2iz,y) = P2 (riy),y) 

y por tanto r(y) = z.a 

Lema 9. En la hipótesis del lema 8, si x G Z y (U, W, r) verifican las 
condiciones de dicho lema, entonces existe Í7' abierto en X con x GW C 
U' C U tal que Su ' es regular. 

Demostración del Lema 9. Si i: W ^ U, se verifica que n(y) = riy) =y 
para todo y GW. Así r es sumersión en todo y de Ĥ . Luego 

(7'=|j; e f//r es sumersión en j } 

es un abierto de U que contiene a Ĥ  y r\u':U' -^W es una sumersión de cla
se/?. 

Se considera el diagrama conmutativo: 

Es claro que q\u'\ es biyectiva y por tanto existe una única estructura 
w 

de clase p en U^lSu* tal que q\u'\ es un difeomorfismo de clase p. hsíq\u* 
w 

es sumersión de clase/? y Sjj* es regular en C/'.n 
Como S{int X) = Z, por el lema 4 es suficiente probar que 5int x es 

regular en int X. 
Es claro que S H (int Xx'mX X) es una subvariedad sin borde de int 

Xxint X, ya que 5 es una subvariedad bien situada de XxX. Además 
P\ \s(^{mxxxmt x)'- S r\ (int Xxint X) —> int X es una sumersión de clase p. 

Así por los lemas 6 y 9, Sint x es regular.^ 

Ejemplos 

( 1) Sea X =[— \^ \] X [— \, \]xR y 5 la relación de equivalencia tnX 
definida por (x, ;;, z) S (x-, y\ z) =̂=> Jĉ  + j ; ^ _ 2z = x'^ + 3;'^ -2z ' . 

Entonces S es una relación de equivalencia regular en la variedad con 
borde anguloso X y XjS es difeomórfica en clase «5 a i?. 
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2) Sea X la subvariedad de S^ dada por {(x, y, z) G 5^/z > 0}y seai? 
la relación binaria en X dada por xRy '^==^ x=yóx = ~y. Entonces R es 
una relación de equivalencia en Jf y X/R es homeomorfa al plano proyecti-
vo P^ . Además P^ con su estructura diferenciable usual no es cociente de X 
respecto a la relación R ya que 9P^ = 0 y i?(int X) = int Z 9̂  X. 
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