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Abstract

In this paper are studied the analytic structure and spectral properties of the conmutant of a
causinilpotent injective unilateral weighted shift operator defined on a Hilbert space.

Resumen

En éste articulo se estudian la estructura analitica y propiedades espectrales del conmutador
de un operador desplazamiento unilateral ponderado injectivo cuasinilpotente definido sobre un espa-
cio de Hilbert.

1. INTRODUCCION

Sea E un espacio de Hilbert con base ortonormal {e,,} neN s, sea{w,,},,eN
una sucesion de ntimeros complejos no nulos, y sea T € L(E) un operador
desplazamiento unilateral ponderado e injectivo, definido por la relacion
Te, = w,e,, Vn € N. Por el corolario 1, pag. 52 y las proposiciones 6y 7,
pag. 57-58 de [1], podemos considerar que w,>0,V n€ Ny que T =M, es
un operador multiplicaciéon por z en el espacio de Hilbert ponderado H? (8)=
={(fnens T AP B(n)* < oo}, siendo BO)= 1, B = Wowy ... Wi

n=0
si n 2 1. Sea H(B) el conmutador de Ty representaremos por || ||.. la norma
del dlgebra de Banach H™(8) (Ver pag. 61-63), [1]).

2. ESTRUCTURA ANALITICA

Empezamos con un lema valido para cualquier operador desplazamiento
unilateral ponderado e injectivo.

* [iste trabajo ha sido realizado en el Departamento de Ecuaciones Funcionales de la Universi-
dad de Valencia, formando parte de la Tesis Doctoral del autor, realizada bajo la direccién del Profe-
sor Antonio Marquina.



564 LUCAS JODAR

Lema 1
Sea T =M, en H*(B) y sea p(z) = z", entonces se verifica |pll. = [|T"Il.

Demostracion: Sea f ={ f(n}nen € H? (B) y sea M, el operador multi-
plicacion por p(z) en H*(B). Si llamamos # = M,(f) = p f, con h(n) ) =

=3 p(k)f (n—k), se tiene que

k=0
flm—n), sim=n

h(m) =§

0 sim<n
para cadam €N, y de aqui 2
IMp(FHI2 =2 |h(m)I*B(m) = Z |fim —n)*B(n —n)zl pem) ] =
m=0 mo B(m — n)
2
= (sup [ bom) ] ) (2 ftm — n)|*B(m — n)?)
m=n ﬁ(m - n) m=n

Por [1], p4g, corolario de la proposicion 7, tenemos que

2

[ B(m) J
sup |—/——

m>n IB0M — 1

2
B(n + k)
[l SA A p— Tn 2
upl 800 } 7™

k=0

y por ser lIflI? = 2 [fim — n)|? B(m — n)? = |If1I?, se deduce que IM, (NIl <

m=n

< AT y quell Ml < || Tnll. Veamos que ||Mp |l = |IT"||. Sea x; € H*(B)

tal que
0,m+*j
xj(m) =
1/B8G), m =j
Es claro que |ixjll = 1, si & = Mp(xj), entonces se tiene que
m 0 ,m<nm 0 ,m¥#n+j
h(m)= Z p(k)xj(m — k) =
k=0 xj(m —n), m=n 1/8G), m=n+j
1/2 e
n
Wl =) 2 hGm)? BGm)? g - fetp
m=o0 B(G)
En consecuencia i
bR XD _yrm- g.ED.

M, 1| = sup | Mp x;) || = sup =t
sy e L s AT
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Definicion 1

Sea w un ntimero completo y sea A,: § — Ctal que},, (p) = p(w)
Vp €F. Se dice que w es un punto de evaluaciéon acotada sobre H”(3) si el
funcional A,, admite extension a un funcional lineal multiplicativo continuo
sobre H™(B).

Sea & (H™)B)) el espacio estructura de H™(c), entonces si A EJ(H™(B)),
el nimero A(z) es un punto de evaluacién acotada sobre A~ (3) que pertenece
al espectro de T, o(T). Reciprocamente si w € o(7), denotaremos por F,,
a la fibra de w, es decir, F,, ={A EX(H(B)), \(z) = w}.

Teorema 1

Sea T = M, en H?(B) operador desplazamiento unilateral ponderado
cuasinilpotente.
Entonces se verifica:

(I) Para cada f = X f(n)z” con radio de convergencia p> 0, se tiene

n=0

que sif € H?(3), entonces f € H*(B) y si llamamos s, (f)

n
> f(k)z*, se cum-

k=0

ple que f = lim s, (f) en H(B).

n - oo

(II) Existe una serie de potencias f(z) = ?; fln)z" con radio de con-
vergencia p = 0y fZ H (). o

(ITI) Elespacioestructuraes Jo(H(B)) = F,.

IV) Si Fyes trivial, entonces V f€ H(g) se tiene que o(f) ={f(0)} .

Demostracion. - Sea f(z) = T f(n)z" tal que A= lim sup [fin )" <

n> 0 N> o
< + oo, entonces el operador A = Z f(n)T" es acotado porque
n> 0
Z ) ANT = Z fm) 1T <+ oo (D)
n=o n=o

ya que

lim sup (AR 7)) ¥ =1im | f(n)| 1" lm||T" = N -0= 0
now n e n e
Como AT = TA, por teorema 3, pag. 62 [1], existe f € H™(3) tal que
A = Mssiendo f = A(eg) = T f(n)T™(eo)=Z  f(n) M"%(1) =Z>J f(n)z", es
nzZ0

n=o n=o
decir, f=fy f € H(8)
Veamos que lim s, (f) = fen H(3). Por (1), dado € > 0, existe ny EN

n >
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tal que si m 2 n = n, se verifica [f(kl IT*]| < e, y tomando limites cuando
k=

m —> o tenemos que 2 |f(k)| ||T*|| <e y de aqui £ f(k)k € L (H*(B)).

k= n k= n

Ademis 'V n = n, se tiene

= s, DI_< 2. [k IT* I <e

k= n+1

n

De aqu{ se concluye (I). Para ver (II), sea f = Z , entonces se tie-

=0 B(n)

—

1 — -i/n __

[1], pag. 70, se tiene que r,(T) < H(T) = 0. Asf, p = X! = 0. Se tiene tam-
bién quefxﬁEH’(ﬁ) porque E Am)?B(n)? = Z 1 =+oo,

n=0 n= o0

ne A = lim sup<

n oo

) = 400 porque por

~

(IIT) Veamos que X(H(B)) = Fy. Seaw € C ~{0}, vamos a probar que
w no puede ser un punto de evaluacion acotada sobre H(8); si w fuese pun-
to de evaluacion acotada sobre H™(3), entonces v EJL(H7(B)) que extiende

contfnuamente al funcional \,, :F— C, tal que A\, (p) = p(w). Sea r tal que
O0<r<|w|yseaf= E f(n)z" una serie de potencias de radio de convergen-
n=o0

cia r Por el apartado (I), se tiene que f € H () y por las propiedades de ra-
dio de convergencia, la serie E f(n)w" es divergente. Ahora bien, por (I)
n=0

se tiene que f = lfm s,(f) en H~(8) y por continuidad del funcional v queda

n o

v(f) = lim v(s,,(f)) = lim\,, (5,,(f)) = lim 2 flk) wk = 2 fmw”

n > n o noo k=0 k=0

lo cual es absurdo porque esta serie es divergente. En consecuencia w no es
punto de evaluacién acotada sobre H™(B),y para todo A € J,(H7)B)), A(z) =0,
es decirX, (H™(B)) = F,.

(IV) Si F, es trivial, entonces por (III), se tiene queJo (H”(B)) =F, y
por el teorema de representacion de Gel’fand, pag. 223 de [5], se tiene que

o(f) ={u(); u € Fo} ={u(N: uc XH B)}={uo (") }

siendo F0={ uo}. Seamos que necesariamente u, (f) = f (0), probando que
f0) o (N.

En efecto, f —f(0) € H™(B) y no admite inverso en H™(B) porque si
existiese g € H(B) tal que g(f— f(0)) = (f—f(0)) g = 1, entonces el
coeficiente correspondiente a n = 0 serfa tal que (f(0) —f(0)g0) =1,y
esto es absurdo, por lo tanto a(f) {f(O)} Q.E.D.
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Nota: Si para cada f € H™(B) se verifica que f=lims, (f) € H~(), en-
7 aoe
tonces por densidad de § en (H”(B), || |l») se tiene que F, es trivial. En par-
ticular si T es estricticamente ciclico, dicha condicién se verifica por [1],
propos. 31, pag. 94.

En el apartado (IT) del teorema hemos visto que hay series de potencias
de radio de convergencia nulo, que no pertenecen a H *(8); veamos que para
cada operador desplazamiento unilateral ponderado cuasinilpotente T, hay
f € H?(B) tales que f € H*(B) y el radio de convergencia de £ f(n)z" es
nulo. n=o

Proposicion 1

Sea T = M, operador desplazamiento unilateral ponderado cuasinilpo-
tente, definido en H2(B). Sea 0 > k < 1, f = {f(n)} .~ tal que fin) =
= “;n “ V n € N. Entonces f € H(f) y el radio de convergencia deE fn)z"

n= 0
es 0.

n -+ n o

1/n
1 n
Demostracion: Se tiene X = lim sup |f(n)} e lim sup (—k——> =
=i
=k Ifm sup ||T"||"*” = +oo. Asf, p= X! = 0, y por tanto la serie de poten-

n o

cias T fin)z" tiene radio de convergencia nulo. Es claro que € H?(B) porque

n=o0
k2n
T fm)PBn)? = T ————Bn)? <T k¥ <+ oo
n=o n=o ||T" | n>o
" (k + m)
ya que (1) < 17" = sup Pt 1)
keN ﬁ(k) K T
Veamos que f € H”(8); sea el operador V= Zf(n)T" = Z ——,
n=0 n=o || T"||
que es acotado porque Z>3 An 17" < Z>k " AdemasVT =TV, por el teo-
n=0 nzo

rema 3, pag. 62, [1], existe g € H(B) tal que V = Mg, con g = V(ey) =
= Ef(n) z" = f, luego f = g y por tanto f € H(8). Q.E.D.

nz=o0

Defz‘nicio’nQ 2.

Sea T = M, operador desplazamiento unilateral ponderado, representa-
do sobrre H?* (B).

Decimos que T es condicionalmente estrictamente ciclico si verifica la
condiciéon

n
lim sup —M—<+oo

nae B(n)
Por L!(T) designamos el espacio de sucesiones{(f(n))nen; Z [f(n); [|T7]|<+ o0}

n=o
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De la demostracion de la proposicion 1, para que f € H”(8) s6lamente
hemos necesitado que f € L!(T); por el teorema 1, las Gnicas f € H? (8) que
no sabemos si estan en H”(B), son las f € H?(8) tales que Ifm sup |f(n)|}”" =

n e

= + oo, es decir con radio de convergencia O y verifiquen

Itm sup [[f) IT"IV" > 1

no e

ya que si no se verifica esta condicion, entonces f € L (7).
Proposicion 2.

Sea T = M, en H?(B)unoperador desplazamiento unilateral ponderado,
condicionalmente estrictamente ciclico. Entonces se verifica:

(D SiH'(B) = (f(n),, . vs ZUANIBr) < + oo} entonces L' (T) = H" (B)

(I1) H'(B) C H”(B) y para cada f € H'(B), f = lim s () en H*(B).

" B(n + k)
Demostracion: Para cada n € N tenemos que ||T"| = sup —B(;)— =

= B(n), y asi f(n) <||T"|l, de donde se deduce que si f€ L!(T) entonces
también f € H')(B) y por tanto L' (T) C H'(B). Por ser T condicionalmente
estrictamente ciciclico y por (2), existe M > 0 tal que para n suficiente-
mente grande se verifica |77 || <M f(n ), V n 2 ny y en consecuencia

ZI T I<M Z |f(n)] B(n) <+ o

n> no n> ng

luego f € L' (T). Esto demuestra la parte (I) de la demostracion.

(II) Por el apartado (I) tenemos que H!(8) = L*(T) y si fE L' (T), al
ser convergente la serie £ |f(n)| [|7"]|, la serie de operadores £ f(n)T" es
n= 0 n}o
convergente en H7(B), y de aqui f = lim s, (f) en H”(B).

n e

Corolario

SeaT = M, en H?(8) operador desplazamiento unilateral ponderado
cuasinilpotente condicionalmente estrictamente ciclico. Entonces sif € H?(8)
es una serie de potencias de radio de convergencia nulo y verifica

Itm sup [[f(n)] B(m)]'" =5 <1

N oo

se tiene que f € H7(f).

Demostracién: Por la proposicion 2, se tiene que L' (T) = H, () C
H*(B). Si f verifica las hipodtesis del corolario, por el criterio de la raiz se tie-
ne que f pertenece a H!(8) y por tanto f € H*(8). Q.E.D.
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