
Sobre la estructura analítica de operadores 
desplazamiento cuasinilpotentes 

por LUCAS JODAR* 

Recibido: 2 marzo 1983 

Presentado por el académico numerario D. Manuel Valdivia Ureña 

Abstract 

In this paper are studied the analytic structure and spectral properties of the conmutant of a 

causinilpotent injective unilateral weighted shift operator defined on a Hubert space. 

Resumen 

En éste artículo se estudian la estructura analítica y propiedades espectrales del conmutador 

de un operador desplazamiento unilateral ponderado injectivo cuasinilpotente definido sobre un espa­

cio de Hilbert. 

1. INTRODUCCIÓN 

Sea E un espacio de Hilbert con base ortonormal{e„} neN, sea{w„}„e7V 
una sucesión de números complejos no nulos, y sea T ^ L{E) un operador 
desplazamiento unilateral ponderado e injectivo, definido por la relación 
Te^ = w^Cn,^ n E: N. Por el corolario 1, pág. 52 y las proposiciones 6 y 7, 
pág. 57-58 de [1], podemos considerar que w„>0,Vf2^ A''y que T = Mz es 
un operador multiplicación por z en el espacio de Hilbert ponderado íP (p)= 
={(/*(n)).e7v; s mW ^(nf <oo}, siendo í3(0)= 1, m= WoW, ...w„_.,, 

« ^ o 

si n > 1. Sea H°°{p) el conmutador de Ty representaremos por || lU la norma 
del álgebra de Banach//li3) (Ver pág. 61-63), [1]). 

2. ESTRUCTURA A N A L Í T I C A 

Empezamos con un lema válido para cualquier operador desplazamiento 
unilateral ponderado e injectivo. 

* Este trabajo ha sido realizado en el Departamento de Ecuaciones Funcionales de la Universi­

dad de Valencia, formando parte de la Tesis Doctoral del autor, realizada bajo la dirección del Profe­

sor Antonio Marquina. 
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Lema 1 

Sea T =Mz en iPiP) y sea piz) = z", entonces se verifica \p\U = II7^ II. 

Demostración: Sea f ={f{n)}neN ^ H^ (i3)yseaMp el operador multi­
plicación por p{z) en íPW). Si llamamos h = Mp(f) = p f, con h{n) ) = 

2 p{k)f{n—k), se tiene que 
/c = 0 

h{m) =\ 

para cada m E:N,y de aquí 

[/(m — / t ) , si m > « 

O sim <n 

m ^ o m ^ o 

i3(m) 

i3(m - 2̂)J 

= (sup 
j3(m) 

) ( 2 [ f (m-n)P i3 (m-«)2 ) 
[j3(m - n)J 

Por [ 1 ], pág, corolario de la proposición 7, tenemos que 

sup |3(m - «J = sup 
fc>0 

Pin + A:) 
]3(Â;) 

liri 

y por ser H/lP = 2 [/([m - n)\^ pim - nf = \W, se deduce que IJAÍpOOll < 

< 11/11 lini y quellMJI < II Tn\l Veamos que ||Mp|| > \\r\\. Seax/ G ^ ( ^ ) 
tal que 

ÍO, m ¥"]' 
Xf(m) =1 

ii/m,m=j 

Es claro que ||x/|| = I, si h = Mp{Xj), entonces se tiene que 

yn LO ,m<n ÍO , mñ^n + j 
h{m)= ¿ p{k)Xj(m — k) =1 I 

^̂ =0 \Xj{m — n), m>n \ l/P(j),m = n + f 
i 1/2 

j 2 \\h(m)\^ i3(m)2 
l3(w+/) 

m 
En consecuencia |3(n+/) 

lITlíp II > sup II ^ p (Xj) II = sup ,,̂  .̂  
jeN jeN P(J) 

T"\\ • Q.E.D. 
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Definición 1 

Sea w un número completo y sea X^: 0* > Ctal queX^ {p) = p{üj) 
V p G íp. Se dice que w es un punto de evaluación acotada sobre fr°(fi) si el 
funcional X^ admite extensión a un funcional lineal multiplicativo continuo 
sobre /r(/3). 

Sea X (IT')^)) el espacio estructura dQíT'ic), entonces siX GX(/r'(/3)), 
el número X(z) es un punto de evaluación acotada sobre H^W) que pertenece 
al espectro de T, o(T). Recíprocamente si w G a(7}, denotaremos por Fw 
a la fibra de w, es decir, F^ ={X GX(/r(i3)), X(z) = w}. 

Teorema 1 

Sea T = M^Qn fíPij^) operador desplazamiento unilateral ponderado 
cuasinilpotente. 

Entonces se verifica: 

(I) Para c a d a / = 2 f(n)z^ con radio de convergencia p > O, se tiene 
n^ O 

n 

que si/G//^(/3), entonces / G íTOS) y si llamamos 5„ (/) = 2 fik)z^, se cum-

pie que / = lím Sn if) en ir{^). 
« •* oo 

(II) Existe una serie de potencias f{z) = 2 f{n)z^ con radio de con-

vergencia p = O y / ^ ír(/3 ). 

(III) El espacio estructura es MH^i^)) = F o • 

IV) Si Foes trivial, entonces Y fe íTip) se tiene que o(f) ={/(0)} . 

Demostración. ~ Sea /(z) = Z finjz"^ tal que X= lím sup \f(n )| ̂ /̂  < 

< 4- oô  entonces el operadora = S fin)T" es acotado porque 
«^ o 

2 [/•(«), i i n i = s i/-(«)i iir«ii< + °o (1) 

ya que 

hm sup (Ifinïl \\T^\\) '̂"̂  = lím | / ( « ) | ^̂ ^ lím||r"||^/^= X • 0= O 
Como ^ r = TA, por teorema 3, pág. 62 [1], existe / G /TdS) tal que 

^ = M / s i e n d o / = ^ ( ^ o ) = 2 / ( n ) r V o ) = 2 /(n) Aí",(l) = 2 / («)z^ es 
« ^ o « ^ o « ^ o 

decir,/ = / y / G ^ ( U ) 
Veamos que lím s„ (/) = / e n -íT d̂S). Por (1), dado e > O, existe n^ EN 
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tal que si m>n>nQ se verifica 2 \f(k\ \\T^ i| < e, y tomando límites cuando 
k ^n 

m > cx) tenemos que S |/(/c)| ||r^|| < e y de aquí 2 f{kf G L (//^(jS)). 
k> n k> n 

Además V n> HQ se tiene 

De aquí se concluye (I). Para ver (II), s e a / = 2 , entonces se tie­
ndo i3(n) 

ne X = lím sup I ) ^^ = lím sup [i3(^)]^^" = r~rr\ ~ "^"^ ? porque por 

[1], pág. 70, se tiene que ^2(3") < r{T) = 0. Así, p = X"̂  = 0. Se tiene tam­
bién q u e / ^ / / ^ ( ^ ) porque 2 \fin)\^^in)^ = 2 1 = + oo. 

« ^ 0 n^ 0 

(III) Veamos que MJrm = Fo. Sea w e C ~{0}, vamos a probar que 
w no puede ser un punto de evaluación acotada sobre 1T°(^); si w fuese pun­
to de evaluación acotada sobre ff^ip), entonces v GX(/r°(i3)) que extiende 
continuamente al funcional X̂y ríT > C, tal que X^ip) — piy^)- Sea r tal que 
O < r < |w| y s e a / = 2 f{n)z^ una serie de potencias de radio de convergen-

cia r Por el apartado (I), se tiene que / G ^(jS) y por las propiedades de ra­
dio de convergencia, la serie 2 f{n)w^ es divergente. Ahora bien, por (I) 

se tiene que / = lím Snif) en IT'ií^) y por continuidad del funcional v queda 

n 

v(f) = lím v(s„(f)) = límX,^(5„C0) = lím Z f(k) w'' =^ f{n)w" 
k^ O 

lo cual es absurdo porque esta serie es divergente. En consecuencia w no es 
punto de evaluación acotada sobre /r°(j3),y para todo XEX(^)i3)), X(z) = 0, 
esdecirX(^"(i3)) = Fo. 

(IV) Si FQ es trivial, entonces por (III), se tiene queX(iSr°(i3)) = FQ y 
por el teorema de representación de Gel'fand, pág. 223 de [5], se tiene que 

o(f) ={u(f); u EFo) ={u(f); ueMH W))} = {uo(f) } 

siendo FQ = {UQ}, Seamos que necesariamente UQ (f) = / (O) , probando que 

AO) eo(f). 
En efecto, / —/(O) G JT (̂j8) y no admite inverso en /T'dS) porque si 

existiese g G FTi^) tal que g(f—f(0)) = (f-f(O)) g = I, entonces el 
coeficiente correspondiente a n = O sería tal que (f (0) —fiO))g (0) = 1, y 
esto es absurdo, por lo tanto a(f) ={/(0)}. Q.E. D. 
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Nota: Si para cada / E //""(jS) se verifica que / = lim s^ (f)E fíf^ip), en-

tonces por densidad de íT en (H°^(P), || lU) se tiene que FQ es trivial. En par­
ticular si T es estricticamente cíclico, dicha condición se verifica por [1], 
propos. 31, pág. 94. 

En el apartado (II) del teorema hemos visto que hay series de potencias 
de radio de convergencia nulo, que no pertenecen a//°°(j3); veamos que para 
cada operador desplazamiento unilateral ponderado cuasinilpotente T, hay 
f G H^(^) tales que / E H°°(^) y el radio de convergencia de 2 f{n)z^ es 
nulo. « ^ o 

Proposición 1 

Sea T = Mz operador desplazamiento unilateral ponderado cuasinilpo­
tente, definido en H^{^). Sea O > /c < 1, / = {f(n)}neN tal que fin) = 

= Y n GN. Entonces/E/ir'(j3) y el radio de convergencia de 2 f(n)z^ 

es 0. 1/̂  

Demostración'. Se tiene X = lím sup \f{n)\ = lím sup 
ir" I 

== k lím sup ||7^ ir̂ -̂  = +00 . Así, p= X'̂  = O, y por tanto la serie de poten-

cias 2 f{n)z^ tiene radio de convergencia nulo. Es claro que E/i/^(j3) porque 
Yl^ O 

ñ(k + m) 
ya que /3(n) < \\r \\ = sup ^~-~. 

keN PW ^„ ^ 

Veamos que / e ír(i3); sea el operador F = X f (n) T" = 2 
>¿ «>o iir"ii «í í^ o 

que es acotado porque 2 \f{n \ \\T" || < 2 A: "̂ . AdemásFr =TV, por el teo-

rema 3, pág. 62, [1], existe g E i/l^jS) tal que V = Mg, con g = V(eo) = 
= 2 fin) z^ = f, luego / = g y por tanto / E íTi^l Q.E.D. 

n ^ O 

Z)^/m/ctó/7 2. 

Sea T = Mz operador desplazamiento unilateral ponderado, representa­
do sobrre H^ (jS). 

Decimos que T es condicionalmente estrictamente cíclico si verifica la 
condición 

lím sup " '' < 4- oo 
Pin) 

Por L^iT) designamos el espacio de sucesiones{(/(^))rteA^; 2 \fin)i ||r"||<+oo) 
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De la demostración de la proposición 1, para q u e / G ^(j3) solamente 
hemos necesitado que / E L^{T)\ por el teorema 1, las únicas/Eí^(j3) que 
no sabemos si están en íT'iP), son las / E //^ (j3) tales que lím sup \fin)\^^ = 

n ->oo 

= + oo, es decir con radio de convergencia O y verifiquen 

lím sup [[/-(/z)!!!!"!!!/" >\ 

ya que si no se verifica esta condición, entonces/E L^(T). 

Proposición 2. 

Sea T = Mz en ^^(jS) un operador desplazamiento unilateral ponderado, 
condicionalmente estrictamente cíclico. Entonces se verifica: 

(I) S i^H/ í )= (fin))^^^;W(f)\M< + ^} entoncesLHT) = H'W) 

(II) //Hi3) C /r(i3) y para cada feH^ (^), / = lím s if) en iT(i3). 

B(n + k) 
Demostración: Para cada n E. N tenemos que | |7^| | = sup > 

m) 
> l¡(n), y así/3(«) < IIT'̂  II, de donde se deduce que s i / E L^(T) entonces 
también / E //^ )(i3) y por tanto L^{T)C.H^ (jS). Por ser T condicionalmente 
estrictamente cíciclico y por (2), existe M > O tal que para n suficiente­
mente grande se verifica ||7^ || <:M P(n ),V n>no y en consecuencia 

^\f(n)\\\r\\<MX\fin)\ Pin) < + oo 

luego/E Z^ {T). Esto demuestra la parte (I) de la demostración. 

(II) Por el apartado (I) tenemos que H^iS) = X U D Y si / E L^ (D, al 
ser convergente la serie 2 \f{n)\ | |7^||, la serie de operadores 2 f{n)T^ es 

tr^ O n^Q 

convergente en íT'iP), y de a q u í / = lím Sn(f) en fíTiP). 

Corolario 

Sea T = Mz on H^ (jS) operador desplazamiento unilateral ponderado 
cuasinilpotente condicionalmente estrictamente cíclico. Entonces s i / E i/^ (j3) 
es una serie de potencias de radio de convergencia nulo y verifica 

lím sup [l/(n)li8(/í)]^/" =s<l 

se tiene que/EiT"(i3). 

Demostración: Por la proposición 2, se tiene que L^{T) = Hi(§) C 
H°°{P). Si / verifica las hipótesis del corolario, por el criterio de la raíz se tie­
ne que/pertenece aH^iP) y por tanto/E//°°(j8). Q.E.D. 
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