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Abstract 

Four classes of hiperbarreled spaces axe defined and their hereditary properties are studied. 
Examples are provided. 

Resumen 

Se definen cuatro clases de espacios hipertonelados, se estudian sus propiedades hereditarias y 
se proporcionan ejemplos. 

Los espacios vectoriales que utilizamos tienen definido cómo cuerpo 
subyacente al de los números reales o al de los complejos, que denotaremos 
por K, Si A es un subconjunto de un espacio vectorial, denotaremos por 
L{A) a su envoltura lineal. 

En (6) pueden encontrarse las siguientes definiciones: 

i) Un subconjunto. A, de un espacio vectorial, E, se dice semiconvexo 
si existe un real positivo, p, tal que A + A C pA. (Ya que siempre 

2A CA + A, puede suponerse que p > 2). 

ii) Un espacio vectorial topológico, E{T), se dice semiconvexo si posee 
una base de entornos de O formada por conjuntos semiconvexos. 

iii) Un espacio semiconvexo se dice hipertonelado (hT) si cada subcon
junto equilibrado, semiconvexo, absorbente y cerrado es entorno del origen. 

La siguiente definición proporciona cuatro nuevas clases de espacios 
hipertonelados. 

Definición 1.1. Sea E un espacio semiconvexo. Diremos que E es 

a) HiperBaire—like (hBL) si para cada sucesión creciente, (Í7^ ), de sub-
conjuntos equilibrados, semiconvexos y cerrados de E, cuya unión es E, exis
te un natural, n, tal que U„ es entorno del origen en E. 
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b) Hipersupratonelado (hST) si para cada sucesión, ( í /^ ) , de subcon-
juntos equilibrados y semiconvexos de E, cada uno cerrado en su envoltura 
lineal, su unión absorbente en £ y la sucesión {L(U^)) creciente, existe un 
natural, n, tal que U^ es entorno del origen en E. 

c) Hipertotalmente tonelado (hTT) si para cada sucesión, (U^ ), de sub-
conjuntos equilibrados y semiconvexos de E, cada uno cerrado en su envol
tura lineal y su unión absorbente en £", existe un natural, n tal que U^ es 
entorno de 0 en L{U^)^ cuya clausura es de codimensión finita en E. 

d) Hipemo—ordenado—Baire—like (hUBL) si para cade sucesión, (U^) 
de subconjuntos equilibrados y semiconvexos de E, cada uno cerrado en su 
envoltura lineal y su unión absorbente en E, existe un natural, n tal que 
Un es entorno del origen en E. 

Probamos ahora las inclusiones que verifican estas clases. 

Proposición 1.1. 

a) Cada espacio hBL es hT. 

b) Cada espacio hST es hBL. 

c) Cada espacio hTT es hST 

d) Cada espacio hUBL es hTT, 

e) Cada espacio semiconvexo de Baire es hUBL, 

Demostración 1.1.a.— Ya que Í7es equilibrado, semiconvexo, absorben
te y cerrado en E, E = (U nU, n = 1,2,...). Por SQTE hBL y cada nU equili
brado, semiconvexo y cerrado en E, existe un natural, /?, tal que pí7 es e n 
torno de O en E. Por tanto también lo es U. 

Demostración 1.1.6. — Sea E unión creciente de la sucesión de subcon 
juntos equilibrados, semiconvexos y cerrados de E, (í/„). Obviamente cada 
Un es cerrado en L(Un) y U f/„ es absorbente en E.Por ser E hST existe un 
natural, p, tal que Up es entorno de O en E. Así, el propio Up es entorno de 
Oen^". 

Antes de probar l.l.c. y 1.1.d damos las siguientes caracterizaciones, 
que además serán útiles en lo sucesivo por expresarse en términos de subes 
pacios. 

Proposición 1.2. Un espacio semiconvexo, E es hST sí y sólo si cada 
vez que es unión creciente y numerable de subespacios, alguno eshTy denso 
enjE*. 
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Demostración.-- Si E es unión de la sucesión creciente de subespacios, 
(£•„), por ser hBL existe un natural, p, tal que £„ es denso tn E, n> p. Si 
ningún E„^ para n> p, es hT puede elegirse f/„, equilibrado, semiconvexo, 
absorbente y cerrado en E^ no entorno de O en £"„, /a > p. Por ser (U U^, 
n = £,...) absorbente en £ y {1(1/^)) creciente, existen un natural q^ p, tal 
que U^ es entorno de O en E, lo que es absurdo. Recíprocamente, sea iU„) 
una sucesión de subconjuntos equilibrados y semiconvexos de E, cada uno 
cerrado en su envoltura lineal, su unión absorbente en £ y la sucesión {L{U^)) 
creciente. Sea E^ = L(U^); evidentemente, E es la unión creciente de (£"„). 
Sea p el natural garantizado por la hipótesis.entonces. Up, que es absor
bente en Ep, es entorno de O enEp, por lo que Up es entorno de O en E. 

Proposición 1.3. Un espacio semiconvexo, E QS hTT sí y sólo si cada 
vez que es unión de una sucesión de subespacios, uno de ellos QS hT y su 
clausura es de codimensión finita en E. 

Demostración.— Sea (U^) una sucesión de subconjuntos equilibrados 
y semiconvexos de E, siendo cada uno cerrado en su envoltura lineal y su 
unión absorbente en E. Ya que E es la unión de iL(ü^ )), existe un natural, 
p, tal que ¿(Up) es hT, y por tanto Up es entorno de O en L{Up), y su clau
sura es de codimensión finita en E, Recíprocamente, sea E unión de la suce
sión de subespacios (£"„). Supongamos que ningún £"„ es/zTy su clausura de 
codimensión finita en E. Sea A = (£"„ I E^ no es hT) y sea B = (£„) \ A. 
Obviamente A U B cubre E, por lo que en virtud de (12), teorema 4.1, o 

A cubreE oB cubreE. 

i) A no cubre E. en efecto, si E es unión de una sucesión de subespa
cios, (Fp), y ninguno es hT, puede elegirse Up en Fp, equüibrado, semicon
vexo, absorbente y cerrado en Fp, no entorno de O en Fp, p = 1,2,... Cómo 
^ Up es absorbente en F y Up es equilibrado semiconvexo y cerrado en 
Fp = L(Up), existe un natural, q, tal que U^ es entorno de O en F^, contra 
su elección. 

ii) B no cubre E. En efecto , si F es unión de la sucesión de subespacios 
(Fp), cada Fp hT y su clausura de codimensión infinita en F, puede elegirse 
Up en Fp equüibrado, semiconvexo, absorbente y cerrado enF^ y, por tan
to, entorno de O en Fp. De nuevo U Up es absorbente en F. Sin embargo, 
ningún Fp = L{Up)^ puede ser de codimensión finita en F. 

La prueba de la siguiente proposición es análoga a la anterior. 

Proposición 1.4. Un espacio semiconvexo es hUBL si y sólo si cada vez 
que es unión de una sucesión de subespacios, uno de ellos eshTy denso en 
él. 

Ahora, 1.1.c) se sigue de las proposiciones 1.2 y 1.3, así cómo 1.1.d) 
délas 1.3 y 1.4. 

Demostración 1.I.e.— Si F no es hUBL,puede elegirse (U^), suce
sión de subconjuntos equilibrados y semiconvexos de F, cada U^ cerrado en 
L(U^ ) , su unión absorbente en F y tal que ninguno de los conjuntos f/̂  es 
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entorno de O en E. Entonces, F = (U nU^ ,n, m = 1,2,...) y, o U^ no es en
torno de 0 en L{U^ ), o, de serlo, LiU^^ ) no es denso en E. Si U^ no es en
torno de 0 en L{Um) debe ser raro en L{Uyn)\ de lo contrario por ser U^y^ 
semiconvexo, existe un real positivo, r^ , tal que 11^ + í/^ ^ ^mt^m, por 
lo que f^rn Ufj^y y por tanto U^, sería entorno de O en L{U^ ). Así, en parti
cular, Um es raro en E. Si L{Um) no es denso tnE, L{Um)^ es un subespa-
cio propio y cerrado de E y, por tanto, es raro. En particular U^ es raro en 
E. Ya que E es unión numerable de subconjuntos raros, no puede ser un es
pacio de Baire. 

PROPIEDADES HEREDITARIAS 

En (6) se prueba que si F es un subespacio denso e /zT de un espacio se
miconvexo E, también E eshT. 

Proposición 2.1.— Sea F un subespacio denso de un espacio semicon
vexo F. Si F es 

a) hBL, h) hST, c) hTT, d) hUBL, entonces E es de la misma clase. 

Demostración: a) y b) son de comprobación rutinaria. 

c) Sea E unión de la sucesión de subespacios (En). Ya que F coincide 
con U (F„ n F) y es hTT, para un natural, p, Ep H F^ es de condimensión 
finita en F, Sea (xi,..., Xm) una cobase. El subespacio de E, Ef + 

1,..., Xm ) es cerrado en F y contiene al subespacio denso F, por lo que 
coincide con E; es decir, Ep es de codimensión finita en E. En virtud de (12), 
teorema 4.1, podemos suponer a E cubierto por una sucesión de subespacios, 
que seguimos denotando por (F„), tal que la codimensión en E de cadaF^ 
es finita. Sea q el natural para el que Eq n F es hT y Eg H F^ de codimen
sión finita en F, y sea (xi,..., Xp) una cobase. El espacio G = {Eq + 
L{xi,..., Xp)) f^ F es denso en F y F^ H F es /zF y de codimensión finita en 
G, por tanto G es hT. Por otra parte, G es denso QÏÏT = Eq + L(Xi ,...,Xp), 
ya que G = T C) F, por lo que T QS hT. Finalmente Eq es hT ya que es de 
codimensión finita en T, (6). 

d) Procediendo cómo en c) podemos suponer a E cubierto por la suce
sión de subespacios densos (En). Sea q el natural para el que Eq H F eshTy 
denso en F. Entonces Eq H F es denso enEq,y así Eq es hT 

Corolario 2.1.1.— La complección de un espacio de alguna de las clases 
definidas es un espacio de la misma clase. 

En (6) se prueba que todo cociente separado de un espacio //F es de la 
misma clase. Por ser de rutina omitimos la prueba de 
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Proposición 2.2.— Sea H un subespacio cerrado de un espacio, E, de 
alguna de las clases introducidas en la definición 1.1. Entonces, el cociente 
EIH es la misma clase. 

El teorema 6 de (5) prueba que la hipertonelación se hereda por subes-
pacios de codimensión numerable. 

Proposición 2.3.— Cada subespacio, F, de codimensión numerable de 
un espacio hBL, E, es hBL. 

Demostración.— Sea F = U Un, creciente, cada í/„ equilibrado, simi-
convexo y cerrado en F y sea {xi,X2,...) una cobase de F en E. Cada Vn = 
Un + Pn, ss equilibrado, semiconvexo y cerrado en E, siendo P„ = 

n rp 

= ( Z ükXk/lükl'^n, k = l,...),yd. que t/„ lo es y F« es absolutamente con-
k -1 

vexo y compacto en E. Además E es la unión creciente de (F„). Si F, que es 
hT, no es hBL, ningún Un es absorbente en F. Esto implica que cada ¿(Un) 
es de codimensión infinita en F. Por otra parte £(í /^) es de codimensión in
finita en F, para todo n: basta observar que L{Un) H F = L{Un), de donde 
se deduce que la codimensión de L(Un) ^ F en F es infinita y, por tanto 
también lo es la de L(Un) en E. Finalmente es clero que también la codimen
sión de L{Vn) en E es infinita, por lo que ningún Vn puede ser entorno 
de O en E, Esto contradice que E es un espacio hBL. 

Proposición 2.4.— Cada subespacio, F, de codimensión numerable de 
un espacio hST, E, es hST. 

Demostración.— Sea F unión creciente de la sucesión (F„) de subespa-
cios de F. Por la proposición anterior F es hBL ya que E lo es. Así, existe 
un natural, p, tal que Fp es denso en F. Sea G un complemento algebraico 
de F en E. Entonces F = (U (F„ + G), n = p,...). Sea q el natural tal que 
Fq + G es hT. También Fq lo es por ser de codimensión numerable en Fq + 
4- G. Finalmente, es claro que Fq es denso en F ya que q^p. 

Para los espacios hTT e hUBL utilizamos el siguiente lema, cuya técnica 
se debe a Valdivia y Pérez Carreras, (16). 

Lema 2.5.— Sea E hTT QiUBL) unión de una sucesión de subespacios 
{En). Entonces existe un natural, q, tal que Eq es hTTQiUBL) y su clausura 
es de codimensión finita en E (y denso en E). 

Demostración.— Sean A = (F^/codim^'F^j es finita) (A = (En/En = E)) 
y B = (En)\A. Obviamente A ¥= 0.J^a que B no^cubre F, por (12) teorema 
4.1, podemos suponer que codixAEEn es finita (F„ = F) para todo n. Si nin
gún En es hTT (hUBL), existe (En )sucesión de subespacios de En que 

cubre F„ y tal que para cada p, o En no es hT o, si lo es, la codimensión de 
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SU clausura en En es infinita (no es denso en E^). Sean An = {EnJEnJ^o es 

hT) y Bnp= (Enp) - An, Si Á =U An y 3 =^Bn,^ U 3 cubre £'. Así, 

existe G en ^ U JS que es hT y codim^'G es finita y (G = E). Es fácil ver 
que ésto es imposible. 

Proposición 2.6.— Cada subespacio, F, de codimensión numerable de 
un espacio, E, hTT, es de la misma clase. 

Demostración.— Sea G un complemento algebraico de P de dimensión 
numerable. Sea (Pn) una sucesión de subespacios de P que cubre P. Enton
ces {Pn + G) cubre E. Por el lema, existe un natural, p, con Pp + G hTT y 
su clausura de codimensión finita en E. Ya que Fp + G es hTT, es hBL; 
también esJiBL pf + G, pues contiene como subespacio denso a Fp + G; 
por tanto, Pp es de codimensión finita en Pp + G; así, éste es un subespa
cio cerrado de E. En consecuencia Pf_es de codimensión finita en F, por ser 
de codimensión finita en ^ -f G^ = Pp^+ G, y éste de codimensión finita 
en E. Finalmente, pf = F^" n F es de codimensión finita en F y Fp es hT 
por ser de codimensión numerable del hT Pp + G. 

Proposición 2.7.— Cada subespacio, F, de codimensión numerable de 
un espacio, F, hUBL, es de la misma clase. 

Demostración.-- Sea (x„) una cobase de F en E. Entonces E = ^ En, 
siendo En = P -^ L(xi,..., x„). Por el lema, para un natural, p, Ep es hUBL. 
Así, F es un subespacio de codimensión finita de un espacio hUBL. Basta 
probar, procediendo por inducción, que cada hiperplano de un hUBL es 
hUBL. Sea, pues, F un hiperplano del espacio hUBL F y sea x G F \ F . Su
pongamos que F es unión de una sucesión de subespacios (F„ ) y no es hUBL. 
Entonces, ningún F„ es a la vez hT y denso en F. Sean A = (Pn/Pn es hT) 
y B = (Pn) '^ A. Ya que A U B cubre F, por (12) teorema 4.1, o ^ cubre F o 
lo hace B. Veamos que esto no ocurre. Si B cubre F, (F„ + L{x)IPn ^ B) 
cubre E que es hUBL. Entonces algún Pn + L{x) es /zF y, por tanto, también 
lo es Pn. Esto es absurdo pues F^ ^ ^. Supongamos que A cubre a F. SiF^ 
denota la clausura de Pn en E, A = (Pn/Pn ^ ^ ) cubre a F. Ya que cada F„ 
es un subespacio propio de E^ por (12) corolario 4.3, cada z E F está en dos 
o más miembros de A. Así, Á = (F„ n p^lPn, , Pm ^ A, n =^ m) cubre F 
y consta de subespacios de F de codimensión mayor o igual que dos. Por 
tanto la familia numerable (G + L{x)¡G ^ A) cubre E, por lo que existe un 
G en A tal que G + L{x) es cerrado y denso en F. Así E = G + L(x), con 
lo que la codimensión de G en F es uno, lo que es absurdo. 

En las pruebas de las propiedades anteriores para las clases análogas de 
espacios tonelados se emplean dos resultados de los que no conocemos su 
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validez en el caso semiconvexo, ésto ha obligado, aquí, a la utilización de 
técnicas distintas, (i) ¿Cada espacio hT y metrizable es hBLl (un análogo 
del teorema de Amemiya—Komura) y (ii). Si E es un espacio /zTcuya com-
plección es un espacio de Baire, ¿es E hBLl. Su validez tanto en el caso local-
mente convexo cómo en el de los espacios vectoriales topológicos generales 
—utilizando los espacios ultratonelados y los espacios *—Baire—like, 
ver (9)—, hace verosímiles respuestas afirmativas en el caso semiconvexo 

Para el estudio de productos precisamos del siguiente 

Lema 2.8.— Sea {Ef, i E /) una familia de espacios vectoriales topológi
cos y sea £" = (ü E^, i E / ) . Sea5J una familia numerable de conjuntos equi
librados y cerrados de E, que cubre E. Entonces existe un elemento 5 de 3 
y un subconjunto finito, e de /, tal que B D (U £"/, i ^ I ^ e). Si, además, 
cada elemento de 3i es semiconvexo, la familia 

J = iLiB)/B D (n Ei, i^I- JiB)\ J{B) E / y finito) cubre E. 

Demostración.- Vemos primero que si E = {Ji E^, m = /,...,), existe 
5 E 3 tal que B ^ (U E^, m =/?,...), para algún natural, p. Sea 3^ = (B^ ) y 
supongamos que para cualesquiera naturales, n y p, B^t^ijl E^, m = p,...), 
bajo esta suposición, que denotamos por {A), vemos que 55no cubren". Sea 
Xi E E'^Bi, elegimos un natural, m j , tal que Xi + y^ Bi, para cada y en 
(TL E^, m > mi): si para todo natural, /, existe yj ^ (TI E^^, m > i) con 
Xi + >'/ E 5 i . ya que (Xi + yi)T= i converge a Xi y Bi es cerrado, se tiene 
que Xi E 5i • Notemos que mi puede elegirse mayor que cualquier natural 
prefijado. Elegimos X2 E (n £'^ , m > mi ), con Xi + ^2 C ^ 2 . Si tal elección 
no es posible se tiene que Xi + (U E^, m > mi)C B2, de donde deduci
mos que (TI Em, m > mi ) E ^ 2 , en contra de (A). En efecto, sea z E (II Em, 
m > mi) También kz ^ (P^ Em, m ^ mi) , para cada natural k. Así 
Xi + fcz E ^ 2 , para todo k. Ya que B2 es equilibrado, también Xi/k 4-
z E ^2 para todo k. Y por ser ^2 cerrado y la sucesión (Xi ¡k + z)°^iç ^ 1 con 
vergente a z, z está en B2 ' Procediendo análogamente pueden obtenerse una 
sucesión estrictamente creciente de naturales, (m^ )r = 1 ? Y una sucesión de 
puntos de E, (x¡c )k = 1 con 

a) ( 2 Xi + y, í<:k) ^Bjç para cada y Qn(Il E^ m>mfç) 
y 

h)xjç eiTlEm,m>mjc 1 ) y ( 2 Xf, i<k)eBk. 

Ya que (m^ )̂ es estrictamente creciente y x^ + 1 ^(U E^, m>mfç),lai suma 
coordenada a coordenada (S Xj, j > k+l) existe y está en (H E^, 
m > mjç). Por tanto, para cada natural, k, x= { X Xj, j < k) + (X Xj, 
j>k+ \)^:B]ç, por a). Así 5& no cubreE. 

Sea, ahora, E = {Ti E^, i E I). Supongamos que B^'ù {Ti E^, i El "^ e), 
para cada natural, n, y para cada e, subconjunto finito de /. Por ser 5„ ce-
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rrado, tampoco contiene a (® £"/, i^I^ e). En tal caso, para todo natural, n, 
elegimos x"'^ = (xf'^ ) en (® E¿, i^I)'^ En. Sea e\i el subconjunto finito de 
índices de /, tales que xf'^ =̂  0. Ya que B^ no contiene a (®£'/, i^I"^ e^), 
elegimos x"'^ = (xf'^) en (® £";•, i ^ I ^ e\) '^ 5„ y consideramos e^ = 
e^ U (/ G //x"'^ 9̂  0), que de nuevo es un subconjunto finito de /, para 
cada natural n. Procedamos así indefinidamente. Sea I^, = U e!P subconjun-

m 

to numerable de / y seaM = U /^^ también subconjunto numerable de /. Sea 
F = (TI Ef, i E Af). Por la primera parte de esta demostración, existe/, sub
conjunto finito de M, y q, natural, con Bq ^ (11 E^, i E M "^ J), J C) I^ es 
finito por serlo / ; así, existe un natural, r, tal que / ^= (U e^, m = r + 1,...) 
no corta a / , Así, B^ D (H Ei, i E I^) D {®Ef, i E /^ ) . Pero esto es absurdo 
pues x̂ '""*"̂  E (® £., i e e""^^ -- e ) C (© £"., / E / ), y sin embargo 
x^'^'-'^Bq. 

SupongamoSjfinalmente, que cada elemento de 3 es semiconvexo. Si 
J ' no cubre £',en virtud de (12),teorema 4.1,1a familia 3*' = {L(B)/B E 3 
no conteniendo ningún producto (H Ei, z E / ~ e), e E / y finito), cubriría 
E. Sea 3 ' = (mB/m natural y ¿ (5) E ^ ' l Y a que cada B es equilibrado, semi
convexo y absorbente en L(B), 3 ' cubre £". Según se-ha probado existen un 
natural, «, y un 5 E 55^ tales que nB D (U E^, i E I '^ e), para algún sub
conjunto finito, e, de /. Pero entonces, también B contiene a ese producto, 
por lo que no puede pertenecer aáJ'. 

Teorema 2.9.— Todo producto i? = (H E^, i E f) de espacios hBL es 
un espacio hBL 

Demostración.-- Sea (U^ ) una sucesión creciente de subconjuntos equi 

librados, semiconvexos y cerrados de £, que cubre E. Por el lema, existen 

/ C / finito y p, natural, con U^ D (TI Ei, i E I ^^ J)^ para m>p. Sea / = 

= (Jk%Li' Entonces, (U^^ n Ej )^ es una sucesión creciente de subconjun

tos equilibrados, semiconvexos y cerrados de Ef ,k = 1,..., s, que cubre Ef , 

Por tanto existen naturales mi,..., m^, tales que U^ n Ej es entorno de O 

Ej , k = 1,..., s. Sea n = máx(mi,..., m^^p). Entonces U„ n £", es entorno 

del origen en Ej , k = 1,..., s. El entorno de O en£*, V = (Jl E^, iEI^^ J) + 

(Ti (Un n EJ- I k = 1,..., 5) está contenido en h^'^^U„, siendo h el real tal que 

Un + Un EhUn,y r el natural tal que 2'"^ < 5 < 2^ Así, h""^^ Un es entorno 
de O en E, por lo que C/„ también lo es. 

Teorema 2.10.— Todo producto £" = (11 Ef, i E I) áe espacios hST es 
un espacio hST. 
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Demostración.-- Sea E unión creciente de la sucesión de subespacios 
{Fn ). Por el teorema anterior E es hBL; así existe un natural, p, con Fn 
denso en £", n> p. Si E no es hST, Fn no es hT por lo que puede elegirse 
Un equilibrado, semiconvex^o, absorbente y cerrado en F^jno entorno de O 
en F„, n > p. Sea F„ = £/f, n > p. La familia ^ = ( m F „ ; m,n naturales, 
n > p) es numerable, está formada por subconjuntos equilibrados, semicon-
vexos y cerrados de £ y cubre E. Utilizamos el lema 2.8, para obtener una 
familia infinita formada por las envolturas lineales de aquellos V^ que con
tienen al producto de todos los espacios factores salvo para algún conjunto 
finito de índices. Sea / =iikTk=^i la unión de estos conjurrtos finitos. Obser
vemos que cada uno de esos V^ contiene a ( H Ei, i E: I^ J) y que E está 
cubierto por (F^ ), ya que ésta es una subsucesión infinita de la sucesión cre
ciente {Fn ) que cubre E. Veamos que existe un natural, q, tal que Vq es ab
sorbente en E. Pues en tal caso Vq, que también es equilibrado, semiconvexo 
y cerrado en F, será entorno de Ó en F, ya que E eshT; así, Uq será entorno 
de O en Fí^, contrariamente a su elcción. Así concluirá la prueba. Sea T = 
(n F/^ k = 1,...) y supongamos que ningún F^ es absorbente en F. Sea 

Xi G r no absorbido por V^i , donde hacemos mi = 1. Existe m2 > mi, 

tal que ¥^2 ^s absorbente en F / j . En efecto, F/^ es unión creciente de 

{Fm ^ E¿^, m = 2,...) y eshST. Por tanto existe m 2 >rn i tal que Fm2 ̂  F/^ 

es hT y denso en F/^. Ya que U^^ O F/^ es equilibrado, semiconvexo, absor

bente y cerrado en F^^ ^ ^/ ' ^̂  entorno de O en este espacio, por lo que la 

clausura en F/^de U^^ H F/^es entorno de O en F/^. Así, F^^ ^t)Sorbe los 

puntos de F/j . El producto ( n F/^, k = 2,...) no puede ser absorbido por 

K^2' luego existe X2 en (11 F/^ k = 2,...) no absorbido por F^^- Razonando 

cómo anteriormente y teniendo en cuenta que el producto finito de espacios 
hST es, trivialmente, hST, encontramos m^ >ni2 talque F^^ es absorbente 

en Ei j y enF^ , pero no en ( 11 E¡ k = 3,...). Procedemos así indefinifamen-

te para determicar una sucesión (x/) de puntos de F, con x/ E ( EL F/^, 

k = /,...) y Xj no absorbido por F ^ . , / = 1,..., siendo (m,) una sucesión es

trictamente creciente de naturales. Sea B un absolutamente convexo y 

compacto de T que contiene a {Xj). Consideremos el aspacio de Banach F B . 

Claramente FB = (U ( U (nV^ij H TB ), / = I , - ) , n = 1,...), por loque 
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existen naturales n y / ' tales que n' Vm.i n T^ tiene punto interior en TB , 

entonces si r es el real tal que V^ + V^ ^ rVm rin' F^./H TB ) es entor-

no de O en r^ En tal caso debe absorber a 5, por lo que también F^. H TB 

absorbe a B. Pero esto es absurdo ya que Xj^ está en B pero no era absorbi
do por V^,. 

La prueba de la propiedad análoga para los espacios hTT Q hUBL preci
sa, además, de los siguientes lemas, que damos sin demostración por estar 
esencialmente contenidos en (16). 

Lema 2.11. Sea £" un espacio/zT que no es hTT QiUBL). Entonces, 
existe una sucesión de subconjuntos equilibrados semiconvexos y cerrados 
de E, {Uyn ) que cubre E y tal que L{Um ) es de codimensión infinita en E (es 
distinto de£) , m = 1,... 

Lema 2.12.— Sea (£"/, / G /) una familia de espacios vectoriales topoló-
gicos y sea E su producto. Sea (í/„) una sucesión de subconjuntos equili
brados, semiconvexos y cerrados de E tal que L{Un ) es de codimensión infi
nita en E{L{Un ) es distinto de E), n = 1,..., y sea J ' = {L{Un )) que cubre a E. 
Para cada / E / sea S'i = (F E: ^/F ^ Ei es de" codimensión infinita en Ef) 
{% ~ {F E 3" I F D Ei)). Supongamos que para cada F de J^ existe J{F) sub-
cónjunto finito de /, tal que F contiene a (H Ei, i G I "^ J (F)). Entonces, 
existe / E / tal que 5 / cubre £) 

Teorema 2.13.-- El producto E = (Il Ei, / G/) de espacios hTTQiUBL) 
QshTTihUBL). 

Demostración.- Supongamos que E no es hTT (hUBL). Ya que E es 
hT, por el lema 2.11, podemos obtener una familia numerable, (Un), de 
subconjuntos equilibrados, semiconvexos y cerrados de E, que cubre E, y tal 
que la codimensión en E de Z(í/„) es infinita (y tal que L{Un)^E), n = 1,... 
Sea (f= {L{Un))\ por el lema 2.8, obtenemos una subfamilia de 3^, que se
guiremos denotando p o r ^ , que cubre E y tal que si F = L{Un) está en -̂  
existe una parte finita de /, / „ , para la que se verifica Í7„ D ( 11 Ei, 
i E. I ^ / „ ) . Del lema 2.12, deducimos la existencia de un índice /, de /, 
tal que J^f = (F E3' / F C) Ej es de codimensión infinita en Ej) ( J} = 
(F E ^I F no contiene a Ej)), cubre Ej. Ya que Ej es hTT (hUBL) existe 
un natural, s, tal que L(Us) H Ej QS hT y su clausura de codimensión finita 
en Ej (y denso en Ej), siendo LiUs) E 3̂ -. Así L(Us) n Ej es de codimen
sión infinita en Ej (es distinto de Ej) y su clusura de codimensión finita en 
Ej (y denso en Ej). Esto es absurdo ya que LiUs) H Ej es un subespacio 
cerrado de Ej, pues Ug H Ej es un entorno de O en L{Us) H Ej, cerrado enF/. 
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EJEMPLOS 

Es obvio que cada espacio localmente convexo que sea hBL, hST, hTT 
o hUBL es Baire—like, supratonelado, totalmente tonelado o no—ordenado— 
—Baire—like, respectivamente. 

3.1.— Es sabido que /^, O < p < 1, con la topología inducida por la nor
ma de /^ es un espacio no—ordenado—Baire—like. Sin embargo, no es hT: de 
lo contrario la identidad /: (/^, ||.||i ) -^ (/^, ||.||p) sería continua ya que tiene 
gráfica cerrada (ver (6)) y, en tal caso, lap-norma coincidiría con la norma 
de /^ sobre /^, lo que es absurdo. 

3.2.— (¡P, \\.\\p) es un espacio semiconvexo de Baire que no es localmen
te convexo. Un ejemplo más interesante es lo = (^ l^ con la topología que 

genera la familia de p—normas (ll.llp, p > 0), siendo ||.||p lap—norma de P.IQ 
no es localmente r—convexo para cada O < r < 1, pero sí es semiconvexo (ver 
(8) 6). IQ es de Baire ya que al poder representarse como límite proyectivo 
de, por ejemplo, {l^'^)7i^ i con sus inyecciones naturales, es metrizable y 
completo. 

3.3.— Un límite inductivo numerable estricto de espacio semiconvexos 
metrizable completos es un espacio hT, (6) teorema 3.2, que no es, obvia
mente hBL. 

3.4.— Un LF generalizado metrizable y no completo es un espacio hBL 
que no es hST. 

3.5.— El subespacio propio y denso de un producto numerable de espa
cios de Fréchet de dimensión infinita que Pérez Carreras y Bonet constru
yen en (10) es un espacio hST que no es hTT. 

3.6.— Con técnicas de S. y P. Dierolf y L. Drewnowski (4), Valdivia 
construye en (15) un espacio supratonelado que no es no—ordenado—Baire— 
—like. En (10), Pérez Carreras y Bonet obtienen con las técnicas de Valdivia 
un subespacio denso de un Fréchet separable de dimensión infinita que es 
totalmente tonelado y no es no—ordenado—Baire—like. Este mismo espacio 
es un ejemplo de espacio hTT no hUBL. 

3.7.— El hiperplano denso de un Banach separable que/ . Arias constru
ye en (1), es un espacio hUBL (es de codimensión uno de un hUBL, ya que 
el Banach es, obviamente, semiconvexo de Baire), pero no es de Baire por ser 
de primera categoría. 

Los detalles de estos ejemplos pueden encontrarse en (7). 
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GRÁFICA CERRADA 

En (11) Saxon prueba un teorema de gráfica cerrada para espacios Bai-
re—like; con sus técnicas, Pérez Carreras lo hace en (9) para espacios "̂ —Bai-
re—like. Utilizando dichas técnicas puede obtenerse, también un teorema de 
gráficas cerrada para espacios hBL. Tanto Saxon como Pérez Carreras utili
zan en su demostración la siguiente propiedad de los espacios tonelados (ul-
tratonelados): Si un espacio tonelado (ultratonelado ) es unión creciente de 
subespacios, es el límite inductivo de dicha sucesión con las topologías in
ducidas. (Ver (14) y (3)). No sabemos si esta propiedad es cierta para espa
cios hT. Se obvia, aquí, este problema observando que sí es satisfecha por 
los espacios hBL. 

Teorema 4.1.— Sea E un espacio hBL y sea F el límite inductivo de una 
sucesión, (^„), de espacios localmente acotados completos. Si g: E - ^ / e s 
una aplicación lineal con gráfica cerrada, es continua. 

Para los espacios hST se tiene el siguiente 

Teorema 4.2.— Sea E un espacio hST y sea F el límite inductivo de una 
sucesión de infra—5-espacios semiconvexos. Sea g: E -^ F una aplicación li
neal con gráfica cerrada. Entonces g es continua. 

Omitimos la prueba por ser, esencialmente, la que da Valdivia en (15) 
para espacios supratonelados. 

Los teoremas de gráfica cerrada que involucran a los espacios hTT son 
generalizaciones de los teoremas de gráfica cerrada de De Wilde, (2). La gene
ralización estriba en que los espacios de Baire de los teoremas de De Wilde 
son aquí sustituidos por espacios hTT. 

Teorema 4.3.— Sea E un espacio hTT (metrizable) y sea F un espacio 
semiconvexo con una red de tipo C semiconvexa. Entonces cada aplicación 
lineal cerrada (sucesionalmente cerrada) T: E -^ F es continua. 

La prueba puede encontrarse en (7). 
A partir del teorema anterior es sencillo obtener el siguiente. 

Teorema 4.4.— Sea E un espacio semiconvexo dotado de la topología 
del 5c—límite inductivo (ver (6)) definida por la familia (£y, / E / ) de espacios 
hTT (metrizables) y las aplicaciones lineales AJ: EJ -^ E, y sea F un espacio 
semiconvexo con una red de tipo C semiconvexa. Cada aplicación lineal ce-
uada (sucesionalmente cerrada) T: E ^ F es continua. 

PRODUCTO TENSORIAL DE ESPACIOS SEMICONVEXOS 

Sean E y F dos espacios semiconvexos, y sea ® la aplicación tensorial 
canónica entre E X Fy E ® F. Consideramos sobreE ® Fia. topología semi
convexa más fina que hace continua a ® y denotémosla por T Describimos, 
ahora, una base de entornos de O para T Empleamos la expresión "absoluta-
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mente semiconvexo" para significar absolutamente r—convexo, para algún 
real, r, con O < r < 1. Sean 2<y5^bases de entornos de O absolutamente se-
miconvexos de £" y F, respectivamente. Si t/ E áí̂  y F E 9^, denotaremos 
por r^ y ry di los reales tales que U es absolutamente r^—convexo y F es ab
solutamente ry-convexo. La familia 3^^= (acx^ U ® F, O < r < mín(r^, 
ry), f/ E 2< F E 5 ^ es una base de filtro en F ® F, todos sus elementos son 
absorbentes en F 0 F y para todo elemento W, puede encontrarse otro WQ 
también en ̂  con WQ -\- WQ G W. Así, 3^es una base de entorno de O equi
librados y semiconvexos para una topología semiconvexa sobre E ® F que 
hace continua la aplicación tensorial canónica, y es la topología semiconvexa 
más fina sobre F ® F con esa propiedad. En efecto, si W es un entorno de O 
para una topología, 5, que hace continua a ® existe Í7 E 2^ y VE: 5^con 
U ® V E W, Entonces W es un F—entorno de O pues contiene al F—entorno 
acx^ U ® V, con r = mín(ro, ru, ry), siendo W absolutamente rp—convexo. 
En virtud de (13), 3. Corollaire, sobre E ® F existe una topología semicon
vexa separada que hace continua a ®, si F y F son separados. En conse
cuencia, si F y F son separados, T también lo es. 

Si F y F son metrizables, también lo es (F ® F, F). En efecto, sean 
~ {Un) y . ^ = {Vn) sistemas fundamentales de entornos de O en F y F, res
pectivamente, absolutamente semiconvexos. Entonces ^= (acx^ U¡ ® Fy, 
O <...< Kk <... <... 2̂ < r i = mín(r¿/ , Vy ), 11^ E ^ Fy E^^es un sistema fun
damental numerable de entornos de O en (^ ® F, F). 

Los resultados siguientes, que básicamente son. generalización de tres 
teoremas de Valdivia contenidos en (17), da algunas propiedades hereditarias 
por productos tensoriales. 

Teorema 5.1.— Sean F y F espacios hBL y F metrizable. Entonces 
(F 0F , T) es hBL. 

Teorema 5.2.— Sean F y F espacios hUBL y F metrizable. (F ® F, F) 
también es h UBL 

Teorema 5.3.— Sean F y F espacios semiconvexos. Supongamos que F 
es metrizable e hST y que F es hUBL. entonces {E ® F,T) es hST. 
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