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Abstract 

In this paper we give representations of the spaces of infinitely differentiable functions with 

values in a separated locally convex topological vector space 3 ^ O ,E) and OMÍ.^, E ) , using spaces of 

sequences. 

INTRODUCCIÓN 

Si A es un subconjunto de un espacio topológico X, k^ A y dA deno­
tarán el interior, la clausura y la frontera de A respectivamente. Todos los es­
pacios vectoriales que se usarán están definidos sobre el cuerpo C de los nú­
meros complejos. Con la palabra espacio vamos a designar espacio vectorial 
topológico localmente convexo separado. Si £* y F son dos espacios isomor-
fos escribiremos E = F. Diremos que un espacio es localmente completo si 
todo subconjunto acotado de él está incluido en un disco de Banach. Si E 
es un espacio E' denota su dual topológico. Denotaremos por Â  el conjunto 
de los enteros positivos. 

Por /?" indicaremos el espacio euclídeo de dimensión n. Six pertenece 
a Rn escribiremos \x\ para la norma euclídea de x. En cuanto sigue usaremos 
las notaciones de L.Schwartz (véase (8), (9)) y los espacios^(Í2, M),^iQ, E), 
donde Í2 es un abierto de R"^ no vacío, Q es un cubo compacto de R^ con 
interior no vacío y E un espacio. FOT ̂ i (Í2, E) entenderemos el subespacio 
de ^iR'\ E) formado por las funciones que cumplen que ellas y todas sus 
derivadas parciales se anulan en i?" ~ Í2 y están acotadas en R^, dotado el 
espacio de la topología definida por la siguiente familia de seminormas: si OL 
es un multiíndice y ^ es una seminorma continua en E, entonces 
R{oi, q)(f) = sup qiD'-fix)) ¡ x^R"") para c a d a / E ^^ (Í2, E) [2]. Para 
espacios de sucesiones de Banach seguiremos las notaciones de [5] 

Si E es un espacio, s{E) es el espacio de las sucesiones de decrecimiento 
rápido con valores en E [7]. 

En lo que sigue necesitaremos los siguientes resultados: 

(*) 1J presente trabajo ha sido realizado bajo la dirección del Prof. Dr. M. Valdivia en el Departa­

mento de Teoría de F'unciones de la Facultad de Matemáticas de la Universidad de Valencia. 
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a) Sean E y'F dos espacios, si existe / : E —^ F una aplicación lineal 
y continua, y existe g: F —^ E una aplicación lineal y continua tal que 
gof es la identidad de E, entonces f{E) es un subespacio complementado de 
F, topológicamente isomorfo 3.E [4] pág. 123. 

b) Sea E un espacio localmente completo y Q un cubo compacto de 
R*^ con interior no vacío, entonces €iQ, E) = ^{Q, E) = s{E) [1]. 

c) Sea E un espacio, sean P y Q compactos de R^ verificando: 
0 = QCQCpCP. Entonces existe W: €iQ, E) —^ S{P, E) un opera­
dor lineal y continuo tal que si g es un elemento de ^{Q, E) entonces la 
restricción de W{g) a Q coincide con g. [ 1 ]. 

d) Sea £ un espacio, si G es isomorfo a un subespacio complementado 
de s{E) y contiene a un subespacio complementado isomorfo a s{E), enton­
ces G ^5(£) [10] y [1]. 

Sea Í2 un abierto de R^ no vacío, consideremos la partición de la uni­
dad de Í2 dada por Valdivia en [11] (ver también [13]). Concretamente si 
O = i?" consideramos todos los cubos de la forma: 

\{xi, ... ,Xn) ^R^ / aj < x / <ú?/ + 1, üf es entero, / = 1, 2, ... ,n I (1) 

ordenados en una sucesión (Br) de cubos distintos. Si Í2 = i?", sea 3^1 la fa­
milia de los cubos de la forma (1) incluidos en S2 tales que si Q ^ 3 ^ la dis­
tancia de Q d. R^^^ ^ es mayor o igual que y ^ . Procediendo por recurrencia, 
supongamos que hemos obtenido las familias de cubos3^2, h = l,2,...,k. Re­
presentaremos por3/c+i la colección de todos los cubos de la fomia 

\(xi, ... ,Xn) I ají 2^ <zXj <aj + 1/2^, a/ entero, / = 1, 2, ... ,m 

contenidos en Í2 tales que si Q ^ ^k+ i su distancia a /?" ^ S2 es mayor o 
igual que \íñ/2^ y Q no está contenido en ningún elemento de 3/i , h = 

= I, 2, ... ,k. Ordenamos los cubos de U íBj^ en una sucesión (Br) de elemen­
tos distintos. ^^ 

En cualquiera de los casos considerados para ü sea 

i a/'') aj(r)+1 i 

5. = j ( x „ . . . , x „ ) / ? " / - ^ < . , < ^ ^ , ; - l , 2 , . . . , . j 
donde aj(r) es un número entero y k{r) es un entero no negativo,/ = 1, ... ,n. 

Sea (Pr) la sucesión de longitudes de las aristas de (Br). Sea 

-"•• i ."-K.-^l"-[-t .M.-[-4.í]" 
Sea^r.R" —*R" deíinida por 

2aÁr)+\ ^ 5 2aAr)+\ 5 ^ 1 
2k(r)+l 2k(''^^ I ' - -- ' 2k(i-)+l 2'^(''^*^ "I 
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Obviamente ^r{L) = Br. Denotamos ^r{T) = Ar, ^r{J) = G , Or = ^r{K). 

Se tiene que i2 = U5r = UÂ^ = UOr. Además 4̂ " + 1 elementos de (Or) tie-

nen siempre la intersección vacía, y cada G corta a un solo elemento de (Or) 
Sea ç una función real definida en i?" de clase 9̂ °̂ , estrictamente posi­

tiva en / y nula en R^ "^ L Si definimos 

l^ = — , x E Í 2 , 

se tiene que (Mr) es una partición de la unidad en Í2 de clase 9*"̂ . El siguiente 
resultado puede encontrarse en [ 11 ]: 

e) Sea 2'^^''^, la arista de un cubo Br, si 2"'"'''"^ < 1, entonces la distan 

cia de Br a i?" '^Í2 es menor o igual que 
2k(r)~2 

Sea E un espacio y a = (<3̂ r)̂ i una sucesión de números reales positivos, 
se define el espacio 

Xoo (a) = j (x.) E E/sup a?^ q{Xr) < + «̂  para cada A: E TV U {o} 

y cada q seminorma continua en E { 

Se dota a dichos espacios de la topología definida por las seminormas 

Q{k, q) ((xr)) = sup aj'qixr). 
r 

Diremos que una sucesión (ar)^i de números reales positivos cumple la pro-

piedad (AO si verifica que existe un t > O tal que 2 ar < + °®. 
^ 1 

En [7] se puede encontrar el siguiente resultado. (/) Si (cir)'^^ satisface la 
propiedad (AO entonces X°° (a) is(E)) = siE). 

De las definiciones es inmediato probar. 

Proposición 1. Si £ es un espacio, Xoo (a) is(E)) = s(Koo (a) (E)). 

1. REPRESENTACIÓN DEL ESPACI0^{Í2,E) 

Sea E un espacio y Í2 un abierto de i?" no vacío, llamaremos ^ ( í í , E) al 
subespacio de^(i?"^ E) formado por todas las funciones / que verifican que 
ellas y todas sus derivadas parciales de cualquier orden se anulan en /?" '^ Í2 
y además sup{ \zf q{D^fiz)), z E /?"} < 4- oô  para cadar entero no nega­
tivo, a multiíndice y q seminorma continua en E. 
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Se dota a ^ Î 2 , E) de una topología localmente convexa separada me­
diante la familia de seminormas: 

Qiq,p,r){f)=X supk l + | x P / 9 ( i ) V W ) : x^R-i 
lakp < ' 

el espacio , K), con el cuerpo K = R 6 C, fue definido por 
Schwartz [9]. 

Consideremos (Br)r=i la sucesión de cubos construida y sea Pr la arista 
del cubo^r. Sea 

^m = | ( ^ i , ... ,Xn)^R''/-m<Xj<m, 7 = 1 , ... ,n | 

con m entero no negativo, sea m(r) el entero positivo tal que 

'^ m(r) m(r}~\ 

consideremos ahora la sucesión a = {Pt-mir)'^ ). 

Proposición 1. 

Sea a = (Prm(ry^) y E un espacio localmente completo, entonces 
X^(a)iMl,E))^siEl 

Demostración: 

Tendremos que por el resultado (b) Xo= (a) ( (/, E)) = Xoo (a) (siE)). 
Veamos que tiene la propiedad (AO y entonces la conclusión se obtendrá del 
resultado (/). 

Sea Cm = ? r G N/Br ^ Mm ^ Mm - i } para m E N, tendremos que 

2 p^ < i2mY - (2 (m- l ) ) " medida de Lebesgue át Mm ^ Mm - u sea b 

constante positiva verificando que {ImY — (2(m - 1))" <bm"~^ para m = 
= 1,2, ... entonces 

m=l " í 6 

Consideremos ahora dada la sucesión (fr) de X« (a) {S^{I, E)) la función 

nfr)^^ fro^;' dee(R",E). 
r 

Proposición 2 

La aplicación T es lineal y continua de X^ {a) ( ^ ( / , E)) e n ^ í 2 , £) 
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Demostración: 

Consideremos b = (Pr)r= i y el espacio X^ {b) ( ^ ( / , £")) entonces 
Xoo(âî) {&{!, E)) es un subespacio vectorial de X^ (b) ( ^ ( / , E)) y por lo tanto 
por [2, proposición 3.] obtenemos que T{fr)^^i (^,E) para cada (fr) ^ 
Xoo (ûf) (^( / , E)), y por lo tanto D"̂  T(fr) (x)= O para cada ce multiíndice y 
cadax de i?'̂  '^ Í2. 

Sean k y p enteros no negativos, a multiíndice tal que |ce| < p y ^ semi-
norma continua en £", dado z G R" podemos suponer que z E Í2, sea 
P ={r ^ N/z ^Ar), tendremos que el cardinal de P es menor o igual que 4" , 
además si z G Mj ^Mj_i entonces z ^Mj (^ Ar luego Br ^ A//_2 —4>,y por lo 
tanto/ - 1 < m(r) de donde obtenemos: 

|z P + 1 < v ^ p + l<n{m (rf +2)<3n m{rf 

de aquí 

(1 + Izpf qiD'^Tifr) (z)) = (1 + i z p f \ qiD''(fro^-')iz)) = 
reP '^ 

= (1 + \z?f (-f-)l"l 2^ Pr- " ^(I>Y.) (^.-'(Z)) < 
•^ reP 

( ^ ) î  I 2 [( 1 + Izp ) p'r' f^' sup j ^(i)Yr) (X): X G /, j 

como card (P) < 4̂ ,̂ existe un número real H positivo que no depende de 
z ni de (fr) satisfaciendo que: 

(1 •^Izl-'f q{D''T{fr){z))< 

< H sup j(m(r) p^' f ^^^^ ĵ supW(/)Yr(x)) x E /, | a | < p j 
reN 

de donde se deduce, al tomar supremos en R^, que T está bien definida y 
que, al ser trivialmente lineal, es continua. 

Refinando la técnica de [2, proposición 3.1.] y tomando en la proposi­
ción anterior X- {a){S^{K, £')), es decir, K en lugar de /, se sigue que si {gr) 
es un elemento de este espacio, entonces 2 gr^ ^~^ está en ^ ( Í2 , E) y por 
lo tanto la siguiente proposición: 

Proposición 3. 

[ p(r) I °° _ 

— 7 ~ | entonces 2 Ur^^^} pertenece a ^ ( í 2 , £') para toda 
m(r)lr=\ r=i '̂  

sucesión {Ur) G X^ (a) y toda función ^¡J G jS^(K,E). 
i 

Proposición 4. 

Si / es una función de i^(í2, £) entonces |zp VC :̂)* D'^iZ ^^^~^^ ) (z) es 
una función de ^i (H, E) para /: = O, 1, ... y cada OL multiíndice. 
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Demostración: 

Es evidente que |z| ^f{z) E ^ ( Í 2 , E), como éste es un subespacio de 
, ^ ( Í 2 , E) basta aplicar la proposición 2.1. de [3] que asegura que si 
g E ^ (Í2,£) entonces ^Z)^ (2 ^po^-/) E ^ (Í2, £). 

Proposición 5. 

S i /es una función de , E) entonces 

|z|^^iDV(^)i)^(2(^0^-1 (z))...i^'^ (2^o^-i (z)) 

es un elemento d e ^ (Í2, £") para /: = O, 1,2, ... y, )3, ... , ¡x multiíndices 

Demostración: 

Aplicando reiteradamente la proposición 4. 

Proposición 6. 

La aplicación E) definida cómo 

V{f) = / es una aplicación lineal y continua. 

r 

Demostración: 

Llamemos g(z) = 1 / 2 ^o^"^ (z) si z E Í2, si / E.ytí2, E) entendemos 

/•g definida en todo i?" tomando el valor O en Z?'̂  '^ Í2. Si z E Í2 dados 
k ^ N, p multiíndice y q seminorma continua en E, \z\ D^ [/'g] (z) será 
un cociente cuyo numerador es una combinación lineal de elementos de la 
forma |z|^^ D"" f{zy D^ S ^^^'^ (z) ... D^ 2 ^^^'"^ (z) acotados en fi por la 
proposición 5. y el denominador una potencia natural de ü ^^^"^ (z) aco­
tada inferiormente en Í2 por una constante positiva. Aplicando [2, propo­
sición 2.1.] obtendremos que la función f'g extendida a todo i?" es de 
^ i ( í 2 , E) y además sup(|z|^^ ?(i5^[/-g] (z) / z E i?'̂  } < + ex. para cada q 
seminorma continua en £*, luego f'g E ^ ( Í 2 , £). No es difícil probar para 
k y V prefijados que existe ^ > O, número que no depende de / , y existen 
h, m enteros positivos tales que 

(1 + \z\^fq{D\gf){z)\<.A S (1 + izp f 2 p"^ q{D'f{z)) 

siendo Z = j r E A^/z Eyl,^ |. Si Pr = 1 entonces 

P7 (1 + \z?f q{D' f(z)) < sup (1 + m^f q(D' /(M)) 
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Si pf. < 1/2 entonces la distancia de z a i?" -̂  H es por el resultado (e) menor 
o igual que Gs/ñp^. < 6\/n, sea u^ el punto de /?" '^ Í2 donde se alcanza 
esta distancia, aplicando la fórmula de Taylor con resto integral obtenemos 
que existe A i que no depende def,yt entero positivo t> h tal que 

p ;" q(D'fiz)) < ^ 1 2 sup ¡ qiD^ (/)) (w) / w e [z, u, ] j 

luego 

(Izp + l f p;'^ ^ ( i )V(z) )<^i (7v^)^ '^ 2 sup¡(|2ip + l f q(D^f(u)):ue^R''\ 

de donde se deduce la continuidad de V al ser card(Z) < 4". 
Consideremos ahora la partición de la unidad (Mr) de Í2, para cada 

/ E ^ ( Í 2 ,E) llamaremos/2, = (fo^p, y<p y R(f)= {K ). 

Proposición 7. 

La aplicación R de , £") en X^ (a) (J^/, £")) es lineal y continua. 

Demostración: 

Tomamos k y p enteros no negativos, q seminorma continua en £ y a 
multiíndice con |a:| < p, aplicando la fórmula de Leibnitz obtenemos que 
existe un / / > O no dependiente de /verificando: 

{m{r)p;'f mv\q{D''hAx))\ 

2 SI 
|6|<P 

xei 

<H X sup j {mir)p;' f qiD'^if) (z) Z^AA 

siz EAf. entonces 
o 

B. CM , rM . . . luego^4;. CM 
'^ m(r) m(r)-l ^ '^ 

y por lo tanto \z\ '>m{r)— 1, de donde: 

(m( r )p - i )Sup j^ ( i ) " /2 , (x) ) j< 
xeI 

< / / 2 sup )(|zp + lfp;^q(D'(F) (z)): z E ^ , j 
iô|<p ^ ^ 

procediendo como en la proposición anterior existirá un Hi > O no depen­
diendo defyt entero positivo con: 

(m(r)p-if sup \q{D''hAx))\< 
^ xeI ^ ' 

< / / i S supjdzp + l ) ' ^ í ( i ) ' ( / ) ( z ) ) : zE /?" j 

luego R está bien definida y al ser lineal es continua. 
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Proposición 8. 

cV^ÍO, E) es topológicamente isomorfo a un subespacio complementado 
de X. (j^(/, E)), 

Demostración: 

Consideremos T^{R^V): £•), es lineal y además 

To{RuV){f) = Tmg)u^r)'P) = l fg^o^;' = / 2 M. = / 
r= 1 r=l 

para todo /de , £') luego la conclusión se deduce ahora del resultado (a). 

Teorema 1. 

Sea Í2 un abierto no vacío de i?" y £" un espacio localmente completo, 
entonces ^( Í2 , E) = s{E), 

Demostración: 

Sabemos que \^{Sf{I, E)) = s(E). Por otra parte tomados O i= 
o o 

PCPCQCQCQ^^ siendo Py Q cubos compactos de i?" y un operador de 
extensión lineal y continuo W: ^(P, E) ^S^{Qy E) podemos suponer que 
W: ^{P, E) ^^ ( Í2 , E), entonces W es un isomorfismo en, y Wi^{P, E)) 
tiene como complemento topológico el subespacio de 3^Í2, E) formando por 
las funciones que se anulan ellas y sus derivadas parciales de cualquier orden 
en P, como s{E) —^{P, E) — W(^{P, E )), entonces la conclusión se deduce 
del resultado (d) y de la proposición 8. 

Para el caso Í2 = i?" y £' un espacio localmente completo, el resultado 
se debe a Bonet [3]. 

2. UNA REPRESENTACIÓN DEL ESPACIO OM { Í 2 , £ ) 

Sea Í2 un abierto no vacío de /?" y E un espacio, llamaremos OM(Í2 , E) 
al subespacio de ^(Í2, E) formado por aquellas funciones que satisfacen que 
su^[q{^{x)D^f{x)) / x E i í ' ^ } < 4 - o o para cada ^ d e ^ ( i í , £"), a multiíndice 
y q seminorma continua en £'. Si Í2 = i?" el espacio OM{R^, E) fue definido 
por Schwartz en [9], le dotamos de una topología localmente convexa se­
parada por la siguiente familia de seminormas: 

q{^. m)(f)= X sup (q(^ix) D^lx))} 
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al variar q en las seminormas continuas en E, ^ en ^ ( Î 2 , £") y m en los ente­
ros positivos. 

Sea a = (a^) una sucesión de números reales positivos, llamaremos 
X'oc (a) (p) para^ un espacio, al conjunto de sucesiones <^n ) de^ verificando 
que: 

q{Xn){OLn)= ± \an\ q{Xn) < + ^ (*) 

para cada q seminorma continua en £ y cada {ocn ) ^ X^oia), a Xlo(a) (E) se le 
dota de una topología localmente convexa separada mediante la familia (*) 
de seminormas. 

Proposición 1. 

Sea E un espacio, XL (a) is(E)) = siX'^o (a) (£')). 

Demostración: Inmediata a partir de las definiciones. 

Consideramos en lo que sigue a = —771 
L m(r) Jr=i 

Proposición 2. 

Si /es de ^ Í 2 ) , entonces (sup \fix)\) E X^ (a). 

Demostración: 

Se obtiene la conclusión de la prueba de la proposición 1. 

S e a i / / e ^ ( i Q con \¡j(x) = I X G / y además \í/(x) > O si x G Jt. 

Proposición 3. 

Sea (a« ) G X^ (a), ¿? seminorma continua en £ ce multiíndice y 
g E OMÍ^, E), entonces: 

X \aAsup{qiD''(go^r)ix))}^ 
reN xei 

2 
^ - ^ sup (2 (m(r)p-»)2«K|(^o<p-i)(z)Z)"g(z)) 

Demostración: 

\cíA suplqiD^gn^,) (x)}= sup{|a.|v//U) qiD^iga^s) (x))}< 
xeI xeI 

< sup{|a,| Hx) qiD'^gu^, (x))}< 
K 
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( - - r I P.l^l sup{|a.¡^te-^ (z)) qiD'^g (z))}< 

< sup {q{ X M(^lJn^;' ) (z))D^giz))} 

para 5 = 1 , 2 , ... luego 

S |a, |sup{?(i)^^o^,)(x)}< 

^ ^ f-^. pJ%up{(m(r)p ; i )^" |a. |-sup{?(i)V^.)(x)}< 

< — - s u p { 9 ( S (m(r)p;M'" \oir\i^¡J-rr') (z)'D'^giz))} 

Definamos ahora T((fr)) = 2 / r°^ '^ para cada (/r) de XL (a) {&{I, E)), 

evidentemente la función definida es de^ i î^ E). 

Proposición 4. 

T{fr) pertenece a OM{^, E) para cada sucesión (fr) de \L{a) {&{!, E)) 

y el operador T: XLia) {&{I, E)) > OM{^, E) es lineal y continuo. 

Demostración: 

m entero positivo y q seminorma continua en E, 

2 q(f(z)'Z D^(frO^;')iz))<X f q(fiz).D^(fro^;')iz))< 

< S (rfr 2^ p ; " sup l/(x)|- sup q{D^fr{u)) 

por la proposición 2. (p^ "̂ sup |/(x)|) E X«,(a), de donde se sigue la conclu-
xeAy 

sión. Sea g = j - definida en Í2, llamemos V{h) = g'h para cada h 

de OM (Í2, £). 

Proposición 5. 

La aplicación F: O M ( Í Í , ^ ) ^ OM(Î Î , £") es lineal y continua. 

Demostración: 

S i / E . y ( í 2 , i?) y ?7 es un multiíndice, por la proposición 1.6 f'D^g es 
de -^(Î2, E), dada a multiíndice y q seminorma continua en E obtenemos, 
aplicando la fórmula de Leibnitz: 

sup q{{fD\g'h)) {X )) = sup q{ I. csn fix) D"^g{xyD'h{x)) < 
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< S Icg J sup q(f(x)'D-^gix)'D' h(x)) < + °o 
6+rpa xeSl 

como Cĝ  son números que no dependen de h, obtenemos de la desigualdad 
la conclusión. 

Tomemos ahora, dada h de OMÍ^, E), la función (ho^f.)'^, es de 

j ^ ( / , E) para r = 1, 2, ... , y definamos ^(/i) = ((hoif^)'^)"^^^ 

Proposición 6. 

La aplicación R: O^i^, E) > XL (a) (^(/, £')) es lineal y continua. 

Demostración: 

Sea (a^) de Xoo(a), q' seminorma continua en £" y jS multiindice 

\a,\ sup D^R(h)< X \cs r^lM sup \D^^ix)\'sup qiDHho^,)(x)) 
xel d + r}=0 xel xel 

la conclusión se obtiene ahora de la proposición 3. 

Proposición 7. 

OMÍ^, E) es topológicamente isomorfo a un subespacio complemen­
tado de XL (a) (j^(/, £)). 

Demostración: 

Se cumple que Ta{RaV) es la identidad en OMÍ^, E) luego la conclu­
sión se obtiene del resultado (a). 

Sea ahora J = I' -J^, " T T I " ^ ^^^ ̂ '^(J' E) >B{I, E) ope­

rador de extensión lineal y continuo [resultado (c)]. Leí aplicación U: 
XL (a) mi E)) > XL (a) (^(/, E)) definida cómo U(f,) = (Wf,) es tri-
vialmente continua al serlo W. 

Definamos ahora V(h) = {hS^^^ para cada h de OMÍ^, E), siendo 
hfix) = {ho^j) {x) para cada x en / . 

Proposición^. 

La apHcación V: Oj^{^, E) —^ XL(a)i^(J,E)) es lineal y continua. 

Demostración: 

Es consecuencia directa de la proposición 3., tomando ahora supremos 
en/ . 
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Proposición 9. 

Xlo {a) (^(/, E)) es isomorfo topológicamente a un subespacio com­
plementado de OM{^> E). 

Demostración: 

Vo{ToU) es la identidad sobre X̂  (a) (^{J, E)), obteniéndose la conclu­
sión del resultado (a). 

Teorema 2. 

Si E es un espacio localmente completo y Í2 es un abierto de /?" no va­
cío, entonces OMÍ^, E) = \L (a) is{E)). 

Demostración: 

Cómo e(/, E) ^ siE) y^(J, E) ^ s{E) por el resultado (è), la conclu­
sión se obtiene de las proposiciones 1., 7., 9. y el resultado {a). 

3. DOS CASOS PARTICULARES 

Teorema 1. 

Sea E un espacio localmente completo y Í2 un abierto de R^ tal que 
T?'̂  '^ Í2 es acotado, entonces O M i^, E) = sXs{E)). 

Demostración: 

p{r) "̂ 
Como la serie 2 ——. < + cx3 podemos suponer (a.) = 

n=i m{r) 
:ÍP(^)T 
Lm(r)J^=i 

ordenados de mayor a menor y tendremos lím r'aí^= O, luego existe un 
n-> 

P > O c o n a ^ " </^r"i = 1, 2, ... (1) 

Por otra parte sea mo entero positivo con i?"~ñCM^^^p entonces es 

evidente que «1 > 1/mo y que â  > > - r = 1,2,... (2) 
mo + r 2mor 

' De (1) y (2) se obtiene que como conjuntos XL (a) (̂ C "̂)) = s{s{E))^ 
siendo s' el dual del espacio s, y de las desigualdades (1) y(2) se obtiene que 

r~^ < a^. <:P^ /̂ z/î -i /2^ de donde se deduce trivialmente que las topo-
2mo 

logias coinciden. 
Para el caso en que Í2 = /?'̂  este resultado se debe a J .Bonet [3]. 
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Llamemos ahora F = R" ¡̂  í2 y supongamos que existe Q un cubo com­
pacto de R^ verificando que Q "^ Q ̂  ^F tiene al menos dos componentes 
conexas (*), entonces se verifica que: 

Lema 1. 

Existe un cubo B^ tal que si x = (xi,..., x„) es su centro, existe un 
punto 3̂  = (FI , ... , > „̂) y un / con 1 < / < n con y^ = x¿ para i = l, ... ,n 
i =5̂  /, además si D^. = B^. — x, tendremos que Bj. y D^ + y están en distintas 
componentes conexas de Q H dF. 

De aquí si n > 2 se puede probar el siguiente lema: 

Lema 2. 

Sea By. un cubo de arista 1/2^ satisfaciendo el lema 1., sin>2 enton­
ces existen B^. y By cubos de la partición satisfaciendo By f^ B^ = (j) y que 
B,^UB,C{D, + [x,y])na, ' ' 

Teorema 2. 

Sea n un abierto no vacío de i?" con w > 2, supongamos que se veri­
fica la condición (*), entonces si E es un espacio localmente completo 

Demostración: 

Sea kQ entero no negativo con 1/2̂ 0̂ arista del cubo B^ obtenido en 
el lema 1. Aplicando reiteradamente el lema 2., probamos que existen al me­
nos 2P cubos de arista 1/2̂ 0"̂ ^ luego tendremos que, supuesto ordenada 

Pir) '^ 
(̂ ^̂ ^ — ¿g mayor a menor: 

m(r) r = i 

a i > l / 2 ^ , a2>l/2V\ ^3 > l / 2 V ^ ... , v ^ l / 2 V ^ ... 

de donde 2^a2/^ l/2^otomando 2^'^ < r < 2 ^ tendremos r^a^ >r'a2P > 

2P~^^a,P>ll2V luegoa,>~ ^ r = l , 2 , ... (3) 
2^0+ 1 r 

combinando las desigualdades (1) y (3) obtenemos de una manera inmediata 
la conclusión buscada. 

Corolario 1 

Sea Í2 un abierto no vacío de i?„ con / 7 > 2 y F = i?„ ' ^ ï ï u n cerrado 

tal que F 9̂  0, si £" es un espacio localmente completo OM (^, E)=s (s(E)). 
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Demostración: 

Inmediata del teorema anterior. 

Consideremos ahora Í2 =] ~ 1, 1[ en /?, tendremos que la sucesión 

{ar)r=i será Ui = 1/2, a 2"= 1/2, ... , a2k -i = 1 / 2 , a2k = 1/2 , ... luego 

X'oo (a) i^(p))= X'ib) (^(p)), siendoô = ( ^ ) con b^ = \¡f parar = 1,2,... 

¿Es cierto en este caso que O^Cíí, E) = X^(a) (s(E)) = s'(s{E))l 

Estos resultados para el caso escalar nos fueron comunicados por 
el prof. Valdivia. 
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