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Abstract

In this paper we give representations of the spaces of infinitely differentiable functions with
values in a separated locally convex topological vector space%ﬂ ,E) and Opq(£2, E), using spaces of
sequences.

INTRODUCCION

Si A es un subconjunto de un espacio topologico X, A, A y 04 deno-
taran el interior, la clausura y la frontera de A respectivamente. Todos los es-
pacios vectoriales que se usaridn estin definidos sobre el cuerpo C de los nt-
meros complejos. Con la palabra espacio vamos a designar espacio vectorial
topologico localmente convexo separado. Si E'y F son dos espacios isomor-
fos escribiremos £ = F. Diremos que un espacio es localmente completo si
todo subconjunto acotado de él estd incluido en un disco de Banach. Si F
es un espacio E' denota su dual topologico. Denotaremos por N el conjunto
de los enteros positivos.

Por R" indicaremos el espacio euclideo de dimension n. Six pertenece
a R, escribiremos |x| para la norma euclidea de x. En cuanto sigue usaremos
las notaciones de L.Schwartz (véase (8), (9)) y los espacios &2, M), & Q, E),
donde 2 es un abierto de R” no vacio, Q es un cubo compacto de R” con
interior no vacio y E un espacio. Por %, (2, E) entenderemos el subespacio
de &(R", E) formado por las funciones que cumplen que ellas y todas sus
derivadas parciales se anulan en R” ~ £ y estidn acotadas en R”, dotado el
espacio de la topologia definida por la siguiente familia de seminormas: si «
es un multiindice y g es una seminorma continua en E, entonces
R(a, ¢)(f) = sup q(D*f(x)) | xE R") para cada f € #, (L, E) [2]. Para
espacios de sucesiones de Banach seguiremos las notaciones de [5]

Si E es un espacio, S(F) es el espacio de las sucesiones de decrecimiento
rapido con valores en E [7].

En lo que sigue necesitaremos los siguientes resultados:

(*) I’l presentc trabajo ha sido realizado bajo la direccion del Prof. Dr. M. Valdivia en el Departa-
mento de Teoria de Funciones de la FFacultad de Matematicas de la Universidad de Valencia.
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a) Sean E y'F dos espacios, si existe f: £ — F una aplicacion lineal
y continua, y existe g: F —> E una aplicacidn lineal y continua tal que
gof es la identidad de E, entonces f(E) es un subespacio complementado de
F, topologicamente isomorfo a E [4] pag. 123.

b) Sea E un espacio localmente completo y Q un cubo compacto de
R" con interior no vacio, entonces €(Q, Ey= 9(0, FE)=s(E)[1].

¢) Sea E un espacio, sean P y Q compactos de R" verificando:
0= C Q € P C P Entonces existe W: €(Q, E) — 9 (P, E) un opera-
dor lineal y continuo tal que si g es un elemento de &(Q, E) entonces la
restriccion de W(g) a Q coincide cong. [1].

d) Sea F un espacio, si G es isomorfo a un subespacio complementado
de s(£) y contiene a un subespacio complementado isomorfo a s(E), enton-
ces G =s(E)[10] y [1].

Sea §2 un abierto de R"” no vacio, consideremos la particion de la uni-
dad de §2 dada por Valdivia en [11] (ver también [13]). Concretamente si
§2 = R" consideramos todos los cubos de la forma:

(x1,... xn) ER" |a; <xj<a;j +1, ajesentero, j=1,2,...,n D
] ] ] ]

ordenados en una sucesion (B,) de cubos distintos. Si § = R”, sca B, la fa-
milia de los cubos de la forma (1) incluidos en 2 tales que si Q € B, la dis-
tancia de Q a R"~ £ es mayor o igual que+/7. Procediendo por recurrencia,
supongamos que hemos obtenido las familias de cubos B,, # = 1,2,....k. Re-
presentaremos por B+, la coleccion de todos los cubos de la forma

g(xl, woXn) | ajf 28 <x;j<a; +1/2%, ajentero, j=1,2, ... ,ns

contenidos en §2 tales que si Q € By, ; su distancia a R” ~ £ es mayor o
igual que \/71/2" y Q no esta contenido en ningin elemento de B, & =

=1, 2, ... ,k. Ordenamos los cubos de 0 B, en una sucesion (B/,) de elemen-
tos distintos. k=1
En cualquiera de los casos considerados para € sea
a.(") a/ (r)+ 1

= n -——L——< < —
B, 3(x1,...,x,1)R/ 2k(r)\x, St , ] 1,2,...,n$

donde ag;(r) es un nimero entero y k() es un entero no negativo,j = 1, ...
Sea (p,) la sucesion de longitudes de las aristas de (B,). Sea

= 1) = [_ 4 _4 ] Kz[_ﬁ ;g]’Lz[__g,i ,

n.

2

15015 35 35 5 ]

Sea ¢,/R" — R" definida por
1l 2a,(n+1 5 2a,(r)+1 5 1
Pr(Xi, . Xn) —[ Ake(rj+1 + k(rp3 Lyeees Yk (r)+1 + k(r)+3 an
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Obviamente ¢ (L) = B,. Denotamos ¢, (I) = A:, ¢(J) = G, Or = ¢ (K).
Se tiene que §2 = OB, = CJIAr = 610" Ademas 4” + 1 elementos de (Oy) tie-
r=1 r= ) =

nen siempre la interseccion vacia, y cada G, corta a un solo elemento de (Or)
Seéa ¢ una funcion real definida en R" de clase €, estrictamente posi-
tiva en I y nula en R" ~ I. Si definimos

-1
Y= (po v, )x) L EQ

:21 (9o ¢)x)

b

se tiene que (i) es una particion de la unidad en 2 de clase €. El siguiente
resultado puede encontrarse en [111]:

e) Sea 271"/ 1a arista de un cubo B, si 27" < 1, entonces la distan
n
2k(r)-2

Sea £ un espacioy a = (ar)‘;l una sucesion de nameros reales positivos,
se define el espacio

cia de B, a R" ~£) es menor o igual que

A\ (@) = ;(x,) € E/sup ai* q(xr) < + o para cada k € N U{O}
y cada ¢ seminorma continua en £ g
Se dota a dichos espacios de la topologia definida por las seminormas
O(k, @) ((x)) = sup &,"q ().

Diremos que una sucesion (ar)1 de numeros reales positivos cumple la pro-
piedad (V) si verifica que existe un ¢ > 0 tal que z ab < + oo,
En [7] se puede encontrar el siguiente resultado. (f) Si (a;):l satisface la
propiedad (V) entonces A= (a) (s(E)) = s(E).

De las definiciones es inmediato probar.

Proposicion 1. Si E es un espacio, A.. (a) (s(F)) = s(A- (a) (£)).

1. REPRESENTACION DEL ESPACIOJ@!(Q, E)

Sea E un espacio y £ un abierto de R" no vacio, llamaremos A2, E) al
subespacio de &(R", E) formado por todas las funciones f que verifican que
ellas y todas sus derivadas parciales de cualquier orden se anulan en R” ~ £
y ademas sup{|z!" q(D*f(2)), z € R"} < + oo, para cada r entero no nega-
tivo, a multiindice y ¢ seminorma continua en £,
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Se dota a AR, E) de una topologia localmente convexa separada me-
diante la familia de seminormas:

0@, p,r) (N = 2 _sup{(l + IxI*) q(Df(x)): x ER"}
O(l(p

el espacio Y= %R”, K), con el cuerpo K = R 6 C, fue definido por
Schwartz [9]. .

Consideremos (B, ),=; la sucesiéon de cubos construida y sea p, la arista
del cubo B,. Sea

m = g(xl, e Xn) ER"[-m<xj<m, j=1,..,n 2
con m entero no negativo, sea m(r) el entero positivo tal que

B, €M

0
m(r} m(r)~1

consideremos ahora la sucesion a = (p,m(r)™!).
Proposicion 1.

Sea a = (p,m(r)!) y E un espacio localmente completo, entonces

\. (@) (DU, E)) = s(E).
Demostracion:

Tendremos que por el resultado (b) A- (@) ( (I, E)) = A (a) (s(E)).
Veamos que tiene la propiedad (/V) y entonces la conclusion se obtendra del
resultado (f). .

Sea ¢m =§ r € NB, EMy, ~ Mpm _, ; para m € N, tendremos que

z p' < 2m)" — (2(m—1))" medida de Lebesgue de My, ~ Jloflm —1,seab

I‘EC

constante positiva verificando que (2m)" — 2(m — 1)) <bm"™ param =
=1, 2, ... entonces
]2

s[5 ]"-s = B2 [z bl =g b

m rec

o 2
=p3 L=pT—<+w

m=1 M 6
Consideremos ahora dada la sucesion (f;) de A= (a) (DI , E)) la funcién
T(f+) =§ fro ¢! de e(R", E).

Proposicion 2

La aplicacion T es lineal y continua de A.. (a) (@)U, E)) en .%Q, E)



REPRESENTACIONES DE LOS ESPACIOS ¥ (Q, £) Y Oy (Q, E) 143. .

Demostracion:

Consideremos b = (pr)r=; y el espacio A. (b) (@, E)) entonces
A.(a) (DI, E)) es un subespacio vectorial de A (b) (DI, E)) y por lo tanto
por [2, proposiciéon 3.] obtenemos que T(f;) E#, (2, E) para cada (+) €
A. (@) (@, E)), y por lo tanto D* T(f;) (x)= O para cada @ multiindice y
cada x de R" ~ Q.

Sean k y p enteros no negativos, a multiindice tal que |o| <p y g semi-
norma continua en E, dado z € R" podemos suponer que z € £2, sea
P={r€EN/z€A,}, Eendremos que el cardinal de P es menor o igual que 4",
ademas si z € M; ~ M;_, entonces z € M; N A, luego Br N Mj_, = ¢, y por lo
tantoj —1 < m(r) de donde obtenemos:

lz> + 1 <y/nj? +1<n(@m@)?* +2)<3nm()?
de aqui
(1 +12P) gD T¢) @) = (1 + 2P 2, qD* (o)) () =
=+ 122 (DF 2, o7 ¢ qD ) (97D <
SEHFIZ [+ R o 17 supd aD°fy) (0): x €14

como card (P) < 4", existe un nimero real H positivo que no depende de
z ni de (f;) satisfaciendo que:

(1 + 22 qD*T(H) (2) <
< H sup ;(m(r) p ') (k”’); supgq(D“fr(x)) x €1, |of <p2
reN

de donde se deduce, al tomar supremos en R", que T estd bien definida y
que, al ser trivialmente lineal, es continua.

Refinando la técnica de [2, proposicion 3.1.] y tomando en la proposi-
cion anterior A= (a)( D (K, E)), es decir, K en lugar de I, se sigue que si (gr)
es un elemento de este espacio, entonces Z gro ¢! esta en A, E) y por
lo tanto la siguiente proposicion:

Proposicion 3.
Sea a =[”.L('Q
m(r) dr=1
sucesion (a,) € N, (a) y toda funcion ¢ € Y (K E).

entonces %1 aryop! pertenece a AL, E) para toda
o

Proposicion 4.

Si f es una funcion de HAK, F) entonces |z|? kf(z)' D*(Z tpuxp;l) (z) es
una funcion de % (2, E) parak =0, 1, ... y cada a multiindice.
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Demostracion:

Es evidente que |zI°*f(z) € F(82, E), como éste es un subespacio de
F (Q, E) basta aplicar la proposicion 2.1. de [3] que asegura que si
g EF (2, E) entonces g D* (T poy,}) €%, (Q, E).

Proposicion 5.

Si fes una funcion de .%Q, E) entonces

21°* D" fz) D*(Z o 8! (2))..D" (T po9" (2))

es un elemento deﬂ (R,E)yparak=0,1,2, ... y,B, ..., « multiindices
Demostracion:

Aplicando reiteradamente la proposicion 4.
Proposicion 6.

La aplicacion V:%SZ, E) —*%Q, E) definida como
ViH)=f — 1 es una aplicacién lineal y continua.

T o gp;l

Demostracion:

Llamemos g(z) = 1/2031 pop ! (2)siz EQ,sif Eﬂﬂ, E) entendemos

f+g definida en todo R" tomando el valor 0 en R"” ~ £. Si z € Q dados
k € N, v multifndice y ¢ seminorma continua en E, |z|?*D" [f*g] (z) ser4
un cociente cuyo numerador es una combinacion lineal de elementos de la
forma |z|°* D® f(z): D? Z pop™ (2)..D" T pogp! (2) acotados en Q por la
proposicion 5. y el denominador una potencia natural de £ yoy,! (2) aco-
tada inferiormente en §2 por una constante positiva. Aplicando [2, propo-
sicion 2.1.] obtendremos que la funcion f-g extendida a todo R” es de
F,(Q, E) y ademas sup{lz|** qD"lfg]l (z) | z €R" } < + o para cada ¢
seminorma continua en E, luego f-g € (K2, E). No es dificil probar para
k y v prefijados que existe A > 0, nimero que no depende de f, y existen
h, m enteros positivos tales que

(1+1z22)gID"EeNH@I<A Z (Q1+iz2)Z p™ qD°f(2)

5|<h rel

siendo L = 3r€N/z EAri. Si pr = 1 entonces

o (1 + 1)) q(D° fiz) <sup (1 + [1?)* q(D° fiw))

“CRn



REPRESENTACIONES DE LOS ESPACIOS #(Q, E) Y 0, (Q. E) 145

Si p, < 1/2 entonces la distancia de z a R" ~ §2 es por el resultado (¢) menor
o igual que 6/np, < 6/7, sea u, el punto de R” ~ £ donde se alcanza
esta distancia, aplicando la férmula de Taylor con resto integral obtenemos
que existe A, que no depende de f, y ¢ entero positivo ¢ > & tal que

7AD" e < As 2 sup D () )/ wE 2, u
u\t

luego

(2P +D"6." q(D° fl2)) < 4, (W' 2 sup 3(|u|2+1) q(D*fw)): u ER"

u\t

de donde se deduce la continuidad de V al ser card(L) <
Consideremos ahora la particion de la unidad (/.t,) de §2, para cada
fEHAQ E) llamaremosh, = (fop, ¥ y R ()= (k).

Proposicion 7.
La aplicaciéon R de %Q, E) en N\ _ (a) (2N, E)) es lineal y continua.
Demostracion:

Tomamos k£ y p enteros no negativos, g seminorma continua en £y «
multiindice con |a| < p, aplicando la féormula de Leibnitz obtenemos que
existe un H > 0 no dependiente de f verificando:

(m(r) p;* ) sup 3q(D“h, (x))i <

<H?Z supﬁ(m(r)p'l) q(D*(f) (2) zeA,g

ls|<p
siz € A, entonces

B, CMmM’V MmM_1 luego A, CM

y por lo tanto |z| 2 m(r)— 1, de donde:

(m(r) p™)* sup $q(D°h, (N <

xel

<HZ sup $(l21? + 10 qD* (F) (2)): z €4, §

6\p

procediendo como en la proposicion anterior existird un H; > 0 no depen-
diendo de f'y ¢ entero positivo con:

(m(r)p)* sup $q(Dh, (¥ {<
<H, T supj(z* + ¥ g(D° () (2)): z ER"}

|6 |z
luego R esta bien definida y al ser lineal es continua.
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Proposicion 8.

LR, E) es topologicamente isomorfo a un subespacio complementado

de \.. (@, E)).

Demostracion:
Consideremos To(RoV): %Q, E) —F(Q, E), es lineal y ademas
TeReV) () =T D0 =T fewogi =f £ wr=f

para todo fde %SZ, E) luego 1a conclusion se deduce ahora del resultado (a).

Teorema 1.

Sea £ un abierto no vacio de R" y E un espébio localmente completo,
entonces AR, E) = s(E).

Demostracion:
Sabemos que A.(P(I, E)) = s(E). Por otra parte tomados O #

PZPC é C Q C Q, siendo Py Q cubos compactos de R" y un operador de
extension lineal y continuo W: &P, E) —— @(Q, E) podemos suponer que
W: &P, E) — (2, E), entonces W es un isomorfismo en, y WEZP, E))
tiene como complemento topologico el subespacio de A2, E) formando por
las funciones que se anulan ellas y sus derivadas parciales de cualquier orden
en P, como s(E) =&(P, E) = WP, E )), entonces la conclusion se deduce
del resultado (d) y de la proposicion 8.

Para el caso §2 = R" y E un espacio localmente completo, el resultado
se debe a Bonet [3].

2. UNA REPRESENTACION DEL ESPACIO 0y (2, E)

Sea £ un abierto no vacio de R” y E un espacio, llamaremos Ou (82, E)
al subespacio de &2, E) formado por aquellas funciones que satisfacen que
sup{q((x)D*f(x))/ x € R" } <+ o para cada ¢ de (2, E), @ multiindice
y g seminorma continua en £. Si 2 = R" el espacio Om(R", E) fue definido
por Schwartz en [9], le dotamos de una topologia localmente convexa se-
parada por la siguiente familia de seminormas:

alp,m) (N == sup {q(p(x) Df(x)}

la]<m xeR
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al variar ¢ en las seminormas continuas en E, ¢ en #(2, E) y m en los ente-
ros positivos.

Sea a = (a,) una sucesion de numeros reales positivos, llamaremos
N« (@) €) paraE un espacio, al conjunto de sucesiones ¢, ) deE verificando
que:

q0en) (@n) = X lan| qQxn) <+ (¥)
n=
para cada g seminorma continua en E y cada (&) € A\..(a), a A\.(a) (E) se le
dota de una topologia localmente convexa separada mediante la familia (*)
de seminormas.
Proposicion 1.
Sea E un espacio, AL, (a) (s(E)) = s(\\. (a) (E)).

Demostracion: Inmediata a partir de las definiciones.

Consideramos en lo que sigue a = [ p(r)]‘”
m(r) Jr=1

Proposicion 2.

Si fes de AK), entonces (sup |f(x)]) € A.. (a).

xed,
Demostracion:

Se obtiene la conclusion de la prueba de la proposicion 1.

Sea ¢ ED(K) con Y(x) =1 x €Iy ademas Y(x) >O0six €K.
Proposicion 3.

Sea (a,) € A_(a), g seminorma continua en E « multiindice y
g €0y (82, E), entonces: :

ZN ot | squ{q(Da(gD or) N

o Sup (2 (m(r)p )" lerl(Yog ) (2)D* (2))
zeR"

<

Demostracion:

los| sup{g(D*gops) (x)}= supflas| Y (x) g(D*(gows) (X))

xel xel

< sup{lotsl Y(x) q(D%goyps (x))}<
K
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()1 pslel sup{los [W(oi? (2)) (D8 (2))<

z
e@r

<sup {q( 2 lov|(yoy) (2)) D*g(2))}

xeRN
paras =1, 2, ... luego
Z ls] sup{g(D" gowe) (x)<
= Xe
1 2n -1\2n a
Ame ps] sup{(m(r) p;*) Iarﬂ'sgp{q(D gows) (<
112 reiV i . XE. .
<=~ sup {q( % (m(r)p]')*" ol (opit) (2)* D*g(2)}

6 zeRN
Definamos ahora T((f;)) = i:ll frmpr—l para cada () de ., (a) (2, E)),

<

il oL

evidentemente la funcion definida es de &2, F).
Proposicion 4.

T(f,) pertenece a Oy (2, E) para cada sucesion (fy) de MNa(a) (2, E))
y el operador T: N.(a) (@, E)) —> Ou (82, E) es lineal y continuo.
Demostracion:

SeafE%Q), m entero positivo y ¢ seminorma continua en £,

2,30 E DMfrog) @D 2 S q(flz). D (frow!) () <

| Ial&m r=1
< (2" E g™ sup )l sup gD*fr(w))
lof<m r=1"  xed, uel
por la proposicion 2. (p;’” sup |f(x)]) € A..(a), de donde se sigue la conclu-
xeAy,
sion. Sea g = _1~—1 definida en £2, llamemos I7(h) = g+h para cada h
ooy

de Ou (82, E).
Proposicion 5.

La aplicacién V. Om (82, E) —> On (82, E) es lineal y continua.
Demostracion:

Si f €S, E) y n es un multifndice, por la proposicion 1.6 f*D"g es
de S(L, E), dada a multifndice y ¢ seminorma continua en E obtenemos,

aplicando la férmula de Leibnitz:

sup q((fD*(g*h)) (x ) =sup q( = csq flx) D"g(x)D®h(x)) <

xe§2 xefd stn=0
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<Z gl sup q(fix) D7g(x) D h(x)) < + oo
S+1Ea xef2
como ¢s, son numeros que no dependen de £, obtenemos de la desigualdad
la conclusion.
Tomemos ahora, dada 2 de Oy, (82, F), la funcién (hoy,)*p, es de

9([, E)parar=1, 2, ...,y definamos ﬁ(h) = ((hocp,)%p):ll
Proposicion 6.

La aplicacion R: 0,4;(8, E) — \.(a) (&, E)) es lineal y continua.
Demostracion:

Sea (o) de Aw(a), g seminorma continua en E y § multiindice

o, | sup DPR(M) < 2 cg |l | sup ID"o(x)]* sup q(D? (hog,) (x))
XE. XE.

xel §+n=p
la conclusioén se obtiene ahora de la proposicién 3.

Proposicion 7.

0, (2, E) es topologicamente isomorfo a un subespacio complemen-
tado de A\, (@) (2, E)).

Demostracion:
Se cumple que TD(ED’\V) es la identidad en O,;(£2, E) luego la conclu-

sioén se obtiene del resultado (a).

Sea ahora J = [— TI'S" —llg—] y sea W: &, E) —— 9, E) ope-
rador de extension lineal y continuo [resultado (¢)]. La aplicacion U:
\s (@) (U, E)) — N (a) (2, E)) definida como U(f,) = (Wf,) es tri-
vialmente continua al serlo W.

' Definamos ahora V(h) = (h,):"=1 para cada k& de Oy (82, E), siendo
h,(x) = (how,) (x) para cada x en J.

Proposicion8.
La aplicacion V: 0y, (82, E) — AL (@)(&J E)) es lineal y continua.
Demostracion:

Es consecuencia directa de la proposicion 3., tomando ahora supremos
enJ.
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Proposicion 9.

\. (@) (@, E)) es isomorfo topologicamente a un subespacio com-
plementado de O, (82, E).

Demostracion:

Vo(ToU) es la identidad sobre A, (a) @, E)), obteniéndose la conclu-
sion del resultado (a).

Teorema 2.

Si E es un espacio localmente completo y §2 es un abierto de R” no va-
cio, entonces 0y, (82, E) = \. (a) (s(E)).

Demostracion:
Cémo €(J, E) = s(F) y.@(], E) = s(E) por el resultado (b), la conclu-
sion se obtiene de las proposiciones 1., 7., 9.y el resultado (a).
3. DOS CASOS PARTICULARES
Teorema 1.

Sea E un espacio localmente completo y §2 un abierto de R" tal que
R" ~ Q es acotado, entonces Oy (82, E) = 5'(s(E)).

Demostracion:
- 7) 2 >
Como la serie Z L) < + oo podemos suponer (a,)= 1G]
n=1  m(r) m(r))r=1
ordenados de mayor a menor y tendremos lim r-a®= 0, luego existe un
n- >
P>0cona?" <Pr'=1,2,.. (D

Por otra parte sea m, entero positivo con R"~ £ C Mmo, ,» entonces es
. 1 1
evidente que a; = 1/my y quea, =Z2—— =
mo+r 2mgr

’ De (1) y (2) se obtiene que como conjuntos A (@) (s(E)) = s'(s(E)),
siendo s el dual del espacio s, y de las desigualdades (1) y(2) se obtiene que

1
2mg

r=1,2,.. 2)

rt <gq,<P'2"y7172" dedonde se deduce trivialmente que las topo-

logias coinciden.
Para el caso en que §2 = R" este resultado se debe a J .Bonet [3].
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Llamemos ahora F' = R" 7~ §2 y supongamos que existe Q un cubo com-
pacto de R" verificando que Q ~ Q N OF tiene al menos dos componentes
conexas (*), entonces se verifica que:

Lema 1.

Existe un cubo B, tal que si x = (x;,..., X,) es su centro, existe un
puntoy = (¥;, ..., Y,)yunjcon 1 <j<nm con y;=x;para i=1,..,n
i # j, ademas si D, = B, — x, tendremos que B, y D, + y est4n en distintas
componentes conexas de Q N OF.

De aqui si n 2 2 se puede probar el siguiente lema:

Lema 2.

Sea B, un cubo de arista 1/2% satisfaciendo el lema 1., si n > 2 enton-
ces existen B, y B, cubos de la particidon satisfaciendo B,lﬂ B,2= ¢y que
B, UB, C(D, +[x,)NQ.

Teorema 2.

Sea £2 un abierto no vacio de R” con n = 2, supongamos que se veri-
fica la condicién (*), entonces si £ es un espacio localmente completo
0,, (82, E) = 5'(s(E)).

Demostracion:
Sea k, entero no negativo con 1/2%, arista del cubo B, obtenido en

el lema 1. Aplicando reiteradamente el lema 2., probamos que existen al me-
nos 27 cubos de arista 1/2%0 P luego tendremos que, supuesto ordenada

e 7T
(@)= —— de mayor a menor:
m(r) r=1
a, = 1/2%, a, 2 1/25%™, a3 2 1/2%", .. ap = 1/25"7, ..
de donde 27a > 1/2*otomando 27! <r<2” tendremos r*a, >r-a,p >
2p7 g p=>1/2%*1 luegoa, = L 1 r=1,2,.. 3)

PALE S

combinando las desigualdades (1) y (3) obtenemos de una manera inmediata
la conclusién buscada.

Corolario 1
Sea §2 un abierto no vacio de R, conn = 2y F=R, ~ § un cerrado

tal que F ¢, si E es un espacio localmente completo Oy (£2, E)=5 (s(E)).
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Demostracion:

Inmediata del teorema anterior.

Consideremos ahora £ =] — 1, 1[ en R, tendremos que la sucesion
(ar):=1 serd a;=1/2, a,=1/2, ..., ax_,=1/2", ax = 1/2%, ... luego
Ae (@) 6EN=N(B) 6E)), siendob = (b,) con b, = 1/2" parar = 1,2,...
JEs cierto en este caso que 0y, (82, E) = A (a) (s(E)) = s'(s(E))?

Estos resultados para el caso escalar nos fueron comunicados por
el prof. Valdivia.
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