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Abstract 

We give an example of a a-compact regular Hausdorff space containing a sequence of dense, 
open, C-embedded subsets whose intersection is dense but not z-embedded. 

Resumen 
En esta nota damos un ejemplo de un espacio de Hausdorff regular a-compacto que contiene 

una sucesión de subconjuntos abiertos densos C-sumergibles cuya intersección es densa pero no es 
z-sumergible. 

1. INTRODUCCIÓN 

Un subconjunto S de un espacio topológico X es z—sumergible en X si 
todo conjunto cero en S es la intersección de S con un conjunto cero en X, 
(Un conjunto cero es el conjunto de puntos donde se anula una función real 
continua). Se dice que S es C*—sumergible en X si toda función real conti
nua y acotada sobre S admite una extensión continua a X En ([4], 6.4) Ha
ger plantea la siguiente cuestión: Sea D la intersección de una sucesión de 
subconjuntos abiertos, densos, C-sumergibles en un espacio topológico X y 
supongamos que D es denso en X. ¿Es D z—sumergible en XI. 

Generalizando un resultado de E. Aron [1], Dashiell [2] ha probado que 
en un espacio regular totalmente no magro, la intersección de una sucesión 
de subconjuntos abiertos, normales, C^—sumergibles es normal y C^—sumer
gible. En este artículo contestamos negativamente a la cuestión de Hager con 
la construcción de espacios a—compactos regulares de Hausdorff en los que 
existen sucesiones de subconjuntos abiertos densos C-sumergibles cuya in
tersección es densa pero no es z—sumergible. 

2. EL RESULTADO 

Si j3 es un número ordinal escribimos jS+l para el número ordinal que 
sigue a /3 y W{§) para el conjunto de los números ordinales menores que 
j3 provisto de la topología del orden. Un subconjunto S de un espacio topoló
gico X se dice que es C—sumergible en X si toda función real continua sobre 
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S se puede extender continuamente a X. Escribiremos \A\ para el número 
cardinal de un conjunto A. 

Sea E un espacio topológico a—compacto regular de Hausdorff que es 
unión de una sucesión [C„: n = 1,2,...] de subconjuntos cerrados sin puntos 
interiores. Sea Ka un número cardinal mayor que \E\ tal que a > O es un or
dinal no límite, sea a?^ el primer ordinal cuyo número cardinal es ^a Y seaP 
el espacio producto í̂ (a?ci + l) X E. 

(a) El conjunto WicOa) X £ es C—sumergible en P. 

Demostración: Sea /una función real continua sobre W{(jOa) X E. Para 
cada X EJE la función/es eventualmente constante en WiUa) X [x] ([3], 9K) 
y puesto que i^a > 1̂ 1, existe 17 G WicOa) tal que para cada x EE la función/ 
es constante en [17,0?a) X [x]. Sea g la función definida sobre P cuya restric
ción a W(<jOa) X E coincide con f y g(cOa, x) — fiv, ^), ^ ^E, Es claro quQg 
es continua en los puntos de Wio^a ) X £*. Consideramos entonces un punto 
(a?a, x), X E £". Dado e > O, sea V un entorno de x tal que 

/([r?] X F) C (/(T?, X) - e, /(r?, x) + e) 

De la definición de r¡ se sigue que 

gilV, OJa]XV)C (gicOa, X) - €, g{OJa, x) + e ) 

por consiguiente g es continua en (cOa.x). Se tiene entonces que g es una ex
tensión continua de / a P. 

De las consideraciones anteriores es fácil probar que todo conjunto cero 
en P que contiene al conjunto [cOa] X E corta a IV(cOa) X E, 

Consideramos ahora dos copias Pi y P2 de P. Si A es un subconjunto 
de P, escribiremos Ai para denotarlo en la copia P/. SeaZ' la suma topológi-
ca de Pi y P2 y consideremos la descomposición Êde X* cuyos elementos 
son [(a?a, ^ ) i , i^a, x)2 ], X E £• y los restantes puntos de X\ Si X es el es
pacio cociente X\^ es fácil probar que X es a—compacto, regular y de Haus
dorff. Si B es un subconjunto de X' escribiremos B'^ para su imagen por la 
aplicación cociente. 

(b) Para cada número /t, el conjunto abierto Dn = X "^ i[(^a] X C„)i* 
es C—sumergible en X. 

Demostración: Sea / una función real continua sobre Dn. Si h¡ es la 
restricción de / a (WicOa) X E)*, de (a) se deduce que h¡ tiene una exten
sión continua hj a Pf. Puesto que las funciones hi y h2 coinciden sobre 
{[^a] X{E '^ C„))f y este conjunto es denso en {[OÙa] X £)*, se tiene que 
hi y h2 coinciden en ([cOaJ X E)^. Por consiguiente la función h definida 
hip) = hiip) si p E Pf, h{p) = h2Íp) sip EP% es una extensión continua de 
/ a X 
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(c) El conjunto D = n [D^: n = I, 2, ...] es denso en X pero no es 
z—sumergible onX 

Demostración: El subespacio D es la suma topológica de (WicOa) X 
X E)f y (WicOa) X £•)! por lo tanto (]V(a?a) X E)f es un conjunto cero en 
D, sin embargo este conjunto no es la intersección con D de un conjunto 

cero en X En efecto, si Z es un conjunto cero en X tal que iW(cOa) X 
E)f C Z entonces ([0?^] X E)f C Z y puesto que {[ooa] X £")*= ([0?^ ] X 
X £ ) ! se sigue que Z corta al conjunto (IV(oJa) X E)^. 

Este trabajo ha sido realizado en el departamento de Teoría de Fun
ciones de la Facultad de Ciencias Matemáticas de la Universidad de Valen
cia que dirige el profesor D. Manuel Valdivia. 
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