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Abstract

In this note we generalize a previous result of Kwapien, proving that a Banach space E contains
a subspace isomorphic to cg if and only if an Orlicz space of E—valued function contains such a space.
As a result, we prove the weak sequential completeness of the Orlicz space 19(E) when E is a Banach
lattice weakly sequentially complete.

Kwapien probo en [5] que un espacio de Banach E contiene un subes-
pacio isomorfo a ¢q si y s6lo sf el espacio de funciones integrables Bochner
LY(F) lo contiene, demostrando asf una conjetura de Hoffman—J¢rgense.
En esta nota extendemos el resultado de Kwapien al caso de espacios de Or-
licz de funciones vectoriales y, como consecuencia, establecemos la completi-
tud secuencial débil de L#E) cuando E es un reticulo de Banach débilmen-
te secuencialmente completo, resolviendo asf en parte una cuestion plantea-
daen [2].

En lo que sigue, designaremos por ¢ yy¥ un par de funciones conjugadas
de Young (véase, por ¢j., [1] y [7], pag. 77 v sigs.), (S, Z, m) un espacio de
probabilidad, E un espacio de Banach y E' su dual topologico. Para cada fun-
cion f: S—FE medible Bochner, escribiremos

M) = f BCIFIl) du.
S

Se define L(S, u, E) (= I?(E)) como el espacio vectorial de todas las (cla
ses de) funciones de S en E, medibles Bochner, tales que M (kf) < oo para al-
gan k>0, y pondremos I?(K) = I?. Notese que si ¢(¢) = t¥, I?(E) coin-
cide con el espacio LP(E) usual. En general, L%E) coincide con el conjunto
de funciones medibles Bochner de S en E tales que

191, = Sup { [ 7B du: BELY y My (B)<1)< oo

Esta ultima expresion define una norma de espacio de Banach en I?(E).
Siempre se tiene I!(E)e ! (E), con inclusion continua.

AMS(MOS) Subject clssifications (1970): Primary 46 E 40; secondary 46 G 10
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Se dice que ¢ satisface la condicion (A;) si es finita y

620 _
1f_r)nwsup o(0) <

En este caso, L¢(E) coincide con el espacio de funciones medibles Bochner
de S en E para las que M¢(f) <oo,

Finalmente, se llama sucesién de Bernouilli sobre el espacio de proba-
bilidad (S, 2, u) a toda sucesion (r» ) de variables aleatorias independientes,
tales que

p{t€S: ra(t) =1} =p{t €S: ro(f) = —1} = 1/2, para todo n.

El siguiente resultado es una extension del teorema principal de [5]
y el teorema 5.1 de [3].

Teorema 1.—Sea E un espacio de Banach y (S, Z, i) un espacio de pro-
babilidad sobre el que se puede definir una sucesién de Bernouilli. Entonces,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

.1. E contiene un subespacio isomorfo a cy.

2. LY (S, u, E) contiene un subespacio isomorfo a c,.

.3. Para toda funcion de Orlicz ¢, el espacio L¢(S, i, E) contiene
un subespacio isomorfo a cy.

1.4. FExiste una funcion de Orlicz ¢ verificando la condicion (4,), de

modo que L?(S, u, E) contiene un subespacio isomorfo a cy.

—

Demostracion.— La equivalencia de 1.1 y 1.2 estd probada en 5. Es
claro que 1.1 = 1.3 = 1.4, Basta pues probar que 1.4 = 1.2, para lo que se-
guiremos la técnica del teorema 5.1 de [3] con algunas modificaciones. De
acuerdo con este teorema, bastard probar que existe una sucesion (x,) CE

k o
tal que {2 7,x, k € N } es acotado en L' (E) y sin embargo X 7xX» no con-
n=1 n=1

verge en medida (donde {¥»} es una sucesion de Bernouilli en (S, Z, u)).
Supongamos pues que ¢ verifica la condicion ( (A;) y {f»} es una sucesion
en L¢(E) equivalente a la base candnica de ¢g. Por lo tanto se cumple
D c<||fn||¢<C, para todon=>1,donde 0 <c <C< oo,
m
II) Ilzlclnfn||¢< K méx{llanll: 1 <n <m}, paratodom =1y toda fa-
=

milia de escalares a,, ..., am, siendo K una constante finita.
En el espacio S’ =S X S con la probabilidad producto #', definamos

f'n(s, t) = rn(s).fﬂ(t); (S, t) ES,—

Sea B ELY(S'. u'. K) con B =0y My(p) < 1. Definamos Bs (£) =B(s, 1) y
h(s) = méax {1, My (Bs)}. Entonces
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L B an =[] [N By b dia()] hls) ).
. s S

Como Y es convexa, ¥ (au) < a ¥ (u) para 0 < a < 1, luego
My (Bsh(s)™) <1, para todo s de S. En consecuencia,

jjuﬂ, I8 du’ < If "¢jsh du<(1 +[S,w(ﬁ) RTARS A TATN
La desigualdad I[fn’ll¢> I I|¢es evidente. Por tanto se tiene
1) e<Wfull,<IWhll, <2 [If,ll,< 2Cpara todon >1.
Utilizando el mismo argumento, se prueba también facilmente
) IZanfull < 2K{mix la,|: 1 < n < m}, para todo m > 1
y toda familia de escalaresa,, ..., am .
Sea g, = ’:Z:flﬂ,. La condicion II' prueba que {gm} es una sucesion

acotada en L?(E), y por tantoen L'(E). Como {f,} es claramente una suce-
sion simétrica, la proposicion 2.8 de [3] prueba que para casi todo ¢’ € §'.

K
{Elrnﬂ (t"): k € N} esta acotado en L1(S, u, E). Si para casi todo #' €5’ la
n=

serie Z7,f,(t") convergiera en medida, de nuevo la proposicion 2.8 de [3]

implicarfa que { g} converge en casi todo punto a una cierta funcion g'.
Por el lema de Fatou,

[ 8w’ <1m inf [ lign 11§ do’ < 1im infllgh 1|, < 2K,
s' s’

para B = 0 y M, (f) < 1. Esto prueba que g' € LS'.i/'.E). Por otro lado,
por el teorema 2.3 de [3] se tiene

Ri(s)=p'{t' €S": Supligh ¢ =s} < 2w'{' €S :lg' ¢ N=s}= 2R, 6)

Como ¢ es continua y creciente en [0, o), con ¢ (0) = 0, se tiene entonces
integrando por partes:

f¢(sur>llg,’n dw’ =fR1(S) dé(s) <2f Ry (s) dg(s) = 2[¢>(Ilg’ll)du' <eo
s M 0 0 s’

pues g' € L(S', u', E) y ¢ verifica la (A;). Por tanto, la aplicacion 7 — sup
llgn (¢)Il pertenece a L% luego el teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue prueba que

MSgm —8) ——0.

M oo
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Como ¢ verifica la (4,), esto equivale a que lim g, = g’ en el espacio
m

I%(S', W', E) ([7), Chap. 5, §7, lemma o), pero esto contradice el que
IIfnll = ¢ para todo n = 1. As{ pues, debe existir 4' C S’ con u'(4") > 0, tal

que para todo t' € 4’ se tenga que ilrnf; (¢") no converge en medida.
n=

Si ahora E es un reticulo de Banach y ¢ es una funciéon de Orlicz, es
evidente que L"’(S, u, E) es un reticulo de Banach para el orden

fS<g=f()<g(t)encasitodotES.
Se tiene entonces el siguiente teorema:

Teorema 2.— Sea E un reticulo de Banach y (S, Z, 1) un espacio de
probabilidad sobre el que se puede definir una sucesion de Bernouilli. En-
tonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

2.1. Para toda funcion de Orlicz ¢ que verifique la condicion (A,),
el espacio I?(S, u, E)es débz’lmente secuencialmente completo.

2.2. Existe una funcion de Orlicz verificando la condicion (A,) tal
que I%(S.u, E) es débilmente secuencialmente completo.

2.3. E es débilmente secuencialmente completo.

Demostracién: Como E es isomorfo a un subespacio de LS, u,E), es
claro que 2.1 = 2.2 = 2.3. La demostracion de 2.3 = 2.1 es consecuencia
inmediata del teorema 1 y el teorema 1.c.4. de [6], segiin el cual un reticulo
de Banach es débilmente secuencialmente completo si y sblo si no contiene
un subespacio isomorfo a cg.

Tanto en 2.3 = 2.1 como en 1.4 = 1.1, el requisito de que verifique la
condicion (A,) es esencial, como prueba el siguiente resultado:

Proposicion 3.— Sea (S, Z, u) un espacio de probabilidad que con-
tiene un conjunto de medida positiva sin dtomos, y ¢ una funcion de Orlicz
que no satisface la condicion (N,). Entonces L?(S, u, E) no es débilmente
secuencialmente completo para ningiin espacio de Banach E #{0}.

Demostracion: L*(S, u, E) contiene un subespacio isomorfo a
L? = I? (S, u,K), luego basta probar que I? no es débilmente secuencial
mente completo. Esto es evidente si existe £, > 0 tal que ¢(f) = oo para
t > to, pues entonces L? y L™ son iguales como conjuntos y topoldgica-
mente isomorfos. En cualquier caso, si ¢ no verifica la condicion (4,), el
subespacio B de las funciones acotadas no es denso en I?. Sea entonces
fEI’\B, f>0,y definamos

f@Osifry<n

0 sif(t)y>n

fa(t) =
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{£,} € B es una sucesién monoétona en el reticulo de Banach I?, acotada en
norma por ||f]| , luego es débilmente de Cauchy. Sin embargo, no converge
débilmente, pues si lo hiciera su limite coincidiria con el limite en L', que
es f, y entonces f perteneceria a B, contra lo supuesto.
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