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Resumen

Extendemos los teoremas de doble suspension de Edwards y Cannon (ver [1] y [4]) a ciertas
bolas de homologia simplemente conexas. Como consecuencia, damos una caracterizacion de las va-
riedades de homologia con borde que son variedades topoldgicas. Estos resultados corrigen los pre-
sentados en [9].

Abstract.

We extend the double suspension theorem of Edwards and Cannon ([1] and ]4]( to certain class
of homology balls. As a consecuence, we give a characterization theorem for the homology manifolds
which are topological manifolds. These results correct Theorem 1 and Theorem 4 of [9].

1. INTRODUCCION

En este trabajo utilizaremos los conceptos y notaciones habituales de
la Topologia Poliedral (ver [12] para una referencia general). As{, por 2"-
denotaremos la n-ésima suspension, &(—) serd el cono abierto, St(— ) la estre-
lla abierta, /k(—) el “link” o engarce, |X| el poliedro subyacente al complejo
simplicial K, etc.

Por IR", S" y B" representaremos el espacio euclideo, la esfera y la bola
canonicos de dimension 7.

Una variedad topologica (TOP—variedad) de dimensién # serd un espa-
cio topologico metrizable y separable en el que cada punto tiene un entorno
abierto U que admite una inmersién abierta f: U —~ IR}, donde R} es el se-
miespacio {(x;, X2,.., X») € R"; x, =0 }.Una esfera (bola) topol()glca es un
espacio homeomorfo a S” (B" respectlvamente).

En todo lo que sigue la homologia utilizada H.(—) sera la homologia
singular con coeficientes en el anillo de los nimero enteros. Por Hy(—) de-
notamos la correspondiente homologia reducida.

Una variedad d¢ nwomologia (HML—variedad) de dimensién # es un po-
liedro euclideo n—dimensional M cuya homologia local es la del semiespa-
cio RY.
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Se llama borde de M al conjunto
M ={x €M; H*(M,M—x) =0}

(para més detalles ver [10]).

Una n—esfera de homologfa es una HML—variedad sin borde y com-
pacta con la homologia de S”. Anélogamente una n—bola de homologia es
una HML—variedad compacta D" tal que H*(D") = 0. Si M = |K| es una
HML-variedad se puede probar que, para 0 € K, 1k(0; K) es esfera o bola de
homologfa y que -

oM = V{0 € K; f, (Ik(0; K))= 0.}

Edwards y Cannon ([1] y [4]) demostraron el siguiente teorema de do-
ble suspension:

Teorema |

Si H" es una n—esfera de homologfa, Z2H" es una (n + 2)—esfera to-
pologica.

Apoyandose en el teorema anterior, los mismos autores obtienen la si-
guiente caracterizacion:

Teorema il

Una HML—variedad sin borde M = |K|, dim M =2 5, es TOP—variedad si
y s6lo si para todod vértice v € K, Ik(v; K) es simplemente conexo.

En este trabajo extendemos el teorema de doble suspensién a ciertas
bolas de homologia (Teoremas A y B) lo que nos permite dar una caracteri-
zacion de las HML—variedades con borde que son TOP-variedades (Teorema
C). Estos resultados corrigen los Teoremas 1 y 4 de [9].

2. SUSPENSIONES DE BOLAS DE HOMOLOGIA

1.1 Definicién: Una inmersion topologica f: S” ~! = R” se dice plana
si existe un homeomorfismo #: IR” = IR" tal que %¢f es la inclusion natural.

Una inmersion 2 8" ~! = R” se dice localmente simplemente co—cone-
xa (1-LCC) en x €T = f(S" 1) si para todo > 0 existe un 8 > 0 tal que
toda aplicacion de S' en (R” —I') N B(x; §) se extiende a una aplicacion
de B en (R” —TI') N B(x: €).

Teorema li!

Sif: §" ! > R"” (n = 5) es una inmersiéon 1-LCC en cada punto de
f(S" 1) entonces f es plana.
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Demostracion: Es una consecuencia inmediata de 34.2 y 3B.1 de [3].

Teorema A. Si D" = |K| es una bola n— bola de homologfa simplemen-
te conexa y cuyo borde admite collar entonces Z2D" es una bola topolo-
gica.

Demostraciéon. Una fécil aplicacién del teorema de Van Kampen y de
la sucesion de Mayer—Vietoris prueba que el pegamiento.

W=c(Z20D")U Z2D"

es una (n + 2)—esfera de homologia simplemente conexa.

Por el teorema de Hurewicz se sigue que W es del mismo tipo de homo-
topia que S"* 2. Aplicando el Teorema II (n = 3, si n < 2 no hay nada que
probar) se deduce que W es una TOP—variedad, por lo que, de acuerdo con
la solucion afirmativa de la Conjetura de Poincaré, W es homeomorfa a S"*2.

Por otro lado, del Teorema I se deduce que Z290D" es homeomorfa a
S™* 1 En esta situacion, para aplicar el Teorema III a la inmersionZ20D" -~ W
s6lo queda ver que Z29D" es 1-LCC. Es obvio que este espacio es 1-LCC
en la parte de W correspondiente al cono. Queda asi que probar que 22 9D"
es 1-LCC en 22D".

Para ello, sea x € £20D". La existencia de collar nos permite asegurar
que si x ¢ =2 entonces £23D" es 1—LCC en x. Sea entoncesx € 2% y U un
entorno cualquiera de x en £2D"; subdividiendo adecuadamente Z2 K ob-
tenemos una triangulacion J de Z2D" de manera que

c(Z1D") = c(lk(x; ) = st(x; H< U

Puesto que dD" admite collar, Q" tiene el mismo tipo de homotopfa que
D" =D" — aD" y por tanto 7, (D") = 1. En particular,

st(x; J) — st(x; 8J) == (k(x.J) — Ik(x; 8/)) X R =D" X R?
es simplemente conexo y por ello todo lazo en st(x; J) — st(x,; 0J) se contrae
en U. Hemos probado asi que 2231)" es 1—LCC en Z2D". Podemos aplicar
el Teorema III a nuestra situacion y concluimos que 2 D" es homeomorfa a
Bn + 2 .
Teorema B. Si D" (n =2 5) es una n-bola de homologia simplemente
conexa tal que aD" es simplemente conexo y admite collar en D" entonces

21D"s una bola topologica.

Demostracion. Con las nuevas hipotesis se puede hacer la misma cons-
truccidén que en la demostracion del Teorema A para una suspension.

1.2 Nota. Observamos que el Teorema A no es cierto en general:

a) Si G , (n = 4) es una n—variedad de Glaser (ver [6]) y A"~ ! — 3G,
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es una PL-bola, D"~ ! = 3G, — An-1 es una bola de homologfa no simple-
mente conexa cuyo borde admite collar (de hecho es PL—variedad) pero
22D"~ 1 no es una bola topologica, pues de serlo

ZIpn-1 —329D" "1 =(3G, — A" "X R?

seria homeomorfo a R"* ! y en particular 7, (0G,— A"~ !) seria nulo con-
tradiciendo el hecho de que 7;(3G,)# 1. La bola D"~ ! es un contraejem-
plo al Teorema 1 de [9].

b) Sea ahora V = ¢(D"~ ') donde D"~ ! est4 definido en la parte a).
entonces V es una bola de homologia contractil tal que 87 no admite collar
ya que el doble de V' no es TOP—variedad en el punto “‘c”’ de acuerdo con el
Teorema II.

Si 22V fuese homeomorfa a B"*? entonces

2 — 323V = (3G, — A"~ 1) X R3

1

seria homeomorfo a R"*! y, en particular, 3G, — A" ~! seria simplemente

conexo que, de nuevo, nos lleva a una contradiccion.

2. CARACTERIZACION DE LAS HML—-VARIEDADES CON
BORDE QUE SON TOP-VARIEDADES.

2.1 Proposicién. Sea D" una bola de homologia. Entonces Z™ D" es
una bola topologica (n + m =6, m = 1) siy so6lo si¢(D") X R™ ~1 es TOP—
variedad.

Demostracién. Es facil observar que los poliedros ™ D" y é&(D")X
IR” ~! tienen los mismos engarces por lo que las estrellas abiertas de uno
seran TOP—variedades si y so6lo si lo son los del otro. Queda por ver que si
2™ D" es TOP—variedad entonces es una bola topologica. En el caso de ser
2" D" TOP—variedad Z™0D" es una esfera topologica de acuerdo con la
solucién positiva de la Conjetura de Poincaré, y ahora sigue del siguiente teo-
rema:

Teorema IV (3.1. de [8]).

Sea M una n—esfera de homologia que es TOP—variedad. Sin = 5, M
acota una tinica TOP-variedad contractil.

2.2 Proposicién. Sea M = |K| una HML—variedad con borde de dimen-
sion m. Entonces M X R" =" (n = 6) es TOP—variedad siy solo si £" ~ ¥*!
Ik(o; K) es una bola o esfera topoldgica para todo (n — K)—simplice 0 € K.
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Demostracion. M X R~ es TOP—variedad si y solo si

st (x; K) X R"~™ = =™ ~*lk(o™ ~*;K)) X R"~™
es localmente euclideo para todo x € 6™ ~ %,

Si Ik(6™ ~¥; K) es esfera de homologfa no hay nada que probar des-
pués del Teorema I. Si Ik(6™ ~*; K) es bola de homologia se sigue de 2.1 que
St(x; K) X R" ™ es localmente euclfdeo si y s6lo si 7~ % *1[k(¢™ ~*; K)
es bola topologica.

2.3 Proposicion. Sea D" una bola de homologfa tal que D" = D" —3D"
es simplemente conexo. Si m = 2, D" X R™ es TOP-variedad si s6lo si
Z™ D" es bola topologica.

Demostracion. Si Z"D" es bola topologica, el abierto 2" D" — X" =
D" X IR™ es TOP-variedad.

La demostracion del reciproco es andloga a la del Teorema A, s6lo que
ahora el ser £™ D" 1—-LCC en los puntos x ¢ ™ viene garantizado por el he-
cho de que D" X R™ es TOP-variedad.

2.4 Proposicion. Si D" es una bola de homologfa (n = 5) tal que D=
D" — 3D" y dD" son simplemente conexos entonces ' D" es bola topolo-
gica siy solo si D" X IR es TOP—variedad.

Demostracion. Si Z1D" es bola topologica, el abierto Z!D" — X! =
D" X R es TOP—variedad.

La demostracion del reciproco es andloga a la del Teorema B con la va-
riacion introducida en la demostracion de 2.3.

2.5 Nota. a) La bola de homologia D" definida en 1.2a) es un ejemplo
de bola de homologia tal que 0D" es simplemente conexo, el producto
D"X R es TOP—variedad peroZ! D" no es bola topologica. -

b) Obsérvese que si H" (n = 4) es una esfera de homologia simplerhen—
te conexa, el Teorema II y la solucion positiva de la Conjetura de Poincaré
implican que Z' H" es esfera topologica.

Teorema C. Sea M = |K| una HML—variedad con borde, dim M = 6.
Entonces M es TOP—variedad siy solo si

a) Para todo vérticev € K — oK, m,; (Ik(v; K)) = 1.

b) Para todo vértice w € 9K, 7, (1k(w; 9K)) = 1. o

¢) Para todo simplice ¢ € 0K, 7, (lk(o; K)) = 1, donde Ik(o; K) =
lIk(o; K) — 1k(0; 0K).

Demostracion. Si M es TOP-variedad, por 2.2 con n = m = k se tiene
que Z'1k(v; K) es homeomorfo a S” 6 a B" para todo vértice v € K. Si



102 A. QUINTERO

v € K — 0K estamos en el caso de la esfera topolégica y por tanto 1k(y; K)
es simplemente conexo. Se tiene as{ a).

Si v € 3K, Z11k(¥; K) es la bola topologica por lo que aZ! 1k(v; K) =
211k(v; 0K) es homeomorfo a S” y lk(v; 9K)es simplemente conexo. Tene-
mos probado b).

. Para demostrar ¢),supongamos que existe un simplice 0 € 0K tal que
1k(o; K) no es simplemerite conexo. Dado x € G, la existencia de collar para
OM asegura que 0M es 1—-LCC en x. Existe pues un entorno, U, de x en M tal
que todo lazo en U — 0M se contrae en

St(x; K) — 0M = st(x; K) — St(x; 0K) = Tk(o; K )X R™ X (0,1)
Ahora bien, dado U es posible encontrar ¢, € (0,1) tal que el conjunto
A={y Estx;K); y=1—tx +tz, 0<t<1¢,,z €k(x, K)}
esté contenido en U. Se tiene entonces, por un lado que las inclusiones
Ik(x; K) X{to}—> A — st(x; 0K) — st(x; K) — St(x; 9K)

son equivalencias de homotopfa. Y por otro lado, todo lazo en 4 — st(x; 9K)
se contrae en
U — $t(x; 0K) S St(x; K) — St(x; 0K)

o

Se llega asi a una contradiccién con el hecho de no ser lk(o; K) simple-
mente conexo. Queda probado ¢).

Reciprocamente, supongamos que se verifican las condiciones a), b),
y ¢). Para probar que M es TOP—variedad bastard ver que la estrella abierta
de cada vértice es localmente euclidea. Sea v € K un vértice cualquiera. Si
y € K — 0K entonces lIk(v; K) es esfera de homologia simplemente conexa
y por 2.5b) Z11k(v; K) es homeomorfo a S” y é(Ik(vK)) = st(v; K) es un
abierto localmente euclfdeo.

Queda por estudiar el caso v € 0K. En este caso se probard algo més
general, concretamente se vera que

St(" "5 K) X IR* =" = ¢(Ik(" ~")) X R" ="

es localmente euclideo para todo simplice 0" " € 0K.
Para r < 3 no hay nada que probar pues lk(c” ~"; K) es la correspon-
diente PL-bola.

r = 4.— La dimension de k(6" ~7; K) es 3 y por el Teorema A se sigue
que ="~ "* 11k(0" ~"; K} es una bola topologica y por 2.1 ¢(1k(c" ~"; K))X
IR” ~ " es localmente euclideo.

r = 5.— Ahora la dimension de k(0" ~"; K) es 4 y para todo (4 — k)—
simplice (1 <k < 4) pu €1k(0" ~"; K) se tiene dim lk(uo” =", K) <3 y por los
casos anteriores



DOBLE SUSPENSION DE BOLAS DE HOMOLOGIA 103

=k k(o =" K) = 2" K * 1k(u; k(0" ~"; K))

es una esfera o bola topolégica (n — k + 1 = 3).

Aplicando 2.2 con M = 1k(¢0" =", K) se llega a que 1k(¢"~",K) X R"~
es TOP—variedad. De acuerdo con la condicién ¢) y por 2,3 se tiene que
2"~ 41k(0" ~"; K) es homeomorfo a B"”. Por 2.1 se concluye que

S(lk(0" = "; K)) X R" " es TOP—variedad.

r =6,n= 6.— En este caso 0” =" es un vértice de K y dim lk(o” —"K)=
5. Sea u un (5 — k)—simplice cualquiera de Ik(6” ~"; K) (1 <k <5). Por los
casos anteriores se sigue que

2" K (u; k(0" 3 K)) = 2" M k(o™ 73 K)

es homeomorfo a S” 6 B" ya que dim lk(uc" ~"; K) < 4. De nuevo por 2.2
con M = 1k(0"~"; K) se tiene que lk(c"~"; K) X R"~ 5 es TOP variedad.
Ahora por 2.4 junto con las condiciones c¢) y b) se implica que Z!1k(0" ~7;
K) es localmente euclideo.

= 6, n > 6.— Igual que en el caso r = 5 se tiene que lk(¢” ~", K) X
IR""5 es TOP—var1edad y de nuevo por 2.3 y la condicién c) se deduce
Z"=S1k(0"~"; K) es TOP—variedad.

r > 6.— Hagamos la s1gu1ente hipotesis de induccién:

Supongamos que lk(6” ?; K) X R"~P*! es TOP—variedad para
6 <p <r(p =6 esel caso anterior). Sea 6" "€ Ky p E€1k(e" ™", K) un
(r — q — Dstmplice (1 <g <r —1).

Entonces ”

Ik(u, lk(0"~"; K)) X R"~9* 1 = Jk(uo"~"; K) X R" =9+ 1

es TOP—variedad por la hipo6tesis de induccion. Por la condicion ¢) v 2.3 o
por el Teorema I se tiene que 2"~ ¥*1lk(uo” ~"; K) es una esfera o bola to-
pologica. De 2.2 con M = 1k(0” ~"; K) se sigue que k(0" " "; K) X R"~"* 1
es TOP—variedad. LLegado este punto se razona como en el casor = 6,
n=6sin=ro6comoencelcasor=6,n>6sin>r.

Se tiene probado que M es TOP—variedad.

2.6 Nota a) En lo que sigue damos un contragjemplo al Teorema
4 de[9].

Sea V = Z2D"~ 2 pn > 8, donde D"~ ? es la bola de homologia del
ejemplo 1.2a). Entonces V es una n-bola de homologia que no es TOP—varie-
dad ya que V es simplemente conexay V—oV =(D""2 —0oD" ~?) X R?
no lo es.

Por otro lado, si K es una triangulacion de D"~ 2, los engarces de los
vértices de J = 22K, tanto en J como en dJ, son simplemente conexos.Ade-
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m4ds, dado un (n—6)—simplice ¢ € 38J, o debe ser el “join” o0, de sim-
plices 0, € 22 y 0, € K con 0, # ¢ ya que n = 8. La conocida férmula
lk(o; J) = k(o ; 2?)*1k(0,; K) nos dice que Ik(o; J) es siempre una PL—bo-
la, y en particular "~ 51k(o;J) es una bola topologica.

V Cumple asi las condiciones a) y b) del Teorema 4 de [9] sin ser TOP-

variedad.

b) En el ejemplo anterior el interior del engarce de un 1—simplice de

T2 esD"2 —0D" 2 que no es simplemente conexo. Se tiene entonces que
22D"~ 2% cumple las condiciones @) y b) pero no la c¢) del Teorema C.
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