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Abstract

In this paper we classify all the finite groups G with a(G) conjugacy classes out of the socle
S(G), where 1 << o(G) << 3. Moreover, we obtain all the finite groups with a(G) =4 and S(G) solvable.

Resumen

En este trabajo se clasifican todos los grupos finitos G con exactamente 0{G) clases de conjuga-
cion fuera del socle S(G), para 1 <o(G) < 3. Ademas se obtiencn todos los grupos finitos verificando:
®(G) =4 y S(G) resoluble.

En este trabajo, G denotara siempre un grupo finito, = r(G) el nimero
de clases de conjugacion de G, B(G) el namero de subgrupos normales mini-
males de G, a(G) el numero de clases de conjugacion de G fuera del socle

S(G),H un grupo finito del tipo: C”l x 1 XCPIX XCstff. xCp, (*), donde
los p; son primos impares, 6§ = 6(H) el namero § = _Zsll @i—- D/(p;— 1),
i

C,x4C, el Gnico grupo no abeliano de orden pg, donde p y g son niimeros
primos tales que g|(p — 1), y los subgrupos normales minimales de G serin
denotados con las letras L.

Teorema 1: a(G) = 1 siy solo si existe H del tipo (*) tal que G = Hx C,
= Hx (y) donde 7 se define por h” = h™! para cada h € H; adem4s este grupo
satisface B(G) = 6 y (G) =2 + (|H| — 1)/2.

Demostracion: Por hipotesis G = S(G) U Cl(x), en consecuencia
G/S(G) = C, y [Cl(x)| = IS(G)|. Asi pues |Cg (x)| =2 y G es un grupo de Fro-
benius con nucleo S(G) y complemento isomorfo a C,. En consecuencia,
S(G) es abeliano. Sea o(g) = 2. Si y € L%, entonces o(y) = p para algin pri-
mo p # 2; ademas, (v3¥) = yy® y g actia s.p.f. sobre L, luego y¥ = y~ 1
Esto fuerza L, = {y) isomorfo a C,. Como S(G) es producto directo de algu-
nos subgrupos normales minimales de G, el grupo G tiene la estructura esta-
blecida. Los valores dados de $(G) y r(G) son verificados facilmente.

Lema 1: Sir(G/S(G)) = «(G) + 1, entonces G/S(G) # C,x, C, para cua-
lesquiera primos p y g tales que gl(p—1).
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Demostracién: Supongamos G = G/S(G) = C,x6C,. Sea
G=S8(G)UClx,) VU ..U CCllxg(c)) (1)
Por hipotesis tenemos:
G={1}UCx)VU..UCXyc)) )

Como |Cl(x;)|] < |CI(x;)| |S(G)| para cada i, tomando cardinales en (1) y
en (2) deducimos que ’

|Ce(x)] = |Cz(x;)| paracadai 3)

Sea K < G tal que G/K = C,. Sea o(X;) = q, (3) implica que |C¢ (x;)| =
= g, y por tanto que G es un grupo de Frobenius con nidcleo K y comple-
mento isomorfo a Cy. Por otro lado, si consideramos un elemento X; de or-
den p, (3) implica que o(x;) = p y que p no divide al orden de S(G). El nt-
cleo de G tiene orden p|S(G)| y es nilpotente, en consecuencia dicho ntcleo
es Cp xS(G) y asf deducimos el absurdo: S(G) < Cg (x;).

Lema 2: o(PGL(2,9)) = (q+1)/2, para g impar mayor que 3.

Demostracion: Sea G = PGL(2,q). Entonces S(G) = PSL(2,q). Es facil
verificar que #(G) = g+2 y que el nimero de clases de conjugacién de G que
estan en S(G) es 2+(q—1)/2 (trabajando con los polinomios minimos asocia-
dos a las matrices regulares 2X2 sobre GF(q)). La diferencia de ambos nime-
ros nos origina el resultado establecido.

Lema 3: Sea G un grupo simple. Entonces G tiene 2—subgrupos de Sy-
low isomorfos a C, XC, si y s6lo si G = PSL(2,q) con ¢ = 3 6 5 mo6dulo 8.
En este caso, ¢ no es cuadrado, y E/PSL(2,q) = C, implica £ = PGL(2,q) 6
E=PSL(2,9) X C,. (cf. [2] p. 417).

Lema 4: Sea P un 2—grupo de orden 2”. Entonces |P/P'| =4y Pno es
abeliano siy so6lo si P €{Dyn, Q,n, SDyn}. (cf. [2] p. 194).

Lema 5: SiN < G, entonces a(G/N) < a(G).

Demostracion: Es una consecuencia inmediata de que S(G)N/N es sub-
grupo de S(G/N).

Teorema 2: «(G) = 2 siy sblo si G es isomorfo a uno de los grupos de la
siguiente lista:

a) G esun grupo de Frobenius con ntcleo S(G) y complemento isomor-
fo a C3 = (g, donde la accion de (g) sobre cada subgrupo P € Syl, (S(G)) es-
ta dada por: _ :

i) Si x>+x+1 es reducible en Z,[x] y {i, —~(T+i)} son las rafces de

x2+x+1, entonces
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[P1@ = ((Cpox X G)IX (G 2xG)) x% (9=
= (wX ... x<wsl> XU X .. X {ugy)) x, @)
donde v se define por wf = wi, u§ = uf™ para cadaky .

ii) Si x2+x+1 es irreducible en Z,[x] (es decir p = —1(mod. 3)), enton-
ces
[PKg) = ((Cp x Cp) x 5. X(Cp XCp )xu(g) = (Il]«xt) X yinx, (g’

con u: x§ = y;, ¥§= x;'y;? para cadaj.
Ademas, si fp(G) denota el namero de normales minimales de G
contenidos en P, entonces '

BG) = D, B(G),

P e Syl (S(G))

Br(G) = (P —1)/(p—1) + P"2—1)/(p—1) eni) y
Br(G) = (**—~1)/(p*—1) enii).

b) C, 6 Hx,Cs = Hx,(z) donde o se define por h*=h" Vh €EH.

donde

¢) (C,xH)x,C, = (&xH)x.{d donde v se define por z¢ =z h? = h™
para cada h € H.

Ademas, r =3 + |H| y B(G) = 1 + 6 para todos los grupos que aparecen
en b) 6 ¢). '

Demostracion: a(G) = 2 implica G/S(G) € {C,, C;, Z;}. Ademds
G/S(G) no puede ser isomorfo a Z3, por el lema 1. Sea G = S(G) U Cl(g) U
U CI(w). Supongamos G/S(G) = C, . Entonces se tiene |Cs (g)| = 3 = |Ca(W)|
y G es un grupo de Frobenius con niicleo S(G) y complemento isomorfo a
(5. Asi pues, S(G) es nilpotente, luego

S(G) = Cp X h XCp X ... XCp X BxCp

Si x € S(G), entonces xxéx§ = 1, luego x¥ =x7 y7T cony = x%. De es-
te modo x € (x,y) <G y cada Ly es isomorfo a C, o CpXC, para algin pri-
mo p.

i) Supongamos que x? + x +1 es reducible en Z,[ x]. Entonces cada
p—subgrupo normal minimal es isomorfo a C, (en otro caso, existirfa Ly =
= Xy = C, x Cp con xf =y, ¥ = x1y! ysiiesunaraizdex?+ x+ 1,

entonces (xy ) = (xy™)' y &y seria un subgrupo normal de G contenido
en L, lo cual es una contradiccidén). De esta forma, obtenemos el grupo a) 7).

if) Supongamos ahora que x? + x +1 es irreducible en Zp[x] (es decir
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= —1(mod. 3)). Entonces cada Ly es isomorfo a C, X C, (en otro caso,
existiria L, = C,, y L;(g seria un grupo de Frobenius con nucleo L. Esto
implicaria 3|(p—1), imposible) y existen generadores x e y para L, tal que
x¥ =y yy% =x1y !l Esto prueba a) ii).
Uno puede facilmente deducir las relaciones dadas en a) i) y a) ii) en or-
den a obtener B(G).

Ahora, supongamos que G/S(G) =~ C,. Claramente 2 divide a 0(g) y a
o(w). Sea |Cs(g)l = 2t, y |Co(W)i = 2¢,. Entonces tenemos: 1/2 = (1/2¢, )+
(1/2t,), luego t; = t, = 2. Sea P un 2—subgrupo de Sylow de G tal que
Ci(g) < P. Si P es abeliano, entonces |P| = 4, IS(G)| = 2m, 2,m)=1yen
consecuencia S(G) es resoluble. Esto fuerza que S(G) = &6 S(G) =@ xH
donde () es un subgrupo normal de G isomorfo a C, y H es un grupo del ti-
po (*). Entonces, 6 G = C4 6 Z(G) = C, y aparecen los grupos de b) y ¢) se-
gunsea P~ C4 6 P~ C, X C, respectivamente.

Si P es un grupo no abeliano, como |Cp(g)l = 4 entonces |P/P'|{ =4y
P €{Dyn, Qsn, SD,n} por lema 4. Como P no tiene subgrupos del tipo
C, X Cy XC,, tenemos S(G) = A X E, donde A4 es un grupo simple no abelia-
no A =C, XC,,y E=1 06 H, con Hun grupo del tipo (8). En cualquier
caso sabemos que existe @) < P tal que P/@ =~ C,. Sia € S(G), entonces
@ € Syl,(S(G)) y o(a) = 2, una contradiccion. Luego a € S(G) y |Cs (a)| =
=4, Por tanto o(a) =4y P =~ Dg, luego P N S(G) = C, x C, y G/E es isomo-
morfo a Dg 6 PGL(2, q). Esto contradice el hecho de que o(G/E) es menor
o igual que a(G) = 2, ya que a(PGL(2, q@)) = (g+1)/2 y a(Dg) = 3.

Teorema 3: a(G) =3 siy sdlo si G es uno de los grupos siguientes:

a) (C3xH)x,C, = (&xH)x ,(v)dondep se define por z7 =z, k¥ = h™!
para cada & € H. Este grupo verifica #(G) = 6+(3|H|-3)/2 y B(G) = 1+8

b) (AsxH)x:C; = (AsxH)x(z), donde & se define por As&) = Z5 y
h* = k™! para cada & € H. Este grupo verifica B(G) = 1+8 y r(G) = 6 +
+ (S1H| - 3)/2.

¢) Hx,C; = Hx,w) un grupo de Frobenius con complemento ) ac-

tuando s.p.f. sobre cada Q € Syl, (#) del modo siguiente: ,

i) Si g = 1(mod. 4), entonces Q@ = W)X ... Xw, ) X &)X ... X{z, ) con

relaciones w= W‘, Z4=z paracadajy k, dondé {-1, 7} son las faices

de x2 + T sobre Z,.

ii) Si g # 1(mod. 4), entonces Q = & IXw ;)X ... Xz x{w;) con relacio-

nes zj=w;, w/= z;! para cadaj.

Ademas estos grupos satisfacen H(G) = 4 + ([H| — 1)/4 y B(G) =
z By (G), donde By (G) = (¢°1—1)/(q—1)+(g*2—1)/(q—1) en el ca-

Q € Syl(H)

$017) y Bp (G) = (¢**—1)/(g—1) en el caso ii).

d)Zs,24,Dg 6 Qs.
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Demostracién: Si o(G) = 3, entonces r(G/S(G)) <4,y en consecuencia
G/S(G) es uno de los grupos siguientes: C,, Cs, C,, Z3, C3XC,, D1y y Ay.
Sea

G =S8(G) U Cl(x;) U Cl(x,) U Cl(x3) (1)
y sea A el triple ordenado

A= (ICs(x1)l, ICq (x2)I, ICa (x3)1)

1) Supongamos G/S(G) = C,. Entonces 2|o(x;) para cadaiy |Cg(x;)| =
= 2d; con d; > 2. Sid; = 3 Vi, entonces tenemos 1 = 1/2 + 1/6 + 1/6 + 1/6
y A = (6,6, 6);sid, =2, entonces 1/4 = 1/2d, + 1/2d3, lo cual implica
(d,, d3) = (3, 6) 6 (4, 4). Asi pues tenemos A €{(6,6,6), (4,6,12), (4,8,8)}.

1) (a) Supongamos que A = (6, 6, 6) )

Sea P un 2—subgrupo de Sylow y x € P — S(G), entonces |Cg (x)| = 6,
por (2), luego |P| = 2 y G es resoluble. Sea g € Cg (x) de orden 3, entonces
@ < Z(G) < Cg (x), luego Z(G) = @ y S(G) = @ X H donde H es un grupo
del tipo (*). De este modo G es el grupo dado en a).

1)(b) Ahora suponemos que A = (4, 6, 12) 6 (4, 8, 8) 3)

Sea P € Syl, (G) tal que Cg (x;) <P. Entonces |Cp(x,)| = 4. Si |[P| = 4,
entonces A = (4, 6, 12), S(G) = C, x Hy Z(G) = C,; considerando g €
€ Cgle, )= C¢ de orden 3,g estaria enS (G ) y por tanto seria central, una
contradiccion. De este modo |[P| >4y PE€{D,n, Q,n, SD,n}y existe @) <P
tal que P/@) = C,. Claramente a ¢ S(G) y |Cg(a)l < 12 por (3). En conse-
cuencia o(a) < 8 y |P| = 8 6 16. Tenemos P N S(G) isomorfo a C; X C, 6
Dg ya que no existen grupos simples con 2—subgrupos de Sylow isomorfos
a Qg (cf. [2] p. 373). Consecuentemente, S(G) = A X EconA=~A, 6 A=
~ PSL(2, q),y E=106H, donde H es un grupo del tipo (8) (cf. [2] p. 462 y
Lema 3). SiA =~ A,, entonces G/E =~ Z, y a(Z,) es mayor que 3, imposible.
Sea A = PSL(2, q). Tenemos, en este caso que G/E € {PGL(2, q), PGL*(2,9)
PSL(2,q)¢)} donde PGL*(2, q) = PSL(2, q)) con u una involucion origina-
da por el automorfismo del cuerpo de PSL(2, q) de orden 2, y £ = su con s
una involucién de PGL(2, q) — PSL(2, q). Como |Cs(z)| > 12 paraz = 506
z = su, concluimos que G/E = PGL(2, q). Pero &(G/E) < a(G) < 3 implica
g=5y6G=2Z5,06G esisomorfo a uno de los grupos de tipo b).

2) Supongamos G/S(G) =~ (5. Entonces 3 divide a o(x) para cada i y
en consecuencia A = (3, 6, 6), una contradiccion.

3) Supongamos G/S(G) = Z,. Entonces probaremos que G =~ 2.
G/S(G) = Z5 implica que o(x;) es divisible por 2 6 3. Sea d; = |C, (x;)i. Co-
mo 5/6 = 1/d, + 1/d, + 1/d;3, uno de los d; debe ser menor que 4, luego po-
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demos suponer que d; = 2 6 3. Claramente d; no puede ser 2, luego A €
€{(3, 3, 6), (3, 4, 4)} . Como A = (3, 3, 6) no es posible, tenemos A =
(3,4, 4)y en consecuencia Z(G) = 1. Sea P € Syl, (G) tal que C; (x,) <P. Si
|P| = 4, entonces existe un normal minimal isomorfo a C,, imposible, luego
P tiene més de 4 elementos, P €{D,n, Q,n, SD,n} y existe (a) < P tal que
Pl = C,. a¢ S(G), luego o(a) < 4, P es isomorfo a Dg y PN S(G) = C, xC,.
Ademas tenemos claramente que G = [S(G)]Ng (¢¢1)) y que Ng () = Z5.
(x;) actaa s.p.f. sobre S(G), luego S(G) es abelianoy 6 S(G) = C, x C, ¥
G=2Z,,06S8G)=C, x C, x Hcon H del tipo (*), este caso no puede origi-
narse aqui, ya que en otro caso tendrfamos que D = [H]Ng; ({x,?) serfa un
grupo de Frobenius con complemento isomorfo a 25, imposible.

4) Supongamos que |G/S(G)| = 4. Entonces |C;(x;)| = 4 Vi. Sea P €
€ Syl, (G) tal que Cg;(x;) < P. Si |P| = 4, entonces G = [S(G)]P y P actua
s.p.f. sobre S(G), luego P = C,. Sea P={x ). Si Q € Syl,(5(G)), entonces Q
es producto directo de algunos g—subgrupos normales minimales. Sea g =
= 1(mod 4), entonces cada normal minimal g —grupo es isomorfo a C, y G
es el grupo ¢)i). Si g # 1(mod. 4), facilmente verificamos que L, =~ C, X C,
para cada L, g—subgrupo normal minimal y G es el grupo c¢) ii). Si|P|> 4,
entonces P €{D,n, Q,n, SD,n} . Tenemos de nuevo que existe ) subgrupo
normal de P tal que P/a) =~ C, y se deduce directamente que P~ Dg 6 Qg.
En consecuencia S(G) = C, 6 C, x H con H del tipo (*). Finalmente verifi-
camos que la nltima afirmacién no puede darse. En efecto, considerando, la
accion s.p.f. de los elementos de P—Z(P) sobre H, concluimos que si P = ,b)
y Z(P) = @?), entonces h*® = h VhEH, luego H < C;(ab) y ab no estd en
S(G), lo cual es una contradiccion. De este modo S(G) = C, y G es isomor-
foaDg 6 Q8.

5) G/S(G) no puede ser isomofo a Dy, por Lema 1.

6) Finalmente argumentamos que G/S(G) # A, . Supongamos lo gontra-
rio, entonces A = (3, 3,4) y Z(G) = 1. Sea P € Syl,(G) tal que Cg(x3) <P.
Entonces IC;(x3)| = 4 y consecuentemente |P| = 4. De este modo G =

=[S(G)]A4, y A 4 acthia s.p.f. sobre S(G) una contradiccion.

Ahora puede probarse facilmente que cada una de las posibles estructu-
ras de G, verifican que a(G) = 3.

Teorema 4: Sea G un grupo verificando a(G) = 4 y S(G) resoluble. En-
tonces G es uno de los grupos siguientes:

a) Hx, (CoxCyxCy)=Hx, ({y 1 %2 X<3)) con ., dado por
ni=hn, h’2=h, h’3=h! VhEH.
b) Hx, (C4xCy) = th2 ({zMx{z ,?) con , dado por
2

Wi=ht', h2=h VhEH.
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) (CaX(C2XCa )X ... X(CoXCH) XE)X, C3 =
((Z)X(X1>X(yl)x X(x,)x<yt>XE)¢3,<g>

donder=0, E=10H, (t, E)# (0, 1), i3 se define por 28 = z, th =Yy
yf =X;¥;, y & actaa s.p.f. como en el Teorema 2a).

d) Cox,,Cy =%@x, b)cont, dado pora® =a’.

e) S(G)XLSCS un nucleo de Frobenius con ntcleo S(G) y cofnplemento
isomorfo a Cs.

N S(G)X%Qg un grupo de Frobenius con nucleo S(G) y complemento
isomorfo a Qs.

g) C4xC,.

Demostracion: o(G) = 4 implica r(G/S(G)) < 5, luego G/S(G) es uno de
los grupos siguientes: C,, C3, Z3, C4, C2xXCy, Dyg, As, Cs, D1a, C7><91C3,
24, Dg, Qg, HolCs, As. (cf. [1] p. 462).

Sea :

G =S(G) U Cl(x;) U Cl(x,) U Cl(x3) U Cl(xa) ¢))

y A definido por
A= (ICs(x 1), I(Cs (x)LICs (x3),ICs (x4)D) = (dy, d2, d3, da)

cond; <d,<d;<d,

Si G es un grupo nilpotente, entonces S(G) < Z(G) y G/S(G) es un gru-
po nilpotente cuyo niimero de clases de conjugacion es menor o igual que 5.
Estas condiciones fuerzan G = C4xC,. De este modo podemos suponer que
G es un grupo no nilpotente.

1) Supongamos G/S(G) = C,.

4
Sea PESyl,(G). Tenemos 2|d; ¥Viy 1/2 = Z 1/d;. Si |P] = 4, entonces
i=1

C, = 0,(5(G)) < Z(G). Sea g un elemento de P—S(G). Si k8 = h' & (h) para
algin 7 € 0, (S(G))*, entonces (hh'¥ = hh' implica hh'€Z(G), en conse-
cuencia |[Z(G)| 2 6, d; 2 12y 1/2 <4/12, imposible. De este modo tenemos
h® = k™! para cada h€0, (S(G)) y a(G) = 2, una contradiccion. Por tanto,
|P| 2 8. Si L, esun 2—subgrupo normal minimal de G tal que L, NZ(G) = 1,
entonces |Cl(x)| = 2 VxEL, — {1}, luego |L,| = 1 + 2, imposible. As{ pues
0,(S5(G))< Z(G) y P es abeliano. De este modo tenemos d; > 4 Viy A =
= (8, 8, 8, 8). Tomemos gEP—-S(G), entonces |C; (g)| = 8, luego |IP| =8y G

es el grupo a) 6 b) segin sea P = C, xC,xC, 6 P = C4xC, respectivamente.



94 ANTONIO VERA LOPEZ

2) Supongamos G/S(G) = C5.

En este caso A = (6, 6, 6, 6). Sea PESyl;(G) y g€P-S(G), entonces
|Cs (g)l = 6 implica |G| = 3m con (3, m) = 1. Sea z un elemento que centra-
liza a g y de orden 2, entonces zEZ(G) y Z(G) es isomorfo a C,. En conse-
cuencia G es el grupo dado en ¢).

3) Supongamos G/S(G) = Z ;.

Como 5/6 §é 4/6, tenemos d, € {2, 3, 4}, pues los d; son divisibles por
2 63.SeaP € Syl,(G)y Q €Syl;(G). Sid, =2, entonces G es un grupo de
Frobenius con nacleo N abeliano y complemento isomorfo a C,. Seao(g) =
= 2. Entonces |Cl(g)| = |N| y «(G) = 4 implican 3|S(G)| = [N| = |S(G)| +
+ 2+ 2 + 2, luego S(G) es isomorfo a C; v G es el grupo dado end). Sid, =
= 4, entonces A = (4, 4, 6,6) 6 (4,4, 4, 12). Considerando u € 0—S(G), te-
nemos |[C;(u)| = 6 6 12 y enconsecuencia |G| =3 mcon (3, m = 1. Seaz
un elemento de orden 2 que conmuta con u, entonces z € S(G) y S(G)u) <
< Cg (2), luego |Cl(z)| < 2. Comod; = 4, tenemos |P| =4 6 P~ Dy.

Si P = Dg, entonces [Cl(z)| <2,y 0,(S(G)) = C, xC, fuerza 0,(S(G))=
= Z(G), imposible. Si |P| = 4, entonces 0,(S(G)) = C,. G/0,(S(G)) =
~ 0, (S(G))Z; y Z; actua s.p.f. sobre 0,(S(G)) implica que 0y (S(G)) = 1
y |G| = 12, imposible. Si d, = 3, entonces d; = 3¢ implica ¢t = 1, por tanto
A =(3,4,8,8).d, =4 implica |P| =4 6 P~ Dg, pero Z(G) = 1, luego P =
~ Dg. Tenemos [C;(x3)| = 8, luego Cg(x3) = 0,(S(G))x3) abeliano, lo
cual es una contradiccion.

Supongamos G/S(G) = D ,,.

Como 9/10 # 4/5. tenemos d,; <35, luego d,€{2,4}. Sid, =2 enton-
ces G esun grupo de Frobenius con niicleo N y complemento isomorfo a C,.
N-S(G) es union de tres clases de conjugacion, luego 5|S(G)| = IS(G)| + 6,
imposible. Por tanto, d; = 4, y en consecuencia A = (4,4, 5,5). SeaP €
€ Syl ,(G). Entonces |[P| = 4 6 P~ Dg, como Z(G) = 1, tenemos P = Dy,
0,(S(G)) = C,xC, y Cs actua s.p.f. sobre 0,(S(G)), imposible. De este mo-
do G/S(G)# D,,.

5) Supongamos G/S(G) =~ A,.

En este caso esd; <6, luego d, 6{3,4} .Sid, =3y G/N = (5, enton-
ces G—N es union de dos clases de conjugacién de cardinalidad < 6, por tan-
to, 4|S(G)| < |IS(G)| + 6 + 6 y S(G) es isomorfo a C,XC,. Asi pues tenemos
d;, #4y 11/12 < 1/3 + 3/8 imposible. Sid; =4, entonces A = (4, 4, 4, 6).
Sea Q € Syl;(G) y u € Q-S(G), entonces|Cg; (u)| = 6, 0(u) =3y |G| = 3m
con (3, m) = 1. Sea z € C,; (u) de orden 2, entonces z € S(G), zu ESG)y
o(u) = 6, luego 6 divide a |C; (u)| y zu # u, esto es una contradiccion.

6) Supongamos |G/S(G) = 4.



GRUPOS FINITOS CON UN NUMERO PEQUENO DE CLASES DE CONJUGACION 95

En este caso, d; = 4. Ademas, como G/S(G) es un 2—grupo, tenemos
0,(8(6)) < Z(G) < C;(xy), luego 0,(S(G)) = C,. Por tanto d; #8 FViy
A=(4,6,6,6). Seaz € C;(x,)de orden 2. Entonces z €ES(G) y |Cs(2)| =
= 6, luego |G| = 2m’ con (2, m") = 1, imposible.

Los casos G/S(G) = D4 6 C;%,C; se desechan, por el Lema 1.

Si G/S(G) = Cs,d; =5 Viy G es un grupo de Frobenius con niicleo
S(G) y complemento isomorfo a Cs.

Si G/S(G) = Z,, entonces A = (3, 4, 4, 8). Sea P € Syl,(G).d, =4y
exp.P < 8 implican |P| < 16. d; =3 implica Z(G) = 1 luego 0,(S(G)) =1y
G = [S(G)]Z, es un grupo de Frobenius con complemento isomorfo a 2,4,
imposible.

Supongamos G/S(G) = Dg 6 Qg. Entonces § = (4,4, 4,8)y 0,(S(Q)<
< Z(G). Ademas d; = 4 implica 0,(S(G)) = C,. Si 0,(S(G)) es trivial, en-
tonces G es un grupo de Frobenius con niicleo S(G) y complemento isomor-
fo a Qg. Si 0,(S(®) = C, y P€ Syl,(G), entonces existe (&> < P tal que
P/a) = C,. Tenemos pues que a?> y a son elementos de G—S(G) necesaria-
mente conjugados con x4, pues A = (4, 4, 4, 8), esto es una contradiccion.

Supongamos G/S(G) = HolCs . En este caso, A = (4, 4,4, 5). Sea PE
€ Syl,(G) y <a>< P tal que P/~ C,.. Sia €5(G), tenemos o(a) = 2, y si
a ¢ S(G), entonces o(a) < 4, luego en cualquier caso, tenemos |P| < 8. Si
0,(S(G)) = 1, entonces G es un grupo de Frobenius con complemento iso-
morfo a HolCs, imposible. Si O, (S(G)) = C,, entonces P/Z(P) = C,, imposi-
ble.

Finalmente supongamos que G/S(G) = A. Entonces A = (3, 4, 5, 5),
luego |S(G)| no es divisible por 3 6 5. Sea P un 2—subgrupo de Sylow de G,
d, =4y exp.P< 4 implican |P| < 8. Si|P| = 4, entoncesG esun grupo de
Frobenius con complemento isomorfo a A5 , imposible. De este modo, |P| =
=8y C;, =0,(5(G)) = Z(G) < Ciz(x,) isomorfo a C;, esto es una contra-
diccion, lqd.
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