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Abstract 

In this paper we classify all the finite groups G with a{G) conjugacy classes out of the socle 

S{G), where 1 < û(G) < 3. Moreover, we obtain all the finite groups with oiG) =4 and S{G) solvable. 

Resumen 

En este trabajo se clasifican todos los grupos finitos G con exactamente a(G) clases de conjuga­

ción fuera del socle SiG), para 1 =^û:(G) =^3. Además se obtienen todos los grupos finitos verificando: 

OiG) = 4 y SiG) resoluble. 

En este trabajo, G denotará siempre un grupo finito, r= r(G) el número 
de clases de conjugación de G, P(G) el número de subgrupos normales mini-
males de G, a{G) el número de clases de conjugación de G fuera del socie 

5(G),//un grupo finito del tipo: Cp x !,\ xCp x ... xC^/! ! . xC^^ (*), donde 

s 

los Pi son primos impares, 5 = ô(H) el número 8 = X {py— l)/(p/— 1), 

CpX^Cq el único grupo no abeliano de orden pq, donde p y q son números 
primos tales que q\(p - 1), y los subgrupos normales minimales de G serán 
denotados con las letras L^. 

Teorema 1 : a(G) = 1 si y sólo si existe H del tipo (*) tal que G = Hxf^2 
= HxJ^y) donde r se define por h^ = h~^ para cada h G H; además este grupo 
satisface (¡(G) = 5 y r(G) = 2 + {\H\ - l)/2. 

Demostración: Por hipótesis G = S(G) U Cl{x), en consecuencia 
G/S(G) = C2 y \CKx)\ = \SiG)l Así pues \CGÍX)\ =2 y G es un grupo de Fro-
benius con núcleo S(G) y complemento isomorfo a C2. En consecuencia, 
S{G) es abeliano. Sea oig) = 2. Si y ^L%, entonces oiy) = p para algún pri­
mo p =^ 2; además, (yy^Y = yy^ y g actúa s.p.f. sobre Lf^, luego y^ = y~^. 
Esto fuerza L^ = (y) isomorfo a Cp. Como S{G) es producto directo de algu­
nos subgrupos normales minimales de G, el grupo G tiene la estructura esta­
blecida. Los valores dados de ^{G) y r(G) son verificados fácilmente. 

Lema 1 : Si r(G/S(G)) = a(G) + 1, entonces G/SiG) 7̂  CpX^ Q para cua­
lesquiera primosp y q tales que qlip—l). 
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Demostración: Supongamos G = GIS{G) ^ CpXeCq. Sea 

G = S{G) O Clix, ) Ü ... Û CKxocfGj) (1) 

Por hipótesis tenemos: 

G = {Î } Ù a ( x i ) Ü ... Ù CKxa(G)) (2) 

Como \Cl{xi)\ < |C/(x/)| \S{G)\ para cada i, tomando cardinales en (1) y 
en (2) deducimos que 

\CGÍXÍ)\ = \CGÍXÍ)\ para cada / (3) 

Sea K <^ G tal que G/K ^ Cq. Sea o(x/) = q, (3) implica que \CG(XÍ)\ = 
= q, y por tanto que G es un grupo de Frobenius con núcleo K y comple­
mento isomorfo a Cq. Por otro lado, si consideramos un elemento Xj de or­
den p, (3) implica que o(x/) = p y que p no divide al orden de S(G). El nú­
cleo de G tiene orden p\S(G)\ y es nilpotente, en consecuencia dicho núcleo 
es CpxS(G) y así deducimos el absurdo: S{G) < CGÍXJ). 

Lema 2: a{PGL{2,q)) = (q+l)/2, para q impar mayor que 3. 

Demostración: Sea G = PGL{2,q). Entonces SiG) = PSL{2,q). Es fácil 
verificar que r(G) = ¿?+2 y que el número de clases de conjugación de G que 
están en S{G) es 2+(¿7-l)/2 (trabajando con los polinomios mínimos asocia­
dos a las matrices regulares 2X2 sobre GF(q)). La diferencia de ambos núme­
ros nos origina el resultado establecido. 

Lema 3: Sea G un grupo simple. Entonces G tiene 2—subgrupos de Sy-
low isomorfos a C2 XC2 si y sólo si G = PSL{2^q) con ¿7 = 3 ó 5 módulo 8. 
En este caso, q no es cuadrado, y E/PSLi2,q) ^ C2 implicad' ^PGL{2,q) ó 
E^PSLi2,q) X C2. (cf. [2] p. 417). 

Lema 4: Sea JP un 2—grupo de orden 2" . Entonces \P/P'\ = 4 y P no es 
abeliano si y sólo siPe{D2n, 02", SD2n}. (cf. [2] p. 194). 

Lema 5 : Si N <í G, entonces a(G/AO < «(G). 

Demostración: Es una consecuencia inmediata de que S(G)N/N es sub-
grupo de SiG/N). 

Teorema 2: a(G) = 2 si y sólo si G es isomorfo a uno de los grupos de la 
siguiente lista: 

a) G es un grupo de Frobenius con núcleo S{G) y complemento isomor­
fo a C3 = (g), donde la acción de (g) sobre cada subgrupo P E Sylp(5'(G)) es­
tá dada por: ^ ^ 

O Si x^+x+l es reducible en Zp[x] y {i, - ( !+ / )} son las raíces de 
x^ +X+1, entonces 
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= (<Wi)x . . . xiWs^ X {Ui)X . . . X {Us^)Xv <g) 

donde P se define por w | = w¿, uf = uf^'^^ para cada ky 1. 

ii) Si x^ +X+Î es irreducible en Zp [x] (es decir p = — l(mód. 3)), enton-
ees 

[P]<g) = ((Cp X Cp) X L x{Cp xCp))x^<g) = (n«x,> X {yi))x^{g) 

con IJÍ: xf = yj, yj = xjV/'^ para cada j . 
Además, si ^p{G) denota el número de normales minimales de G 

contenidos en JP, entonces 

^ ^ P eSyl {S{G)) 

donde 
MG) = ip'^~mp-l) + (P''-1)/(P-1) en i) y 

b) C4 ó HxcyC4 = Hx^kz) donde o se define por h^= h~^ Yh GH. 

c) {C2>^H)XyC2 = i(z)xH)xy(d) donde y se define por z"^ = z h^ = h~^ 
para cada h^H. 
Además, r = 3 + \H\y 13(G) = 1 + 5 para todos los grupos que aparecen 
en b) ó c). 

Demostración: a(G) = 2 implica G/S(G) ^ {C2, C3, Xa}. Además 
G/S(G) no puede ser isomorfo a ^ 3 , por el lema 1. Sea G = 5(G) Ù C/(g) Ù 
Ù a(w). Supongamos G/SiG) ^ Q. Entonces se tiene \CG ig)\ =3 = |CG( w)| 
y G es un grupo de Frobenius con núcleo S(G) y complemento isomorfo a 
C3. Así pues, S(G) es nilpotente, luego 

S(G) ^CpX í\ xCp X ... xCp X !f, X Cp 
K j K j í'^ í-̂ y 

Si X ^ 5(G), entonces xx^x^ = 1, luego x^ = x~^ y~^ con y = x^ .De es­
te modo X E <x,y} <G y cada Lk es isomorfo a Cp o CpXCp para algún pri­
mo/?. 

O Supongamos que x^ + x +1 es reducible en Zp[x], Entonces cada 
p—subgrupo normal minimal es isomorfo a Cp (en otro caso, existiría Lk ~ 
= <x)x{y) ^ Cp X Cp con x^ = y, y^ = x~^ y'^ y si /esunara ízdex^+x+ 1, 

entonces (xy'^y = (xy'^Y y (xy~^) sería un subgrupo normal de G contenido 
en Lk, lo cual es una contradicción). De esta forma, obtenemos el grupo a) i). 

ii) Supongamos ahora que x^ + x +1 es irreducible en Zp[x] (es decir 
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p = — l(mod. 3)). Entonces cada Lj^ es isomorfo 2i Cp y^ Cp (en otro caso, 
existiría L^ ^ Cp, y Lj^^) sería un grupo de Frobenius con núcleo L^. Esto 
implicaría 3|(p—1), imposible) y existen generadores x e y para Lj^ tal que 
x^ = y y y^ = x'^y~^. Esto prueba a) ü). 

Uno puede fácilmente deducir las relaciones dadas en á) Ï) y a) ii) en or­
den a obtener i3(G). 

Ahora, supongamos que G/S(G) ^ C2. Claramente 2 divide a oig) y a 
oiw). Sea \CGÍg)\ = 2^2 Y ICG(W)| = 2^2- Entonces tenemos: 1/2 = il/2t^ )+ 
(1/2^2), luego ti = t2 = 2. Sea P un 2—subgrupo de Sylow de G tal que 
Ccig) <P- SiP es abeliano, entonces \P\ = 4, \S(G)\ = 2m, (2,m) = 1 y en 
consecuencia S{G) es resoluble. Esto fuerza que S{G) = <z) ó S{G) = (z) y< H 
donde (z) es un subgrupo normal de G isomorfo a C2 y / / es un grupo del ti­
po (*). Entonces, ó G ^ C4 ó Z(G) ^ C2 y aparecen los grupos de b) y c) se­
gún sea P ^ C4 o P ^ C2 X C2 respectivamente. 

Si P es un grupo no abeliano, como \Cp{g)\ = 4 entonces \PIP'\ = 4 y 
P E {D2n, Ô2", 5Z>2«} por lema 4. Como P no tiene subgrupos del tipo 
C2 X C2 XC2, tenemos S{G) = A y^ E, donde A es un grupo simple no abelia­
no ó 4̂ = C2 X C2, y £" = 1 ó H, con i?un grupo del tipo (8). En cualquier 
caso sabemos que existe <a) < P tal que P/(d) ^ C2. Si a G S(G), entonces 
<a) e Syl2(5'(G)) y oia) = 2, una contradicción. Luego a^S{G) y I C G W I = 
= 4. Por tanto o{à) = 4 y P «̂  Dg, luego P H S{G) ^ C2 ^ C2 y G/E es isomo-
morfo a /?8 ó PGL(2, q). Esto contradice el hecho de que a{G/E) es menor 
o igual que ce(G) = 2, ya que a{PGL{2, q)) = ((?+l)/2 y a{D^) = 3. 

Teorema 3: OL{G) = 3 si y sólo si G es uno de los grupos siguientes: 

a) {C^y^H)XpC2 = (<z>x/y)Xp<)^)dondep se define por z^ = z, /ẑ  = /z'̂  
para cada he.H. Este grupo verifica r{G) = 6+(3 |^ | -3) /2 y KG) = 1 +5 

b) {A5xH)x^C2 = {A5xH)x^(z), donde ¿ se define por A5(2) ^ I>s Y 
h^ = h~^ para cada h E.H. Este grupo verifica i3(G) = 14-6 y r(G) = 6 + 
+ (5 | i y | -3 ) /2 . 

c) Hx^C^ = HXTJ(U) un grupo de Frobenius con complemento iu) ac­
tuando s.p.f. sobre cada Q ^ Sylq(H) del modo siguiente: 
O Si ^ = l(mód. 4), entonces Q = <Wi)x ... xiw^ ) x <zi)x ... x<ẑ  > con 
relaciones y^j= Wj, z\= z'l para cada / y k, donde {—/, z"} son las raíces 

dex^ + T sobre Zp. 
//) Si ¿? # l(mód. 4), entonces Ô = <Zi)x<Wi>x ... x<ẑ >x(ŵ > con relacio­
nes Zy= Wy, wj^ z}̂  para cada/. 
Además estos grupos satisfacen r{G) = 4 + {\H\ - l)/4 y Ç>{G) = 

2 ^QÍG), donde /í^(G) = ( ? ' I - 1 ) / ( Í ? - 1 ) + ( 9 ^ 2 - 1 ) / ( ^ _ 1 ) en el ca-
Q e Syl(H) 

^ O y I^Q (G) = (q^'^l)/iq-l) en el caso //)• 

d)Xs,X^,Ds óQs. 
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Demostración: Si a{G) = 3, entonces KG/Í'ÍG)) < 4, y en consecuencia 
G/SiG) es uno de los grupos siguientes: C2, C3, C4, £3, C2XC2, i) 10 y ^ 4 -
Sea 

G = SiG) O Clixi ) Ü aix2 ) Ù C/Cxa) (1) 

y sea A el triple ordenado 

A = ( |CG(XI) I , | C G ( X 2 ) I J C G ( X 3 ) | ) 

1) Supongamos G/SiG) ^ C2. Entonces 2|o(Xf) para cada / y |CG(X/) | = 
= 2di con d¿>2. Si di = 3 Vz, entonces tenemos 1 = 1/2 4- 1/6 + 1/6 + 1/6 
y A = (6, 6, 6); si di = 2, entonces 1/4 = 1/2^2 + 1/2^3, lo cual implica 
id2, ds) = (3, 6) ó (4, 4). Así pues tenemos A G{(6,6,6), (4,6,12), (4,8,8)}. 

1) (a) Supongamos que A = (6, 6, 6) (2) 

Sea P un 2—subgrupo de Sylow y x E P - SiG), entonces \CG(X)\ = 6, 
por (2), luego |P| = 2 y G es resoluble. Sea g G CG(X) de orden 3, entonces 
^> < Z(G) < CG (X), luego Z(G) = ^) y 5(G) = <g) X H donde i / es un grupo 
del tipo (*). De este modo G es el grupo dado en a). 

l)ib) Ahora suponemos que A = (4, 6, 12) ó (4, 8, 8) (3) 

Sea P E Syl2(G) tal que C G ( X I ) < P . Entonces \Cp(xi)\ = 4. Si |P| = 4, 
entonces A = (4, 6, 12), 5(G) = C2 x i / y Z(G) ^ C2; considerando g G 
E CG(V2 ) ^ Ce de orden 3,g estaría en 5(G) y por tanto sería central, una 
contradicción. De este modo |P| > 4 y P E (1)2 «, 02 «» 5Z)2«}y existe <a) <^P 
tal que P/<a> ^ C2. Claramente a ^ SiG) y |CG(a)| < 12 por (3). En conse­
cuencia oia) < 8 y |P| = 8 ó 16. Tenemos P H SiG) isomorfo a C2 x C2 ó 
D^ ya que no existen grupos simples con 2~-subgrupos de Sylow isomorfos 
a Qs (cf. [2] p. 373). Consecuentemente, SiG) = A x E con A ^ A^ óA^ 
^ PSLÍ2, q),yE= I ÔH, donde H es un grupo del tipo (8) (cf. [2] p. 462 y 
Lema 3). S i ^ ^ ^ 7 , entonces G/E ^1>^ y aiX^) es mayor que 3, imposible. 
Sea A = PSLÍ2, q). Tenemos, en este caso que G/E E {PGL(2, q), PGL^i2,q) 
PSLi2,q){t)} donde PGL^i2, q) = PSLÍ2, q){u) con u una involución origina­
da por el automorfismo del cuerpo de PSLÍ2, q) de orden 2, y t = su cons 
una involución de PGLÍ2, q) — PSLÍ2, q). Como |CG(-^)I > 12 para z = so 
z = su, concluimos que G/E ^ PGLÍ2, q). Pero aiG/E) < a(G) < 3 implica 
í7 = 5 y ó G = 2 5 , ó G e s isomorfo a uno de los grupos de tipo b). 

2) Supongamos G/SiG) ^ C3. Entonces 3 divide a o(x) para cada / y 
en consecuencia A = (3, 6, 6), una contradicción. 

3) Supongamos G/5(G) ^ 2 3 . Entonces probaremos que G ^̂  S4. 
G/SiG) ^ 23 implica que oix^) es divisible por 2 ó 3. Sea d^ = |C^(x^.)i. Co­
mo 5/6 = I/di 4- 1/(̂ 2 + 1/<Í3 , uno de los d^ debe ser menor que 4, luego po-



92 ANTONIO VERA LOPEZ 

demos suponer que di = 2 ó 3. Claramente di no puede ser 2, luego A E 
E { ( 3 , 3, 6), (3, 4, 4)} . Como A = (3, 3, 6) no es posible, tenemos A = 
(3, 4, 4) y en consecuencia Z(G) = 1. SeaPE Syl2(G) tal que CG(X2)<P- Si 
|P| = 4, entonces existe un normal minimal isomorfo a C2, imposible, luego 
P tiene más de 4 elementos, P E{D2n, Qa"» ̂ ^2^} Y existe (a) <i P tal que 
P/<a) ^ C2. afS(G), luego o(a) < 4, P es isomorfo a i^g Y ^^^ SiG) í=̂  C2 x C2 . 
Además tenemos claramente que G = [^SCOIA^G! (^1 Í̂ ) Y Que Â ^ (<Xi )) ^ 2 3 . 
(xi> actúa s.p.f. sobre S(G), luego ¿"(G) es abeliano y ó S(G) ^ C2 x C2 y 
G ^ 24, ó 5 ( 0 ^ C2 X C2 X i / con ^ del tipo (*), este caso no puede origi­
narse aquí, ya que en otro caso tendríamos que D = [H]NQ{(XI)) sería un 
grupo de Frobenius con complemento isomorfo a Sg, imposible. 

4) Supongamos que \G/S{G)\ = 4. Entonces |Q(x,Oi = 4 V/. Sea P E 
E Syl2(G) tal que CaiXi)<P. Si \P\ = 4, entonces G = [S{G)]P y P actúa 
s.p.f. sobre S(G), luego P ^̂  C4. Sea P = (xi). Si g E Syl^(5'(G)), entonces Q 
es producto directo de algunos ¿7—subgrupos normales minimales. Sea ̂  = 
= l(mód 4), entonces cada normal minimal q —grupo es isomorfo a Cq y G 
es el grupo c)i). Si q ^ l(mód. 4), fácilmente verificamos que Lj^ ̂  Cq x Cq 
para cada Lj^ ¿7—subgrupo normal minimal y G es el grupo c) ii). Si |P|> 4, 
entonces P EÍZ)2«, Q2^, SD2n} . Tenemos de nuevo que existe <a> subgrupo 
normal de P tal que Pjia) ^ C2 y se deduce directamente q u e P ^ i ^ g ó Q^. 
En consecuencia S{G) ̂  C2 ó C2 x / / con / /de l tipo (*). Finalmente verifi­
camos que la última afirmación no puede darse. En efecto, considerando, la 
acción s.p.f. de los elementos de P—Z{P) sobre H, concluimos que si P = <a,6) 
y Z{P) — (a^), entonces h^^ = h VhEH, luego H < Coiab) y ab no está en 
S{G), lo cual es una contradicción. De este modo S{G) ̂  C2 y G es isomor­
fo a Dg ó 25 . 

5) G/SiG) no puede ser isomofo a Dio P^r Lema 1. 

6) Finalmente argumentamos que G/SiG) ^ A¿^. Supongamos lo contra­
rio, entonces A = (3, 3, 4)yZ(G) = 1. SeaP E Syl2(G) tal que ^ ( ^ 3 ) < P . 
Entonces \CQ(X2)\ = 4 y consecuentemente \P\ = 4. De este modo G = 
= [S(G)]A^ y A ^ actúa s.p.f. sobre S(G) una contradicción. 

Ahora puede probarse fácilmente que cada una de las posibles estructu­
ras de G, verifican que a(G) = 3. 

Teorema 4: Sea G un grupo verificando a{G) = 4 y S{G) resoluble. En­
tonces G es uno de los grupos siguientes: 

a)Hx^ (C2XC2XC2) =/í^x^ (<3̂ i)x<3̂ 2̂ x<73)) con , dado por 

/z^i=/z, /z^2=/2, / í ^3=r i VheK 

b)Hx^ {€^^€2) = Hx^ (<Zi>x<Z2))con ^ dado por 
2 2 2 
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C) (C2X(C2XC2)X ... X(C2XC2)X£)X,^C3 = 

3 

donde t>0, E = \ ó H, {t, E)i= (O, 1), % se define por z^ = z, 4 = yv 
y^i ~ ^¡yv y s actúa s.p.f. como en el Teorema 2a). 

d) CgX^ C2 = ̂ )x^ b) con ¿4 dado pora^ = a~^. 

e) S(G)x^ C5 un núcleo de Frobenius con núcleo S(G) y complemento 
isomorfo a C5. 

f) S(G)x^ Qg un grupo de Frobenius con núcleo SiG) y complemento 

isomorfo a Ô8• 

^)C4xC2. 

Demostración: a{G) = 4 implica riG/S{G)) < 5, luego G/S(G) es uno de 
los grupos siguientes: C2, C3, £3, C4, C2XC2, Dio, ^ 4 , Q , ^ i4 , C^x^ C3, 
24, /)8, Ô8, H0IC5, ^ 5 . (cf. [1] p. 462). 

Sea 
G = SiG) Ù ciixi) O a(x2) Û CIÍX3) Ù a(x4) (1) 

y A definido por 

A = (\Ca{x,)l I(Q(X2)UQ(X3)UQ(X4)I) = (rfi, c/2, ^3 , ^4) 

con c?! <:d 2'^d 3<d 4. 
Si G es un grupo nilpotente, entonces SiG) < Z(G) y G/SiG) es un gru­

po nilpotente cuyo número de clases de conjugación es menor o igual que 5. 
Estas condiciones fuerzan G ^ C4XC2. De este modo podemos suponer que 
G es un grupo no nilpotente. 

1) Supongamos G/SiG) ^ C2. 

Sea PGSyl2(G). Tenemos 2\d¿ Viy \/2 = 2 l/d^. Si \P\ = 4, entonces 
/ = 1 

C2 ^ O2 iSiG)) < Z(G). Sea ^ un elemento de F-SiG). Si ¥ = h'^ Qi) para 
algún h ^ O2 (5(G))*, entonces ihh'Y = /z/i' implica hh'^ZiG), en conse­
cuencia |Z(G)| > 6, (î - > 12 y 1/2 < 4/12, imposible. De este modo tenemos 
¥ = h~^ para cada hE02 (5(G)) y aiG) = 2, una contradicción. Por tanto, 
\P\ ^ 8. Si Lf^ es un 2—subgrupo normal minimal de G tal que Lj^(^ZiG) = 1, 
entonces |C/(x)| = 2 VxELj^ - {1}, luego |JL/^| = 1 + 2 , imposible. Así pues 
Í?2(5(G))< Z(G) y P es abeliano. De este modo tenemos d^ > 4 Vi y A = 
= (8, 8, 8, 8). Tomemos g6F-5(G), entonces IQ(^) | = 8, luego |î i = 8 y G 
es el grupo a) ó b) según sea P ^ C2 XC2 XC2 ó P ^ C4 XC2 respectivamente. 
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2) Supongamos GIS{G) ^ C^. 

En este caso A = (6, 6, 6, 6). SeaPGSylgíG) y gEPSiG), entonces 
\CQ (g)\ = 6 implica \G\ = 3m con (3, m) = 1. Sea z un elemento que centra­
liza a g- y de orden 2, entonces zGZ(G) y Z(G) es isomorfo a C2. En conse­
cuencia G es el grupo dado en c). 

3) Supongamos G/S(G) ^^3. 

Como 5/6 ^ 4/6, tenemos (ij ^ {2, 3, 4 / , pues los d^ son divisibles por 
2 ó 3. Sea P E Syl2 (G) y Ô E Sylg (G). Si J j = 2, entonces G es un grupo de 
Frobenius con núcleo N abeliano y complemento isomorfo a C2.. Seao(g) = 
= 2. Entonces \a(g)\ = |A |̂ y a(G) = 4 impücan 3|5(G)| = |A |̂ = |5(G)| + 
+ 24-2 + 2, luego 5(G) es isomorfo a C3 y G es el grupo dado end). Si di = 
= 4, entonces A = (4, 4, 6, 6) ó (4, 4, 4, 12). Considerando u E Q-SiG), te­
nemos |C<-!(w)| = 6 Ó 12 y en consecuencia |G| = 3 m con (3, n^ = 1 . Seaz 
un elemento de orden 2 que conmuta con u, entonces z EiSiG) y SiG){u) < 
< Ca iz), luego |a(z) | < 2. Como c/i = 4, tenemos |P| = 4 ó P ^ Dg • 

S i P « i ) 8 . entonces i a ( z ) | < 2 , y 02(^(G)) ^ C2XC2 fuerza 02(^(G)) = 
= ZjG), imposible. Si \P\ = 4, entonces 02('S'(G)) ^ C2. G/02ÍS(Gy) ^ 
^ Oi {SiG))X3 y 23 actúa s.p.f. sobre 02'iSiG)) implica que O2' (S(G)) ^ 1 
y |G| = 12, imposible. Si di = 3, entonces d¿ = 3í implica í = 1, por tanto 
A = (3, 4, 8, 8). ̂ 2 = 4 implica iP| = 4 ó P ^ D g , peroZ(G) = 1, l uegoP^ 
^ D^. Tenemos ¡CQÍX^)] = 8, luego CQÍX^) = 02ÍS(G))(x2) abeliano, lo 
cual es una contradicción. 

Supongamos G/SiG) ^DIQ. 

Como 9 / 1 0 ^ 4/5. tenemos J i < 5, luego ( Í I E { 2 , 4 } . Sidí = 2 enton­
ces G es un grupo de Frobenius con núcleo N y complemento isomorfo a C2. 
N—S{G) es unión de tres clases de conjugación, luego 5|5'(G)| = \S(G)\ + 6, 
imposible. Por tanto, di = 4, y en consecuencia A = (4, 4, 5, 5). Sea P E 
E Syl2(G). Entonces |P| = 4 ó P ^ Dg, como ZiG) = 1, tenemos P ^ Dg, 
G2(»S'(G)) ^ C2XC2 y C5 actúa s.p.f. sobre G2(5(G)), imposible. De este mo­
do G/5(G) 7̂  i) 10 • 

5) Supongamos G/SiG) ^ A^. 

En este caso es di < 6, luego di E { 3 , 4 } . Si C/̂  = 3 y G/N ̂  C3, enton­
ces G—N es unión de dos clases de conjugación de cardinalidad < 6, por tan­
to, 4|S(G)| < \SiG)\ + 6 + 6 y S(G) es isomorfo a C2XC2. Así pues tenemos 
c/,. 9̂  4 y 11/12 < 1/3 + 3/8 imposible. Si di = 4, entonces A = (4, 4, 4, 6). 
Sea Q E Syl^iG) y u E Q-S(G), entonces|Q(w)| = 6, o(w) = 3 y |G| = 3m 
con (3, m) = 1. Sea z E CQ{U) de orden 2, entonces z E 5(G), zu ^S(G) y 
o(u) = 6, luego 6 divide a \CQ (U)\ y ZU 1^ U, esto es una contradicción. 

6) Supongamos |G/5(G) = 4. 
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En este caso, di = 4. Además, como G/S(G) es un 2—grupo, tenemos 
O2ÍSÍG)) < Z(G) < CGÍXI), luego O2ÍSÍG)) = C2. Por tanto d^ =^ 8 Vi y 
A = (4, 6, 6, 6). Sea z E CG(:X:2) de orden 2. Entonces z G ¿"íG) y | Q ( z ) | = 
= 6, luego \G\ = 2m' con (2, m') = 1, imposible. 

Los casos G/S(G) ^ JDI4 à C^XQC^ se desechan, por el Lema 1. 
Si G/S((r) ^ Cs, df = 5 Vi y G es un grupo de Frobenius con núcleo 

5(G) y complemento isomorfo a C^. 
Si G/SiG) ^ 24, entonces A = (3, 4, 4, 8). Sea P G Syl2(G). c?2 = 4 y 

expi ' < 8 implican |P| < 16. c/j = 3 implicaZ(G) = 1 luego O2ÍSÍG)) = 1 y 
G = [S{G)]1>¿^ es un grupo de Frobenius con complemento isomorfo a ^ 4 , 
imposible. 

Supongamos G/5(G) « i^g ô Os • Entonces S = (4, 4, 4, 8) y O2 (¿'C G))< 
< Z(G). Además ¿ 1 = 4 implica 02ÍS(G)) = C2. Si 02(5(0)) es trivial, en­
tonces G es un grupo de Frobenius con núcleo S(G) y complemento isomor­
fo a Ôg- Si 02ÍS(G)) «̂  C2 y P G Syl2(G), entonces existe (a) < Pial que 
P/ia) ^ C2. Tenemos pues que a^ y a son elementos de G-SiG) necesaria­
mente conjugados con x^, pues A = (4, 4, 4, 8), esto es una contradicción. 

Supongamos G/SiG) ^ HolCg. En este caso, A = (4, 4, 4, 5). Sea P G 
G Syl2(G) y <a)<^ P tal que P/<a)^ C2.. Si ¿Ï G 5 ( G ) , tenemos o(a) = 2, y si 
a ^ S(G), entonces o(a) < 4, luego en cualquier caso, tenemos |Pi < 8. Si 
O2ÍSÍG)) = 1 , entonces G es un grupo de Frobenius con complemento iso­
morfo a H0IC5 j imposible. Si O2 (5(G)) = C2, entonces P/ZiP) ^ C4, imposi­
ble. 

Finalmente supongamos que G/S(G) ^ A5, Entonces A = (3, 4, 5, 5), 
luego |5(G)| no es divisible por 3 ó 5. Sea P u n 2—subgrupo de Sylow de G, 
d2 = 4 y exp .P< 4 implican |P| < 8. Si|P| = 4, entoncesG es un grupo de 
Frobenius con complemento isomorfo SLAS , imposible. De este modo, \P\ = 
= 8 y C2 = 02(5(G)) = ZiG) <CQÍXI) isomorfo a C3, esto es una contra­
dicción, Iqd. 

BIBLIOGRAFÍA 

[1] BURNSIDE, W : . Theory of Group of Finite Order", 2nd. Ed. Dover (1955) 
[2] GORENSTEIN, D.: "Finite Groups '. Harper and Row, New-York (1968). 

Departamento de Algebra y Fundamentos 

Universidad L de Valencia 
Buijassot. (Valencia) 


