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Abstract 

In this paper are studied conditions under which bounded operators on Banach spaces, with 

countable spectrum, can be descomposed spectrally, extending known results. 

Resumen 

En este artículo se estudian condiciones bajo las que los operadores acotados sobre espacios de 

Banach, con espectro numerable pueden descomponerse espectralmente, extendiendo resultados cono­

cidos. 

En primer lugar, se demostrarán las fórmulas conocidas de descomposición de un operador con 

rango finito, por medio de una demostración directa y transparente que hace uso de un teorema de los 

residuos vectorial, que incluímos por estar ausente de la bibliografía por nosotros conocida. 

LEMA 1 (Teorema de los residuos vectorial) 

Sea X un espacio de Banach. Sea Í2 un abierto del plano complejo C. 
Sea /;Í2 > X una función meromorfa, siendo A ={si, S2, ... ,Sn} C Í2 el 
conjunto de los polos de / Si y es un ciclo en Í2 tal que 7*E Í2 y lndy{s) = O 
para cada 5 ̂  Í2 , entonces se verifica 

" 2 ^ As) ds= X Res (/, a) Ind^(a) (1) 
J a e A 

7 

Demostración: Sea u ^ X' (el dual topológico de X ó conjugado). En­
tonces u'f es una función escalar, meromorfa en Í2 con polos en A. Por el 
teorema de los residuos escalar (Teor. 10.42, pág. 241, [1 ]) se verifica la fór­
mula 

~liu 
i T T l J ^ 

'f){s)ds= 2 Res(w/, a)Ind^ (a) (2) 
y a € A 

(*) Este trabajo ha sido reallizado en el Departamento de Ecuaciones Funcionales de la Universidad 

de Valencia, formando parte de la Tesis Doctoral del autor, realizada bajo la dirección del Profesor An­

tonio Marquina. 
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Puesto que — If (s) ds existe y es un elemento de X, se tendrá que 

para cada w E X ' . 
Si vemos que para cada w E Z ' se cumple que Res (u*/, a) = u(Res (f,a)), 

entonces por (2) y (3) se verificará que 

d-u(r^ l fis) ds) = u(i: Res (/, a) Ind (a)) (4) 
27r^ ly aeA 

y por el teor. de Hahn—Banach (Pág. I l l , [2]), y por (4), se tendrá (1). 
Veamos que Res {u*f a) = w(Res {f, a)). Sea el desarrollo de Laurent de 

/ e n el polo A de la forma 

Ak Ak-i 
fiz) = + + .. 

{z-af {z-af-^ 

Entonces si M £ ^ ' se verifica 

u{,Ak) u(Ak.i) 
u(f(z)) = + + .. 

(z-a)" {z-af-^ 

... + 

.. + 

A, 

z — a 

uiAi) 

z — a 

-+Bo +Bi(z-a) + ... 

- + u(Bo)+... 

y de aquí se deduce que Res (u f a) = u(A i ) = w(Res (f, a)). Q.E.D. 

Sea X Banach, T E L(x) y sea s un punto aislado del espectro de T, 5 E 
E (7(7) polo de orden w{s) de T; es decir, polo de orden w(s) de la función re­
solvente de r , que denotaremos por i?( , 7). 

Teorema 1 

Sea X Banach, 7 E L(X), o{T) = {Si, S2, ... .Sn} , Í2 abierto con a(7) C 
C Í2 y/holomorfa en Í2. Sea w(s) el orden del polo s, entonces se verifica 

w(s)-l 

ñT)= Z¡ Z¡ ^^^A)^(.), (5) 
seoiT) /=0 •̂ 

siendo E(s) la proyección ^^(7), imagen de 7 de la función holomorfa en Í2 
que vale 1 en un abierto F, O en un abierto V\ con F n F ' = 0,y o(T)C VUV'. 
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Demostración: Sean r^, r2, ... ,r„ números positivos tales que si 5/ es la 
bola cerrada con centro Sj y radio rj, se verifique BjC^Bk = (p si k^^j. Para ca­
da / = 1, 2, ... ,n, sea el circuito T/:[0, In] > C, tal que 7/(0 = Sj+rjé\ 
con t E:[0, 27r]. Por construcción se tiene que 7*07* = 0, si A: ^f. 

j '^ 

n 
Sea 7 el ciclo 7 = © 7/, entonces por el cálculo funcional holomorfo, 

/= 1 

cap. 7.2, pág. 566, [3], y por el lema 1, se tiene que 

2TTI J 
f{T) = ^^\Ks) R{s, Dds=í Res (/() Ri, T), s,) Ind^(5,) = 

' 7 

=._2Res (/() i?( , r ) , 5/), porque Ind^(5/) = 1 por construcción de 7. 

Sea w¿ = w(Si) para I <i < n y f(s) =Xbf(s-~Siy, con bf =/^^(5/)//7, el 

desarrollo de Taylor de /, alrededor del punto Sf, El desarrollo de Laurent de 
la función resolvente i?( , 71 en el polo s i es 

Bw. ^ w . - 1 B 
Ris, T) = '-— + '- + .... + +XAn{s--SiT 

{s^SiYi {S^SiYi-1 S^Si « >0 

con^i =E{s,lBn^^ = ( r ~ s , - r ^ f e ) , p o r [ 3 ] , p á g . 572. 
El desarrollo de Laurent de la función s ^ f{s) Ris, T) en el polo Si 

viene dado por 

EiSi) T—Sil 
fis)Ris,T)= iXbkis^Sif) i Z An is -^ StT + — + ^^ fe ) + ... 

^^' ' ^^^ s-Si is~Si)^ 

iT-SiD^i-' B^. B, 
+ Eisd= i^uis-^Sif + + .... + + 

is-SiTi ^^^ is-^SiTi s-Si 

-¥i:Anis-Sir) =- ^ fiSi)B^ + Î (èo5w,-i +61 5w,_2) 
n^o is-s.Ti is-s.yi-^ 

+ ... + - ^ ib^.^iB^, + èw.-25w.-i +...+00^1 ) + í>o^o+... (6) 
I 

donde los cálculos se justifican por el teor. de Mertens para valores vectoria­
les o, débilmente y aplicando el teor. de Hahn—Banach. De (6) se tiene que 

Res ( / ( ) /? ( ,D,s / )=6w, . - i5w. +b^.^2B^..-l + ... +60^1 = 
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= (7- - Sil)''' - ' E(Si) +^- ^ \ T - SiFfi-^EiSi) + ... + f{Si)E{Si) 
(w, -1)! (w,—1)! 

Luego se tiene que la relación (5) se verifica. Q.E.D. 

COROLARIO 1 

S i / E Jf(í2), o{T) = Si, S2,... ,Sn y Si polo simple de Tpara 1 < / < « , 
entonces se verifica que: 

(a) f{T)= i Asi)E{stl (b) T=l: SiEiSi) 
i~i z = i 

Demostración: Por ser cada Si polo simple de T, y por el teor. 1, las 
igualdades (a) y (b) son inmediatas. Q.E.D. 

COROLARIO 2 

Sea X espacio de Hilbert, T^LiX), o{T) ={SÍ; I <i<n}cajej{in) 
y supongamos que T = T*, entonces se verifican las fórmulas (a) y (b) del 
corolario 1. 

Demostración: Es inmediata por sert T = T'^ y SQT X Hilbert, los polos 
Si son simples. (Pág. 561 [3]) 

LEMA 2 

Sea X Banach, T E L(X) tal que 

\\R(z,T)\\ = , z E p ( D (7) 
d(z, a{T)) 

siendo p{T) el conjunto resolvente de T. Entonces para cadazo punto aislado 
de o{T), se tiene H^ÍZQ)!! = 1, siendo E{ZQ) la proyección asociada a ZQ. 

Demostración: Sea 

r = d(zo, o{T) -{zo) ), To (O = ^o + y e'\ t E [O, Ivr] 

y sea W un entorno de o{T) ^ {ZQ} tal que si F = B{ZQ, rll)^ se verifique 
VC^W = 0. Consideremos la función holomorfa en O = H/ U F, tal que 

ezo(z)= \ 
(O, z e n / 
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y sea 7 = 7o V 7^ un circuito que contornea a(7), con 7*1 G C ^ V. Por el 
cálculo funcional holomorfo se tiene 

e,,(T) = E(zo) = - ^ e,,{z)R(z,T)dz = - ^ Riz,T^ 
2711 Jy 27ri Jy 

Para z ^ y% se tiene que d(z, o{T)) = \z — ^ \= r/2. Así, la proyección 
EÍZQ ) verifica 

ll^(2o)ll ^ '-\T)dz < -^ suplí i? (z,ni | 27r(r/2) = r/2 sup || 72(z,DII 

y por (7) se tiene que || E(zo) II < (r/2)(2/r) = 1. Q.E.D. 
La condición (7) es verificada por los operadores normales y subnorma­

les, (Pág. 2, [4]). 

TEOREMA 2 

Sea X Banach, T eL(X) compacto con a (D ={o}u{5/, i EN, z>l}, de 
modo que 

l ^ l l > | 5 2 l > . . . > l ^ . l > . . . 

Supongamos que T verifique las condiciones 

(a) Para cada / > 1, Si es polo simple de T. 

ib) Existe s > - 2 , tal que ||/í(z,r)ll = Oi\zf) para O < | z | < e. 

Entonces se tiene que: 

(I) r = 2 SiEiSi) en la topología a(Z(Z), L(Z)')de L(X). 

i>i 

(II) r es límite en || || de L(X) de una sucesión de operadores de rango 
finito. 

(III) Si {siji^i C/i y 3 M > 0 tal que \\E(Si)\\ < M, entonces 
r = 2 5/£(5/) en II II de ¿(X). 

Demostración: Sea (r^ } «> 1 sucesión de números reales positivos, tales 
que lím r„ = O, r̂ , < \Sn \ para n,m ^N, n> ,m> I, Jnit) = Sn + rne^\ t E 
E [O, 27r] y 7*^17^ = 0 para n ¥=m. Sea el ciclo r „ = 7̂ ^̂  v © 7^, con 

z = 1 

7v (O =Xn e'\ r e [O, 27r], conx^^ G/?, x „ < l̂ l̂ - r « . 
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Por el corolario 1 del teor. 1 tenemos 

2m 
'-ízRiz. Ddz^^ízRiz, T)dz+-^l zRiz,T)dz 

~ 27r¿ / ^ 
zR{z,T)dz+ 2 Si E{Si) (8) 

Sea u E L{X)', entonces por (8) tenemos que 

é."' u(T) = - ^ j z um(z. m + I , s, uiEM) (9) 
líx 

Si probamos que 

-/ zui llm " 2 ^ / zu{Riz,T))dz = 0, 

entonces tomando límites en (9), se tiene que u(T) = 2 Si u{E{Si)) (10) 
i>i 

Por hipótesis (è), existe A^> O tal que ||i?(z, r ) | | < Â  |zr, en O <|zi < e, 
con 5 > —2. 

- ^ ¡ ^ umiz, T))dz\ < ^ j V u{R{2z, T)| dz < 
IXfi I iXfj 

< -^ sup \z u{R{z, T))\2irxn <N\\u\\ {xnf-^, 
¿Tí I 

\z\=Xr, 

que tiende a cero ú n -^ oo, porque lím Xn = 0. Por (10) se tiene que 

T = X Si E{Si) en la topología débil oiL(X), ¿(X) ') de L{X). Por ser T corn­
i l i 

pacto, cada proyección EiSi) tiene rango finito dimensional (Pág. 35, [3]). 
Sea Tj^ = X SjEis ); por ser T = lím T^ débilmente en LiX), y por el coro-

lario 14, pág. 422 [3], existe una sucesión de combinaciones convexas de los 
operadores Tn, que converge a T en || || de L(X). Por ser Tn operador de ran­
go finito, sus combinaciones convexas también lo son, y en consecuencia, T 
es el límite en || || de L(X), de una sucesión de operadores de rango finito. 
Esto demuestra la parte (II) del teorema. 
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(III) Por hipótesis la serie 2 \si\ < H-c» ̂  y por ser ||(£'(5f)|| <M, se 
tiene que 

1 = 1 

2 II s,-̂ (5,-) l l< + °° 
1 = 1 

Por ser L(X) Banach, la serie de operadores 2 SÍE(SÍ) converge en nor-
/= 1 

ma a un operador de L{X), y por converger débilmente a T, se tiene que 
T= X SiEiSi) en || || deLiX). 

TEOREMAS 

Sea X espacio de Hubert, T G L{X) compacto, con oiX) = {o)^{si, 
z E iV, z > 1} , / G C(a(a(r))con/(0) =0. Entonces si E (Si) =E (s^^ se veri­
fica: 

(I) La serie 2 f(si) E{Si) converge en || || a un operador V G L(X). 
i> 1 

(II) V es normal. 

Demostración: Por ser X Hilbert y E(Si) = E{SiY, la proyección E{Si) 
es ortogonal por [3], pág. 482, y así, por el teor. 4, pág. 45 de [5], se tiene 
que E{Si) E{Sk) = O, para / ^ k. De aquí, la familia de subespacios 

{F/ = E{Si){X)) 1^1 es ortogonal, luego es una familia hilbertiana de subespa­
cios de X Sea x^X, por el teor. de Pitágoras (Pág. 14, [5]) tenemos que 

m m m 
Il 2 Asi)E{SiW = 2 [/-(i,)!' \\E{.Si){xW = ( sup ifto)P) 2 ||£(5,)(x)l|2 
/= « i = n n^i^m ii = n 

Por la desigualdad de Bessel, pág. 15 de [5], sabemos que 
m 
s ||£(s,)(Jc)lP < 2 ||£(s,)(x)||2<||x||2, 

i-n i ^ o 

De donde se deduce que 

II I f(Si)EiSi)^ )|p < ( sup lf( s, )P )||x|p (11) 

Por ser lím /{Si = O, se deduce de (11) que la serie 2 f(Si)E(Si){x) es de 

Cauchy en X, siendo por tanto convergente. Además el operador 

X > 2 fiSi)E{Si)^ ) 
i > i 

verifica que 

sup W i: f(Si)E{Si)ixW < sup l/-(í/)P, (12) 

y por converger a cero la sucesión {/(í,)} ,•> i, de (12) se deduce que 
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la serie 2 fiSi)E{Si) es de Cauchy en L(X), definiendo un operador acotá­
i s 1 

do V. Es claro que V* = X f(Si)E(Si)E(si)* = l^ffs i)Eis i), y que por tanto 
se verifica '̂̂ ^ '̂̂ ^ 

= 2 ir(5,)p£(5,)=F^-F, porque 2 / ( ¡7)^to)^fe) = /^- )^(5 / ) ' 
i > i k > i 

luego el operador V es normal. Q.E.D. 
Así, podemos obtener el conocido teor. de descomposición espectral 

de operadores normales compactos, con polos simples ([7], pág. 207). 

TEOREMA 4 

Sea T e L(X) normal compacto, X Hilbert. Sea o{T) ={0}u{siJ G Â , /<l} 
y supongamos que para cada / > 1, Si es polo simple de T. Entonces si Í2 es 
un abierto tal que oiT) C Í2 y / G Jf (Í2) con /(O) = O, se verifica f(T) = 
= 2/fe)£fe). 

i>i 

Demostración: Por ser T normal y por el ter. espectral de operadores 
normales en espacios de Hilbert, pág. 895, [3], existe una medida espectral 
autoadjunta Ei :3(a( r ) ) —^ LiX), siendo 3^(o(T)) la familia de los conjuntos 
de Borel de o(T), y verificando para cada g G C(o(T)) la relación 

Jo a 
giT)= g(s)E,(ds) (13) 

Ja(T) 

Por el corol. IX.3.15, pág. 879, [3], sig G JC(Í2) se tiene 

giT) = - ^ gis) Ris, T)ds= gis)E, ids), 

27tlJ^ Jo{T) 
siendo y un ciclo que contornea oiT). Sea g = e s^ la función definida en un 
abierto V U W D oiT), tal que V es un entorno abierto de Sf, y H/ es un entor­
no de iT = oiT) '-^{Sil tal que K n n; = 0. 

Entonces se tiene que 
giT) = -^T g(s) Ris, T) ds = EiSi), 

fa{T) 
por el cálculo funcional holomorfo (Pág. 568, [3]). Por la existencia de la 
medida espectral citada, tenemos también que 

g{T) = \g{s)E,{ds), 
'o{T) 
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porque Ei es una medida con soporte o{T), y g restringida a o{T) es la fun­
ción característica del conjunto Si . Así tenemos que para cada Si se verifica 
E(Si) = Eiisi), y, en particular que EiSi) = E{Si)f?OT el teor. 3, la serie de 
operadores 

lfiSi)E(st) 
i> 1 

converge en || || de L{X), Por ser los polos de Si simples, y por el teor. 1, con­
siderando el conjunto espectral a„ ={5i, ^2, ... .5«}, se tiene que 

AT). = AT) E, (On ) = 2 Asi)E(Si) 

Sea Fi = E{Si)iX), entonces tenemos que 

AT)\^ ^ = 1 Asi)EiSi), para cada n>l. 

Sea Fi = Cl{ ® Fi), entonces por ser AT) acotado, se tiene que 

AT)= XAsi)EiSi) 

Por ser T normal compacto, y por el corol. X.4.5, pág. 905, [3], T admi­
te una base ortogonal de vectores propios, y por tanto, que M = X. En con­
secuencia se tiene/( 7) = 2 AiSi)E{Si). 

COROLARIO 

Sea X espacio de Hubert, T E L{X) compacto, tal que T = T* y o{T) = 
= {0} U { Si, / > 1}. Si Í2 es un abierto con a ( r ) E Í2 y / G Jf (Í2), /(O) = O, en­
tonces se verifica 

An= ^ Asi)E(Si) 

y define un operador normal compacto. 

Demostración: Por el teor. 4, tenemos que / ( r ) = 2 A^i) E(Si), porque 

al ser T = T*, los polos Si son simples, según vimos en el corol. 2 del teor. 1. 
Además / ( J ) es compacto, por ser límite en norma de operadores de rango 
finito, como lo son las sumas parciales de la serie que define/(J), por ser ca­
da proyección de rango finito. Q.E.D. 

LEMAS 

Sea S un espacio topológico compacto, E:íB(s) —^ L(X) función de con-
juí)tos acotada, finitamente aditiva y regular que verifica la condición 

p ] As) E(ds) = o, VfeCiS) (14) 
s 

siendo X Banach. Entonces para cada S E3(5*) se tiene E(8 ) = O 
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Demostración: Para cada xE.X, x'^^X', la función de conjuntos 
x*E(*)x, es regular. Por (14) se tiene que 

X iX..H^=í--—. 
para cada / E CiS). Por IV. 6.2 pág. 262, [3], se tiene que x*Ei8)x = O para 
todo conjunto de Borel 6 en 5, y para todox ^X, x* GX! Por II.3.15, pág. 
65, [3] el operador £'(S) = 0. Q.E.D. 

LEMA 4. 

Sea 2 un anillo de conjuntos de un espacio topológico S, X espacio de 
Banach y E: 2 —> L{X) una función de conjuntos acotada y finitamente adi­
tiva. Sean f,g G 5(5,2) y iu:2 —> L{X) definida por M(5) = ¡sfis)Eidsno), 
entonces se verifica 

fg(t) ¡f{s)E{dsndt) =fg(t)f(s)E(dt) (15) 
^s -^s s 

Demostración: Sea S E 2 fijo, y sean las funciones de conjuntos Mi y 
1X2 definidas para cada a E 2 , por las relaciones 

Mi (o) = EioHO), f ^2Ío) = g{t)Eidt) 

Jfis) du, {s) =jf(s)Eiidsnd),J fis) dfi2 is) =ffis)f git)Eidt) 

Sean 

/ = X6, í git) dixit) 4 git)f xs is)Eidsndt) =f git)Eidtnd) = 
s s s r S 

= ígit) XsiOEidt) = \git)fit)Eidt) (16) 
•^s s 

Para g E BiS, 2), ambos miembros de (16) son funciones lineales con­
tinuas dofGBiS, 2), y así, por linealidad se verifica (15) para funciones sim­
ples y por continuidad, para cualquier/EJ?(5*, 2). 

TEOREMAS. 

Sea X espacio de Hilbert, T E LiX), y supongamos que T verifica las 
condiciones siguientes: 

ia) Para todo polinomio p EíT, se tiene que ripiT) = | |p(r)|| 

ib) Si JC = C/ Ip= pis); s E a ( r )} , es subálgebra complementada 

de CioiT)). 
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Entonces si denotamos S = o{T), existe E: 3 ( 5 ) 
que verifica: 

L(X) medida espectral, 

(I) Para todo x,y E X, la función de conjuntos S —> {E(d)x,y) definida 
en 3 ( 5 ) es medida regular numerablemente aditiva. 

(II) Para cada 8 e%iS), se tiene r -£(5) = E{8)'T. 

(III) Pa ra /E CiS), se verifica/(r) =f f{s)E{ds) 

Demostración: Sea ft= C/ iT, D subálgebra conmutativa y cerrada de 
L{T) ^ ^ 

LiX) y sea T: -^CiS), la transformada de Gel'fand. Por hipótesis (a), se 
tiene que rip{T)) = ||p(r)||, Vp E Í y por las propiedades de la transformada 
de Gel'fand, teor. 52.13, pág. 223, [2], tenemos que 

np{T))) II = r{p{T)) (17) 

De (17) y (a), se tiene que F es isometría de álgebras al restringirla a 
{T). Por continuidad de la norma y de la transformada, F es isometría tam­

bién en JC. 
Sea ^ = F|£ : £ >(X*, la inversa p 

de F; por la hipótesis (è), existe ^(*^) ~^ 
P:C(S) > £, proyección de álgebras, 
es decir, tal que para/,g E C{S), se tie­
ne Pif'g) = P(f)'?(g). Sea tam­
bién i// = r^ *P: C{S) > a , y sean 
x,y E X. El funcional \pxy(f) ~ 
i^l^(f)x,y), con / E C(S) y \í/x,/;C(5) -> 
-> C, es continuo y por el teor. 2, pág. 
262, [1], determina de forma única 
una medida regular lJi(\x,y) definida 
en 3(5) , tal que ^ 

( ^ ( / ) x , j ) = fis)Kds,xj;) 
^ s 

\K8.x,y)\<y{K\x,yl8)<\\x¡j\\\\x\\\\y 

(18) 

(19) 

para cada 5 E3(5 ) . Puesto que iJii%x,y) está determinada unívocamente por 
el funcional ^x,y, verificando (^(f)(ax), y) = a(\p(f)x, y), a E C, se deduce 
que r r 

/ fis) ¡i{ds,x,y) = fis) a fx(ds,x,y), 
^s s 
iu(S, oa,y) = a iu(S, x, y), ^ 5 G 55(5) 

Análogamente fJiiô, x, jSy) = ^ iu(5, x, 3̂ ), i3 E C, por las propiedades del 
producto escalar. En consecuencia, se deduce que V5 E 55(5) fijo, la aplica­
ción definida para x,y E X, por (x, y) —^ ixib, x, y), es un funcional bilineal 
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continuo. Por el teor. 1, pág. 39, [5], existe un operador y sólo uno E{8) tal 
que 

M(S, x,y) = {E(d)x, y) 

\\Ei8)\\ = sup{\iEio)x,y)\; \\x\\ = l, \\y\\=í} 

Por (19) y por ser | | \¡/ | | < ||P||, tenemos 

\iEi8)x, y)\ = |M(S, X, y)\ < ||i//|| ||x|| Ĥ ll < l|P|| 

y de aquí ||£'(S)|| < ||P||. Se verifica que 

(^(f)x, y) =Jfis) Kds, x^y) =¡ f{s)E{ds, x, y^ 

y por el teor. de Hahn -Banach, pág. 111 de [2], se deduce que 

^l^(f)=íf(s)E(ds)=f(T) (20) 

Veamos que la medida es espectral, es decir que E(8)E(o) = Ei8no) 
Sean/,g E C(S). Por el lema 4, se tiene que 

[fis)f g{s)E{dtr\ds) = r f{s)í g{t)E{dt) =í f(s)gis)Eids) (21 ) 

Por (20) y por ser xjj homomorfismo de álgebras, tenemos que 

ff{s)g(s)E(ds) = W'g) = ^(/)- ̂ (g) =[ÂS) f g(t)E(dt)E(ds) (22) 

Sea ahora g e C{S) fijada. Por (22) y por el lema 3, al ser ||£(5)|| < ||P||, 
se tiene que 

f g{t)E(dtn5) = f g(t)E{dt)E(d), 8 e a(S) 

Por el lema (3) de nuevo, se deduce que £(an5) = Eio)'E(8) (23) 

Veamos que/(D£(S) = £(5)/(D, Vf G C(5), siendo ip(f)=f(T). 

f(T)Ei8) 4jf(s)Eids)] E{8) =f f{s)E(ds)Ei8) = (Por (23)) = 

= ff(s)E{8)E(ds) = Ei8)ífis)Eids) = E{8yf{T). Q.E.D. 

COROLARIO 

Sea T e L{X) subnonnal, tal que int(a(r)) = 0 y C--G{T) conexo, X es­
pacio de Hubert. Entonces existe una y sólo una medida espectral E que veri­
fica las condiciones del teorema. 
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Demostración: Si T es subnormal, entonces, F/? EíT, el operadorp(r) 
es subnormal y por tanto hyponormal, pág. 104, [6], y por el probl. 162, de 
[6], pág. 106, la hipótesis {a) del teorema se verifica. Por la hipótesis del co-
rol., y por el teor. de Mergelyan, pág. 423, [1], se tiene que X = C{S), y así, 
la única proyección de álgebras de C{S) sobre £ es la identidad, y además, en 
este caso ||£'(5)|| = l.Q.E.D. 

Si T es normal, entonces las hipótesis {a) y (è) del teor. se verifican, 
siendo en este caso la medida espectral autoadjunta, teor. 1, pág. 895, [3]. 

COROLARIO 2. 

Sea X Hubert, TEL{X) normal, con G{T) = {0)^{sn, n > 1}, de modo 
que 

S e a / E C(a(D),/(0) = 0. Entonces se tiene que/( r )= 2 f{Si)E{Si). 

Demostración:¥oT el teor. espectral para operadores normales, existe 
una y sólo una medida espectral autoadjunta E, que verifica Vg E C{S) 

giT) = f g(s)Eids), VÔ GíRiS), Ei8) = ^(5)* 

Por el desarrollo de la prueba del teor. 3, la serie 2 f(Si)EiSi) conver­
ge en || lldeL(X). '^' 

Dada la función/, sean Fh > 1 

(fis), Se{Si,S2. ,„ .Sn}=Sn 
fn(s) = 

(o, sES-Sn 

Es claro que/„ E C(S) y que la sucesión{/„}w> i converge puntualmen­
te a / e n 5 , verificando \fr,is)\ < \f(s)l Vs^S. 

Sean x,y E X fijos, por el teor. 7, pág. 124, [3], aplicado a la medida 
compleja iE(')x, y) tenemos que 

í f(s)iE(ds)x, y) = lím [/„ is)iEids)x, y) (24) 

Por ser/„ una función simple tenemos que 

ffn(s)(E(ds)x^ 7) = 2 fiSt)(EiSi)x, y) 

De (24) se tiene 

[f(s)(E(ds)x, y)= X f(st)iEiSi)x, y), 

es decir, que la serie 2 f(Si)E(Si) converge a / ( r ) en la topología operador 
/ ^ 1 

débil, y por converger en norma en L(X), se t iene/(r) = 2 f{Si)E{Si), Q.E.D. 
/ ^ 1 
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