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Abstract

In this paper are studied conditions under which bounded operators on Banach spaces, with
countable spectrum, can be descomposed spectrally, extending known results.

Resumen

En este articulo se estudian condiciones bajo las que los operadores acotados sobre espacios de
Banach, con espectro numerable pueden descomponerse espectralmente, extendiendo resultados cono-
cidos.

En primer lugar, se demostraran las formulas conocidas de descomposicion de un operador con
rango finito, por medio de una demostracion directa y transparente que hace uso de un teorema de los
residuos vectorial, que incluimos por estar ausente de la bibliografia por nosotros conocida.

LEMA 1 (Teorema de los residuos vectorial)

Sea X un espacio de Banach. Sea §2 un abierto del plano complejo C.
Sea f:§2 — X una funci6bn meromorfa, siendo A ={s1, Sa, ... »Sn} € el
conjunto de los polos de f. Si ¥ es un ciclo en §2 tal que Y*€ Q y Ind,(s) = 0
para cada s ¢ §2 | entonces se verifica

o /f(s) ds= % Res (f, a) Ind,(a) (1)
Y aeA
Demostraciéon: Sea u € X' (el dual topologico de X 6 conjugado). En-
tonces u*f es una funcion escalar, meromorfa en §2 con polos en 4. Por el
teorema de los residuos escalar (Teor. 10.42, pag. 241, [1]) se verifica la for-
mula

1 j(u'f)(s) ds= = Res u-f, a) Indy (a) @)
Y

2mi ced

(*)  Este trabajo ha sido reallizado en el Departamento de Ecuaciones Funcionales de la Universidad
de Valencia, formando parte de la Tesis Doctoral del autor, realizada bajo la direccion del Profesor An-
tonio Marquina.
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Puesto que 2111" [ f(s) ds existe y es un elemento de X, se tendrd que
iJy
(G [ ds) = 52— sy 3)
u2m.7ss 21rz',yuss

paracadau € X',
Si vemos que para cada u € X' se cumple que Res (u*f, a) = u(Res (f,a)),
entonces por (2) y (3) se verificard que

u( 21 - | f(s)ds ) =u(Z Res (f, a) Ind (a)) 4
0% ace

y por el teor. de Hahn—Banach (Pag. 111, [2]), y por (4), se tendra (1).
Veamos que Res (u*f, a) = u(Res (f, a)). Sea el desarrollo de Laurent de

fenel polo 4 de la forma

Ak Ak-] A1
flz)= + + ..+ ——+By+B,(z—a) + ...
(z—a)* (z—a)*? zZ—a

Entonces si u € X' se verifica

u(Ax) u(Ar.1) u(Ay)
u(f(z)) = + + ...+ ————+uBy) + ...
(z—a)* (z—a)*! zZ—a

y de aqui se deduce que Res (u f, a) = u(4,) = u(Res (f, a)). Q.E.D.

Sea X Banach, T € L(x) y sea s un punto aislado del espectrode T, s €
€ o(T) polo de orden w(s) de T es decir, polo de orden w(s) de la funcion re-
solvente de T, que denotaremos por R(, 7).

Teorema 1

Sea X Banach, T € L(X), o(T) = {s,, S, ... .Sn} , § abierto con o(T) C
C Q y f holomorfa en £2. Sea w(s) el orden del polo s, entonces se verifica

w(s)-1
T—sIy
an= 22 2 =2 % B, )
sea(T) i=0 :

siendo E(s) la proyeccion es(T), imagen de T de la funcién holomorfa en 2
que vale 1 en un abierto ¥, 0 en un abierto V', con VNV'=¢,y o(T)C VUV
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Demostracion: Sean ry, r,, ... ,r, nameros positivos tales que si B; es la
bola cerrada con centro s; y radio r;, se verifique B;N\By = ¢ si k #j. Para ca-
daj=1,2, .., sea el circuito v;:[0, 2r] — C, tal que v;(¢) = s;+rje’,
con t € [0, 27]. Por construccion se tiene que 7;* FWI;“ =¢,sik Fj.

n
Sea v el ciclo v = @ «;, entonces por el célculo funcional holomorfo,
=1

cap. 7.2, pag. 566, [3], y por el lema 1, se tiene que

AT) = —21—_jf(s) R(s, T)ds =% Res (fO R(, T), s;) Ind, (s;) =
i y =1

=§12Res (fO R(,T), s;), porque Ind, (s;) = 1 por construccion de 7.
Sea w; = w(s;) para 1 <i<nyfls) =2 bi(s—s;), con b; = fi (sp)/j!, el
jZ0

desarrollo de Taylor de f, alrededor del punto s;. El desarrollo de Laurent de
la funcion resolvente R(, T) en el polo s; es

B., Bu 1. B
R(@s, T) = + : +nt ——— +5 A, (5-5)"
(5—s)%  (s5—8;)"i-1 s—s; n>0

con By =E(s,), Bpr1 = (T — ;)" E(s;), por [3], pag. 572.
El desarrollo de Laurent de la funcidén s — f(s) R(s, T) en el polo s;
viene dado por :

E(s;) T—sil
FOR(,T)= (Zbi(s—5:)) (2 Ap (s —5)" + + E(si) + ...
k=0 n=o s—si  (5—s:)

(T—s;D)"i —1 ’ B B,
+— E(s)= ch>bk(s—s,~)k + + ...+
(s —s;)" =0 (s — 5" s — 8

+

-

—L fs)B., + —L—(boBuy + b1 Buy2)

+2A4,(6-5)") =
n =0 (S—Si) i (S—Sl.)wi'l

1
S§—S.
i

+ ..+

(Bui-1Bu, + by 2By 1 +..4boBy) + boAg+... (6)

donde los cdlculos se justifican por el teor. de Mertens para valores vectoria-
les o, débilmente y aplicando el teor. de Hahn—Banach. De (6) se tiene que

Res (fO R(,T),5) = bw, _1Bw; *bw, 2Bw _y + .. +boB, =
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vt (s; wi-2) (. ’
LG gyt + L2 gt + .+ s =
(w;--1)! w;—1)!
wi—1 T—s; "
= E(si) ;(—;!—T)ﬂk)(sz')

Luego se tiene que la relacion (5) se verifica. Q.E.D.

COROLARIO 1

SifeH), o(T)= 54, 82, ... ,Sn y i polosimple de T para 1 <i<n,
entonces se verifica que:

(@) AT)= Z f(s)E(si), (b) T =2 siE(si)
i=1 i=1
Demostracion: Por ser cada s; polo simple de T, y por el teor. 1, las
igualdades (a) y (b) son inmediatas. Q.E.D.

COROLARIO 2

Sea X espacio de Hilbert, T € L(X), o(T) ={si; 1 <i<n}C&, fEH(Q)
y supongamos que T = T%*, entonces se verifican las formulas (a) y (b) del
corolario 1.

Demostracion: Es inmediata por sert 7 = T* y ser X Hilbert, los polos
s; son simples. (Pag. 561 [3])

LEMA 2
Sea X Banach, T € L(X) tal que

1
IRz D Il=——"—, z€p(D) (7
d(z, o(T))

siendo p(7T) el conjunto resolvente de 7. Entonces para cada z, punto aislado
de o(T), se tiene ||E(zg)ll = 1, siendo E(z) la proyeccion asociada a z.

Demostracion: Sea

r=d(zo, o(T) ~{zo}), Yo(t) =20 + 7 €, t €[0, 271]

y sea W un entorno de o(7) ~ {zo} tal que si V = B(z,, r/2), se verifique
VW = ¢. Consideremos la funcién holomorfa en £ = W U V| tal que

1,zEV

ezo(z) =
0,z€W
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y sea ¥ = 7y, V 7v; un circuito que contornea o(T), con y¥ € C~ V. Porel
calculo funcional holomorfo se tiene

1 1
e;,(T)=E(zy) = Eyre /ezo(z) R(z, ) dz = —~2ni/R(z, T)dz
v v

Para z € v% se tiene que d(z, o(T)) = |z — 3 | = r/2. Asi, la proyeccion
E(zy) verifica

I R(z,T) dz|| <
210y,

y por (7) se tiene que || E(zo) || < (r/2)(2/r) = 1. Q.E.D.
La condicién (7) es verificada por los operadores normales y subnorma-
les, (Pag. 2, [4]).

1
supl|R (z, DIl 27(r/2) = r/2 sup || R(z, DI

2772670 2676"

I1EGzo)I =

TEOREMA 2

Sea X Banach, T € L(X) compacto con o(T) ={0}U{s;, i EN, =1}, de
modo que

s 1=, 1= ... 2. = ...
Supongamos que T ver.ifique las condiciones
(a) Para cadai =1, s; es polo simple de T.
(b) Existe s > —2, tal que ||R(z, DIl = 0(|z|*) para 0 < |z| <.
Entonces se tiene que:
DT = ig Si E(s;) en la topologia o(L(X), L(X)")de L(X).

(II) T es limite en || || de L(X) de una sucesion de operadores de rango
finito.

(D) Si{s;}i>, CI* vy 3IM>0 tal que ||E(s;) |l < M, entonces
T= .E s;E(s;) en || || de L(X).

Demostracion: Sea{rn} n>, sucesion de nimeros reales positivos, tales
quelimr, =0, r, < ls,| paranm EN, n=, m=1, vu(t) =sn +rne” te
€ [0, 2n] vy 7*07* = ¢ para n ¥m. Sea el ciclo I‘n Yx, V @ Yn, CON

i=1

Vx, () = Xn e’ t€[0,2m], conx, €ER, xn<Isn| ~7n.
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Por el corolario 1 del teor. 1 tenemos

=_! =1 1 =
T 27riLzR(z,T)dz—— 2m,v/‘zR(z,T)dz+ 27”.'/‘57 zR(z, T)dz
n

i=1 't
'Yxn i=1

__1 S o (e
= f zR(z, ) dz + El si E(sp) | (8)

*n

Seau € L(X)', entonces por (8) tenemos que

u(T) = 5= f Zu(Re D)+ £ siuE(s) Q)
Vs,

" Si probamos que

1 —
11m 2mi f z u(R(Z: T)) dz = 03

n =—>oo

Vxp,

entonces tomando limites en (9), se tiene que u(T) = El si u(E(s;)) (10)
i

Por hipotesis (b), existe N > 0 tal que |[R(z, DI <N |zI*, en 0 <|z| <€,
cons > —2.

_2——7:1' /z U(R@E THdz| < 211r lzu@® 2z, T)| dz <
Yn Yxy
< “‘217 sup |z u(R(z, T))|27 xn <N llull (x,)**,

IZ ‘=x n

que tiende a cero si n —> oo, porque lim x, = 0. Por (10) se tiene que

n—>
T= >E s; E(s;) en la topologfa débil o(L(X), L(X) ") de L(X). Por ser T com-
iZ1
pacto, cada proyeccion E(s;) tiene rango finito dimensional (Pag. 35, [3]).
SeaT, = 2 s;E(s);porser T =lim T, débilmente en L(X), y por el coro-
1SiSsn n-—>o0
lario 14, pag. 422 [3], existe una sucesidon de combinaciones convexas de los
operadores T,,, que converge a T en || || de L(X). Por ser T, operador de ran-
go finito, sus combinaciones convexas también lo son, y en consecuencia, T’
es el limite en || || de L(X), de una sucesién de operadores de rango finito.
Esto demuestra la parte (II) del teorema. '
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oo

(IIT) Por hipotesis la serie 2 |s;] <+oo, y por ser [(E@)I <M, se
tiene que 1=l .

S ([siEs) | <+ oo

i=1

Por ser L(X) Banach, la serie de operadores Z s;E(s;) converge en nor-
=1

ma a un operador de L(X), y por converger débilmente a 7, se tiene que
T= Z siE(s:)enll |l de L(X).
1Z1

TEOREMA 3

Sea X espacio de Hilbert, T € L(X) compacto, con o(T) = {O}U{sz,
iEN,i=21},f€ C(G(O(T))conf(O) =0. Entonces si E (s;) =E (s)* se veri-
fica:

(D La serie E f(s:) E(s;) converge en || || a un operador V € L(X).

1Z 1

(II) V es normal.

Demostracion: Por ser X Hilbert y E(s;) = E(s;)*, la proyeccion E(s;)
es ortogonal por [3], pag. 482, y asi, por el teor. 4, pag. 45 de [5], se tiene
que E(s;) E(sk) = 0, para i ¥ k. De aqui, la familia de subespacios
{F; = E(s))(X )} >1 es ortogonal, luego es una familia hilbertiana de subespa-
cios de X. Sea x € X, por el teor. de Pitdgoras (Pag. 14, [5]) tenemos que

l E fis) E(s)II> = E fGDI? NEGSHEN? = ( sup_ if(s)1?) E E(s:)@o)II?

n\z\m ii=

Porla de31gualdad de Bessel, pag. 15 de [5], sabemos que
_?n EG)EI? < i4>‘3 NEGHE? < Ixli?,
De donde se deduce que

I £ AsDE@EOIP <( suplf(s; )PP (11)

n<isS

Por ser lim f(s; = 0, se deduce de (1 1) que la serie E f(s,)E(s,)(x) es de

i o

Cauchy en X, siendo por tanto convergente. Ademas el operador

x — Z fs)E(s)k )
verifica que
sup Il 2 fsnBE)@IP < sup_ )P, (12)

”x”<1 i1=n n\i\m

y por converger a cero la sucesion {f(s:)}:>, de (12) se deduce que
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la serie E f(s;)E(s;) es de Cauchy en L(X), definiendo un operador acota-

do V. Es claro que V* = E FGHE(s)E(s;)* = Ef(s,)E(s,) y que por tanto
se verifica i=1 iZ1
Vv = (2 fEEON 2 fEOEG) = 2 o] 2 fEoEeEG)] =
iZ1 k=1 iZ1 k=21

= 2 )P EGs) = vy, porque 2 A )E@)E(si) =£ (5,) E(s;)?
iZ1 k=1
luego el operador V es normal. Q.E.D.
Asi, podemos obtener el conocido teor. de descomposicion espectral
de operadores normales compactos, con polos simples ([ 7], pag. 207).

TEOREMA 4

Sea T € L(X) normal compacto, X Hilbert. Sea o(T) ={0}Us;,i €N, i<1}
y supongamos que para cada i = 1, s; es polo simple de T. Entonces si §2 es
un abierto tal que o(T) C 2 y f € H(§2) con f(0) = 0, se verifica f(T) =
= 2 fs:)E(s;).

iz

Demostracién: Por ser T normal y por el ter. espectral de operadores
normales en espacios de Hilbert, pag. 895, [3], existe una medida espectral
autoadjunta E, :B(0(7T)) — L(X), siendo B(c(T)) la familia de los conjuntos
de Borel de a(T), y verificando para cada g € C(0(T)) la relaciéon

g(T) =| g(s) E, (ds) (13)
o (T)

Por el corol. IX.3.15, pag. 879, [3], si g € H(§2) se tiene

B =5 fg(s) R(s, T)ds = fg(S)El (ds),

siendo v un ciclo que contornea o(7T). Sea g =e s; la funcion definida en un
abierto VU W D o(T), tal que ¥ es un entorno abierto de si, vy W es un entor-
no de K = o(T) ~{s;}, tal que VN W = ¢.

Entonces se tiene que

1
#(1) = —— /:g(s) R(s, T) ds = E(s0),
27i o (T)
por el célculo funcional holomorfo (Pag. 568, [3]). Por la existencia de la
medida espectral citada, tenemos también que

8(T) = | g(s)E, (ds),
o(T)
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porque E; es una medida con soporte o(T), y g restringida a 0(7T) es la fun-
ci6n caracteristica del conjunto s; . Asi tenemos que para cada s; se verifica
E(s;) = E(s)), y, en particular que E(s;) = E(s;)¥Por el teor. 3, la serie de

operadores
Z fisi) E(si)
1Z1

converge en || || de L(X). Por ser los polos de s; simples, y por el teor. 1, con-
siderando el conjunto espectral 6, ={sy, $,, ... .Sn}, se tiene que

AD), = T Ey(0n) = 2 fs)Es:)

On
Sea F; = E(s;)(X), entonces tenemos que

A5 p, = I fsEGs), paracadan > 1.
i=1 ! i

1Z1

Sea F; = CI( E lﬂ), entonces por ser f(T) acotado, se tiene que

AT) = 2 fis)E(s)

M i2Z1
Por ser T normal compacto, y por el corol. X.4.5, pag. 905, [3], T admi-

te una base ortogonal de vectores propios, y por tanto, que M = X. En con-
secuencia se tiene f(T) = g S(s:)E(s;).
iZ1

COROLARIO

Sea X espacio de Hilbert, T € L(X) compacto, tal que T=T*y o(T) =
= {0} U{s;, i=>1}. Si & es un abierto con o(T) € Ly f € H (), f(0)=0, en-
tonces se verifica

Dz 2 f(si) E(si)

i1
y define un operador normal compacto. -

Demostracion: Por el teor. 4, tenemos que f(T) = E> f(s;) E(s;), porque
i2Z1
al ser T = T¥*, los polos s; son simples, segiin vimos en el corol. 2 del teor. 1.
Ademais f(T) es compacto, por ser limite en norma de operadores de rango
finito, como lo son las sumas parciales de la serie que define A(T), por ser ca-
da proyeccién de rango finito. Q.E.D.
LEMA 3

Sea S un espacio topolégico compacto, E:B(s) — L(X) funciéon de con-
jur;‘tos acotada, finitamente aditiva y regular que verifica la condicion

f f(s) E(ds)=0, VfECS) (14)

siendo X Banach. Entonces para cada 6 €B(S) se tiene E(6) = 0
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Demostracion: Para cada x €X, x* €X', la funciéon de conjuntos
x*E(*)x, es regular. Por (14) se tiene que

= * =
x*[[s f(S)E(dS)] X é fS)x*E(ds)x =0
para cada f € C(S). Por IV. 6.2 pag. 262, [3], se tiene que x*E(§)x = 0 para

todo conjunto de Borel § en S, y para todox € X, x* € X! Por I1.3.15, pag.
65, [3] el operador £(8) = 0. Q.E.D.

LEMA 4.

Sea Z un anillo de conjuntos de un espacio topologico S, X espacio de
Banach y E: £ — L(X) una funcién de conjuntos acotada y finitamente adi-
tiva. Sean f,g € B(S,Z) y u:Z — L(X) definida por u(6) = [sf(s)E(dsNJ),
entonces se verifica

Je [RE@sndn) = gs)EEn (15)
S S S

Demostracion: Sea 6 € Z fijo, y sean las funciones de conjuntos u; y
M, definidas para cada 0 € Z, por las relaciones

u, (0) = E(aN8), fs uy40) = g(DEdD)

Sean

f £is) dit, (s) =[ fS)E(dsNS), j £65) duz 5) =] f(s)f g(DE(d!)

Si
r=x | o0 auo f a0 xarpasnan o goparns) -

=[50 % (nE(dn) [ #OADE@?) (16)
Para g € B(S, Z), ambos miembros de (16) son funciones lineales con-

tinuas de f € B(S, Z2), y asi, por linealidad se verifica (15) para funciones sim-
ples y por continuidad, para cualquier f € B(S, X).

TEOREMA 5.

Sea X espacio de Hilbert, T € L(X), y supongamos que 7T verifica las
condiciones siguientes:

(a) Para todo polinomio p €T, se tiene que r(p(T) = lip(D)|
b)Si L= CIC(U(T)) {p =p(s);s € U(T)}, es subalgebra complementada
de C(o(T)).
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Entonces si denotarﬁos S = o(T), existe E: B(S) — L(X) medida espectral,
que verifica:

(I) Para todo x,y € X, la funci6n de conjuntos 6 — (E(6)x,y) definida
en B(S) es medida regular numerablemente aditiva.

(IT) Para cada 6 €B(S), se tiene T+E(6) = E(6)*T.
(I11) Para f € C(S), se verifica f(T) =/ S()E(ds)
s
Demostracion: Sea b= CIL( TgT, D subdlgebra conmutativa y cerrada de

L(X)yseal: —C(C(S), la transformada de Gel’fand. Por hipotesis (a), se
tiene que H(p(T)) = |lp(T)ll, Vp €Ty por las propiedades de la transformada
de Gel’fand, teor. 52.13, pag. 223, [2], tenemos que

I Te()) || = r(p(T)) (17)

De (17) y (a), se tiene que I' es isometria de dlgebras al restringirla a
(7). Por continuidad de la norma y de la transformada, I" es isometria tam-

bién en L.

Sea ¢ = I[} : £L——>04 la inversa P
de I'; por la °Chip(’)‘[esis (b), existe C(S) - L
P:C(S) — L, proyeccion de algebras,
es decir, tal que para f,g € C(S), se tie-
ne P(f'g) = P()P(). Sea tam- -
bién ¥ = [} -P: C(S) —k, y sean v Lp
x,y € X El funcional Yy ,(f) =
(\b(f)x»y), con f€C(S)y wxyC(S) -
- C, es continuo y por el teor. 2, pag.

262, [1], determina de forma tnica a
una medida regular u(,x,y) definida
en B(S), tal que
WHx, ») =f f(s) u(ds,x,y) (18)
S
[ (8, x ) < V(p(,xy), )<I¥IlxIllyl (19)

para cada § € B(S). Puesto que u(*,x,») estd determinada univocamente por
el funcional ¥ ,, verificando (Y(H(ax), ¥) = (¥ (Hx, ¥), a € C, se deduce

que
f fls) mds,x,y) = fs fls) o u(ds,x,y),
s
u(d, ax, ») = au(s, x, »), V6 € B(S)
Andlogamente (8, x, By) = B u(s, x, »), B € C, por las propiedades del

producto escalar. En consecuencia, se deduce que V8 € B(S) fijo, la aplica-
cion definida para x,y € X, por (x, ) — u(8, x, »), es un funcional bilineal
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continuo. Por el teor. 1, pag. 39, [5], existe un operador y s6lo uno E(6) tal
e u(8, x,y) = (E(8)x, y)
IE@) | =sup{ I(E@®)x, »)|; IxlI=1, llyll=1}
Por (19) y por ser ||Y| < ||P||, tenemos

I(E@)x, )l = @, x, »II< IV IxIl Iyl < IIPll
y de aqui ||[E(8)]| < ||P]|. Se verifica que

W, ») =[ ) uds, x,9) =f f)Eds, x, )
y por el teor. de Hahn—Banach, pdg. 111 de [2], se deduce qﬁe

v = fisEs) = 1) (20)

Veamos que la medida es espectral, es decir que E(8)E(a) = E(6Na)
Sean f,g € C(S). Por el lema 4, se tiene que

f f(S)j g(s)E(dtNds) = f f(S)j g(E(dr) = [ f(s)g(s)E(ds) 2n
Por (20) y por ser Y homomorfismo de dlgebras, tenemos que
[Ror6)Eds) = v(rg) = v vie) =[ A9 [ eE@DEEs)  (22)

Sea ahora g € C(S) fijada. Por (22) y por el lema 3, al ser ||[E(8)|| < [|P]l,
se tiene que

fs g(HE(dING) = f 2(DEADE(S), 6 € B(S)
Por el lema (3) de nuevo, se deduce que E(6N8) = E(0)-E(8)  (23)
Veamos que AT)E(8) = E(6)(T), Vf € C(S), siendo ¥(f) = A(T).
ADE(S) =Us f(S)E(dS)] E(5) =fsf(S)E(dS)E(5) = (Por (23)) =
=[ A E®E@s) = E3) f f($)E(ds) = E(8)-AT). QE.D.

COROLARIO

Sea T € L(X) subnormal, tal que int(a(T))= ¢y C~0o(T) conexo, X es-
pacio de Hilbert. Entonces existe una y s6lo una medida espectral £ que veri-
fica las condiciones del teorema.
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Demostracién: Si T es subnormal, entonces, Vp €T, el operador p(T)
es subnormal y por tanto hyponormal, pag. 104, [6], y por el probl. 162, de
[6], pag. 106, la hipotesis (@) del teorema se verifica. Por la hipotesis del co-
rol., y por el teor. de Mergelyan, pag. 423, [1], se tiene que £ = C(S), y asi,
la unica proyecciéon de 4lgebras de C(S) sobre £ es la identidad, y ademds, en
este caso ||[E(8)|| = 1. Q.E.D.

Si T es normal, entonces las hipotesis (@) y (b) del teor. se verifican,
siendo en este caso la medida espectral autoadjunta, teor. 1, pag. 895, [3].

COROLARIO 2.

Sea X Hilbert, T € L(X) normal, con o(T) ={0}U{s,, n = 1}, de modo
que
si1Z s, = ... =5, =

Sea f € C(o(T)), f(0) = 0. Entonces se tiene quef(T)= E J(s:)E(s;).

1/1

Demostracion:Por el teor. espectral para operadores normales, existe
una y sélo una medida espectral autoadjunta E, que verifica Vg € C(S)

g(T) = f gOE(ds), V8 ED(S), E(8) = E(5)*
Por el desarrollo de la prueba del teor. 3, la serie E f(s)E(s;) conver-

geen || || de L(X). i1
Dada la funcidn f, sean Vn =1

f(s)a s E{S19 S2’ 239 ,Sn}: Sn

0, s€S~S,

fn(s) =

Es claro que f,, € C(S) y que la sucesién{f,,},,} 1 converge puntualmen-
te a fen S, verificando |f,, (s)| < |f(s)], Vs ES.

Sean x,y € X fijos, por el teor. 7, pag. 124, [3], aplicado a la medida
compleja (E(*)x, y) tenemos que

| RorEasye ) = tim [ £ )@, ») (24)

Por ser f;, una funcion simple tenemos que

j Fn()(Eds)x, y) = lg 1f (s )(E(s)x, ¥)
De (24) se tiene

f As)EWs)x, y) = Z fls)(E(sx, ),

l/l

es decir, que la serie E f(s)E(s;) converge a f(T) en la topologia operador

iZ1

débil, y por converger en norma en L(X), se tiene f(T) = Z f(s,)E(s,) Q.E.D.

l/l
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