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Abstract

Existen dos problemas que estan estrechamente relacionados con el problema de la clasifica-
cion de los grupos finitos de las familias o/, = {G| B(G) = r(G) — t}, te N, donde B(G) es el
numero de normales minimales de G y r(G) el nimero de clases de conjugacion de G. Uno es la
obtencion de propiedades de los grupos finitos que verifican la relacion f(G) =r(G) —a(G) —1 (*)
donde a(G) es el nimero de clases de conjugacion de G fuera de S(G). El otro, que parcialmente
completa al anterior, es el estudio de los grupos con S(G) no resoluble. Probamos en este sentido,
que todos los normales minimales de un grupo que verifica (*) tienen el mismo orden. Por otro
lado, si G € o, y S(G) es no resoluble, entonces t = 1 + 3(f(G) — 1) + a(G). Como consecuen-
cia, se obtiene que G es un grupo con S(G) no resoluble y f(G) = r(G) — a, con a < 8, siy sélo
siG € {4,, PSL(2,7), PSL(2,9), SL(2, 11), SL(2, 8), Zs, PGL(2, 7), As x C,, M5, A5, PSL(2, 13)}.

Abstract

There are two problems which are closely related to the problem of the classification of the
finite groups of the families .o/, = {G| B(G) = 1(G) — ¢}, t € N, where B(G) is the number of
distinct minimal normal subgroups of G and r(G) is the number of conjugacy classes of G. Firstly
we need to get some properties of the finite groups that verify the relation:

B(G) = 1(G) — a(G) — 1 (*)

where a(G) is the number of conjugacy classes of G out of the socle S(G). The second, which
partially complements the former, is the study of the groups with S(G) non solvable. We proof
that all the minimal normal subgroups of a group that verifies (*), have the same order. Also if
G e s/, and S(G) is non solvable, then:

t =1+ 3(BG) — 1) + a(G)
A consequence of that is the following corollary: S(G) is non solvable and p(G) = (G) — a,

a < 8, if and only if G is one the following groups: A5, PSL(2,7), PSL(2,9), PSL(2, l1),
SL(2, 8), s, PGL(2, 7), As x Ci, Mo, A5, PSL(2, 13).

1. GRUPOS VERIFICANDO LA CONDICION (*)

Teorema 1: Sea G un grupo tal que B(G) = r(G) — a(G) — 1. Entonces
los normales minimales de G tienen todos el mismo cardinal.

Demostracion: Sea {Lk | k € 1} el conjunto de normales minimales de G.
La condicion (*) equivale a que S(G) = U L,y L, = {1} U CL(g,) (#) para
ciertos elementos g, del grupo G.
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Sean L, y L, dos normales minimales distintos, entonces N = Lk Ly, =
=Ly, x Lk es un subgrupo normal de G dentro de S(G), luego por (#) Nes
unién de dlgunos normales minimales. Sea:

a=max {|L)| L, < N} (°)

y L, <N tal que [L, =a Tomemos xeN — L,, entonces L =
= {1} U CL(x) < N es un normal minimal y L,,.L = L, x L (). Claramen-
te, xgr € N — L, y por tanto, L~ = {1} U CL(xg,) es un normal minimal
de G contenido en N y distintos de L,. Ademas, si (xg,)¢ = (xg,)", entonces,
x¥(g,)F = x'(g,)", y por (7) es xf = X"y (g,)f = (g,)". Asi pues, si

CL(g) = {(g)™ -r (&)1}

entonces (xg,)" # (xg,)", Vi # j, en consecuencia, |CL(xg,) = a — 1y
|L,| = a por (°). Finalmente tomando cardinales en Ly x Ly S N =Ly x
X Ly, es a> = [Nl = [Ly|ILy) y ILy| < a,i=1,2, Luego |[Ly| = a = [Ly),
c.s.q.d.

Observacién (seguimos la notacion de (2)):  Sea G un grupo verificando la
condicion (*). Supongamos que Ci{S(G)) = S(G). Q € Syl (G), con q un
primo #p, donde p* = |S(G)|. Entonces, si (**)|{g" | be Q}| = cte, ¥ g € S(G)*
se tiene una de las posibilidades siguientes:

1) Q es ciclico o cuaternio generalizado y Q actua semirregularmente, o
sea:

{g"Ibe Q}l =10l Vg e S(G)*

i) n=2,p=2"—1 es un primo Mersenne y Q es diédrico de orden
2m* 1o semidiédrico de orden 2™*2.

i) n=2,p=2"+1esprimo de Fermat y Q = T,(p).

iv) n=4,p=3y0Qe{T3), (DsQs)c,}-

En efecto, la condicion (*) implica que S(G) ~ C, x -¥- x C, para un
cierto primo p. Dado Q e Syl (G), con g # p, Q actia por comugacmn sobre
S(G)* fielmente, pues CG(S(G)) = S(G). La condicion |{g®| b e Q} = cte,
V g € S(G)* equivale a decir que dicha actuacion es 1/2-transitiva (del Teore-
ma 1 se deduce que G actiia por conjugacion sobre S(G)* 1/2-transitivamente,
pues |CL(g)| = cte, V g € S(G)*, pero esta condicion no implica la (**), si bien
la sugiere), ahora el resultado es consecuencia inmediata del Teorema 19.6
de (2).

2. GRUPOS CON SOCLE NO RESOLUBLE

En el teorema siguiente obtenemos una acotacion superior para una
funcion lineal en B(G) y a(G), donde G € o/, tiene S(G) no resoluble,

Teorema 2:  Sea G € o/, tal que S(G) no es resoluble. Entonces:

t =1+ (BG) — 13 + «G)
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Demostracion: Como S(G) no es resoluble, existe L, normal minimal no
resoluble. Sean L,, ..., L) los restantes normales minimales de G.

Afirmamos que para i > 1, los Gnicos normales de G contenidos en
L\L, =L, x Lysonl, L, L;yL, x L;[l] En efecto, si N <« G es tal que
N # L, x L;entonces [N,L]<NNL;=1, para j=1,i luego
N < CgLp),j=1,i,y N < CgL, x L)YN(L; x L) = Z(L, x L)
= Z(L,) x Z(L) = Z(L;) = L, 0 1, segin sea o no abeliano, asi N # L,y L,
minimal implica N = 1. Claramente [1] implica:

(Ly x L)N(Ly x L) =Ly, ViFj=2 2]

Sea y(L; el nimero de clases de conjugacion de G distintas de {1} que
componen el normal L, Como L, no es resoluble entonces |L,| es divisible por
al menos tres primos, luego y(L;) = 3 [3].

Sea T = () L, Entonces (L, x L)NT = L, U L; por [1]. Luego los

k> 1
elementos de L; x L; — (L; U L;), que son de la forma:
Ll lielLf, lelLf [4]

estardn en clases de conjugacion de S(G) — 7. Ademas, si [,[, y [{I] son
elementos de tipo [4], entonces CLg(l,l;) = CLg(}l)) implica l] ¢ iy, & [
por ser el producto directo, luego el nimero de clases de conjugacion que
originan los elementos [4] es al menos y(L,)y(L;) = 3y(L;) = 3. De [2] se
sigue ((L; x L) — (L, ULY))N((L, x L)) = ¢, Vi #j > 1. Asi pues, en
S(G) — T tenemos al menos (B(G) — 1)3 clases de conjugacion. Por otro
lado, en T tenemos al menos B(G) + 1 clases de conjugacion y en G — S(G)
exactamente a(G), luego:

HG) = a(G) + (B(G) — 1)3 + B(G) + 1

Corolario: G es un grupo verificando S(G) no resoluble y B(G) =
= r(G) — a, con a < 8, si y solo si, G es uno de los grupos siguientes:

A-, As, PSL2, q), ¢ = 7,9, 11, 6 13, SL(2, 8),
25’ PGL(z’ 7)’ AS X, C29 M9'

Demostracion: Si G = S(G) = G, x - x G, x Z(G), con los G, sim-
ples no abelianos, entonces 1(G) = r(G,) -  H(GYIZ(G) = 51Z(G) y p(G) < s
+|Z(G) — 1.

Asi 5%Z(G) — (s + |Z(G)| — 1) < #(G) — B(G) = a < 8fuerzas =1y
|Z(G) < 2,luego 0 G = A5 x C, o G es simple en cuyo caso r(G) < 9y asi
aparecen los grupos:

A+, As, PSL(2, 7), PSL(2,9), PSL(2, 11), PSL(2, 8), PSL(2, 13).

Supongamos S(G) < G, es decir, a(G) = 1. Si a(G) = 1 6 2, entonces G es
resoluble, luego podemos suponer a(G) = 3. Si a(G) = 3, entonces necesaria-
mente G = X5 0 My. Supongamos a(G) = 4. Por el Teorema 2 se tiene (5(G)
— 13 + a(G) < 7, luego B(G) < 2. Afirmamos que B(G) = 1. En efecto, si
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B(G) =2y S(G) = L, x L,, entonces r(G) < 10 y el numero de clases de
conjugacion de G que componen S(G) = L, x L, es al menos:

y(L)Y(Ly) + (L) + y(L,) +1>8

luego a(G) < 2 #. Asi pues, B(G) = 1 yr(G) <9.Sea S(G) = L, ~ A x "
x A,cont = 1y A simple no abeliano.

Sit > 2yp; (i =1,2,3)son tres primos que dividen a |A|, entonces L,
tiene elementos de ordenes 1, p;, py, ps, PiP2> P1P3> Y P3P2» luego el numero de
clases de conjugacion que compone L, es mayor o igual que 7 y, por tanto,
a(G) < 2 #. En consecuencia, est = 1 y S(G) = A4 simple. Como a(G) = 4,
entonces: .

l{o(@)lge A}l =405

y asi 4 € {45, PSL(2,7), PSL(2,9), SL(2, 8)}.

CiA) < G,B(G) =1y A < Cy(A) implican Cx(4) = 1y 4 < G < Aut-
(A).

Sid=A45,G =Z5y a(G) = 3 #.

Si A =PSL2,7), G = PGL(2,7), siendo para este a(G) = 4y r(G) = 9.

Si A = PSL(2,9), entonces PSL(2,9) < A < PI'L(2,9) y
G € {PGL(2,9), PGL*(2,9), PXL(2,9), PTL(2, 9)}, siendo para estos grupos
r(G) = 11 6 a(G) = 3 #.

Finalmente, si 4 = SL(2, 8) entonces G = PI'L(2,8) = [PSL(2,8)]C; ¥y
HG) =3s+(09 —9)/3 =11 #
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