Dualidad y tonelacion en 4 ,(E)

Por RAFAEL CRESPO

Recibido: 5 de mayo de 1982

Presentado por el académico numerario Manuel Valdivia Urefia

Summary

In this paper we give a representation of the topological dual of the vector valued semi-
echelon sequence space 4,(E), and conditions for the barrelledness of this space.

Sumario

En este articulo se da una representacion del dual topoldgico del espacio semi-escalonado
vectorial A,(E) y se encuentran condiciones para la toleracion del mismo.

Los espacios vectoriales que usaremos se supondran definidos sobre el
cuerpo K de los numeros reales o complejos. Con la palabra espacio
designaremos un espacio vectorial topoldgico localmente convexo y separado
E, cuya topologia supondremos definida a partir de una familia de seminor-
mas {p, : i € I'}. E" designard el dual topologico de E. Para un par dual {E, F),
o(E, F) y B(E, F) son, respectivamente, las topologias débil y fuerte asociadas
al par. B° representara el polar en F de un subconjunto B de E. Por
comodidad al dual fuerte de E lo denotaremos por Ej. 4 sera la familia de
subconjuntos de E, absolutamente convexos y débilmente acotados. Si B < E,
y es cerrado, acotado y absolutamente convexo, E, denotara el espacio
normado que se deriva del calibrador de B. Por EN y E™) entenderemos el
producto y la suma directa de una cardinalidad numerable de copias de E.
Usualmente escribiremos o = KNy ¢ = KM,

Dado A un sistema de escalones se definen:

A={b)ew:(ab,)el, VY(a,)e A} (espacio escalonado)

o = {b)ew:(ab,)eEc, V(a,)e A} (espacio semiescalonado)

Siendo A* el alfa dual de 4, y m una familia de subconjuntos absolutamente
convexos, normales (1%, A)-acotados que formen un sistema topologizador
segiin [1], se define en A, la topologia m,, que se deriva de las seminormas:

qM((bn)) = Supu {|aubnl : (Cl”) € M}’ M € nl
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Supondremos, salvo que se indique lo contrario, que A, viene dotado de tal
topologia. " denotara la familia de los subconjuntos absolutamente convexos
a(A*, Z)-relativamente conpactos. Estos espacios se estudian en [1].

Dados 4, y E, se define de forma natural el espacio semiescolado vectorial
como:

A(E) = {(x,) € EN: (pi(x,)) € 2o, Viel}

que resulta ser un espacio al dotarlo con la topologia que se deriva de las
seminormas:

pul(x,) ) = sup (sup, lapi(x,) : (a,) € M)

Estos espacios, analogos a los correspondientes espacios escalonados vectoria-
les que se estudian en [3] y [8], se definen en [2], donde se dan sus
propiedades hereditarias y de representacion tensorial.

Pretendemos ver, en primer lugar, en qué condiciones se puede dar una
caiacteiizacion del dual topologico de A,(E). Para ello seguiremos un método
general ya utilizado en [3], [6] y [8]. Particularmente la adaptacion de las
técnicas de este ultimo nos parece la mas adecuada para nuestro tipo de
espacios. Como es evidente al observar las demostraciones, éstas dependen
fuertemente del hecho de que las secciones converjan a cada elemento de
Jo(E). Por esa razén, supondremos que m < % (igualmente se podria, como
en [8], caracterizar de partida el dual del subespacio formado por los
elementos que sean el limite de sus secciones; la distincidon es minima en virtud
de la proposicion 10 de [2]). Supondremos también la condicién no muy
restrictiva de que A, = Aj (lo cual se da en la mayoria de los casos; ver [1]).

Si {, > es la forma bilineal asociada al par {E, E’), escribimos:

J(E)* = {(u,) € (ENN: (Kx,, u,) € I's (x,) € A(E)}
Ademads, al ser A perfecto, se puede considerar el espacio:
ASER = {,) € (ENV: (qply,) € 45 B e By}
donde g g es el calibrador asociado a B.
Proposicion 1:

Ao(E)* = A5(Ep)

Demostracion. Sea (y,) un elemento de A,(E)* y sea B o(E, E’)-acotado
bsolutamente convexo, deberemos probar que si:

qpy) = sup {|<{x, yJ| : x € B}

entonces (qg(y,)) € A5 En efecto, sea (b,)e 4, por definicion si (a,) es un
elemento de 4%, (a,b,) € ¢,
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Para cada natural n sea x, un elemento de B tal que:

qpy,) < Kx, y0l +1/2"-b), si [b| # 0

qpy) < IKx,, yol + 1/2% si b, =0
Entonces para todo n se tiene:
1blggdy,) < [Kb,x,, yol + 1/2"
Al ser B acotado, para toda seminorma p; en E, existe un r; positivo tal que:
pix) <r, n=12, .

luego |aubu|p1(xu) < I |Cl“b“1, de donde (aubupx(xu)) € ¢ Yy, por t'dntO,

(b,x,) € AJ(E), y asi:

Z bquo(yn) < Z |<bnxn7 yn>| + Z 1/2”
n=1 n=1

n=1

de donde se deduce la conclusioén deseada.

Proposicion 2. Si f'es una forma lineal continua sobre A,(E), entonces admite
una unica representacion de la forma:

<f’ (xn)> = Z <xn’ yn>

n

para todo (x,) € 4o(E), siendo (y,) un elemento de A,(E)*.

Demostracion. Sea e, el k-ésimo vector unitario de w. Sea x en E no nulo;
para cada n sea y, en E’ tal que:

x, p0 =<Lfiex), x€eE

Por continuidad se puede encontrar i en I, M en m tal que si (x,) es un
elemento de A,(E):

l<f’ (xn)>| < pMi(xu))

Al ser M acotado coordenada a coordenada, existen reales r, que son dichas
cotas. Asi, y, € E’, pues:

I<x, yol < pyde,x) = sep {sup, la,lp(ex): (a,) e M} <r, p(x)
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Sea ahora (x,) € A,(E); al ser f continua y como las secciones de (x,) (x¥),
convergen en Ay (E) se tiene:

G (e)y = limy <f, 0B = limg <f Y, e,

k

= hmk Z <X", yn> =

n=1

Y X Yy
=1

1
Tomamos ahora escalares de modulo unidad de forma que:

i<'\jll’ y‘l>} = 11“<X“, .VI1>

luego:

2 1<yl = < (hx,)> < +coo, porloque (y,)e 2(E)
n=1

Colorario 3:

IE) < 2o(E)

Demostracion. Es una reformulacion del resultado anterior, identifican-
do espacios.

Estamos ya en condiciones de caracterizar el dual de A,(E) ahora que
vemos que se puede considerar como un espacio de sucesiones vectoriales,

Proposicion 4. El dual de 4,(E) es el conjunto de las sucesiones (u,) con
valores en E’ tales que para todo n:

u” = blly”

siendo (b,) una sucesion en A3 e (y,) una sucesion equicontinua en E.

Demostracion. Sea (u,) una sucesion tal y como se la describe en las
hipoétesis. Sea (x,) € A,(E):

o]

Z <X”, un

n=1

e e}

< Y b 1<x vl

n=1

Para todo x en E, y para todo natural n, existe un i € | tal que:

|<X5 yu>| < pi(x)
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Sea (a,) € A%, tal que (b,) € A%,, es decir:

(e}

|b,J/la,| < +o0
1

n=

(donde el cociente se supone cero si a, es cero). Sea M € m de forma que
(a,) € M, entonces:

oo}

< Y Ib/a, - sup,lalp{(x,) < <§ lb,.l/la..|>pM,((x,,))

n=1

©
Z <X", u,
n=1

luego (u,) € 2o(E)".
Recipiocamente sea (u,) en 4,(E)  siendo fla forma lineal que determina,
Por continuidad existen un i e I, M € m con:

ZI <xu’ uu < th((xu))

n=

Sea:
V={xeE:p(x) <1} y qulu) =sup {Kx,u)|:xeV}

Aplicando la desigualdad anterior al elemento cuyas coordenadas son todas
nulas salvo la n-ésima, que vale x, se tiene:

|<x’ un>[ < rnpi(x)’ X € E

donde los r, son las cotas de las coordenadas de M. Luego q,«u,) <r,
Escribimos entonces para cada n:

Yu = /g yu,)
si el denominador es no nulo, valiendo cero en otro caso. (y,) es equicontinua

en E'.
Sea (c,) € 4y; para cada n se puede encontrar un x, en V tal que:

qple,u,) < 1<x,, cu,yl + 1/2"
Si denotamos por (z¥) = (¢,xy, ¢3%3, ooy €% 0, .., 0, ..), k=1, 2, ...
k
”; X ety = f(20) < ppd @) < 7
donde:
r = sup (suplc,a,l : (a,) € M)
luego:

({xp ) €11
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y, por tanto:

(C,,q Vo(uu)) € ll

Es decir:
(qyw,)) € 45

lo que finaliza la demostracion.
El siguiente resultado es inmediato:

Corolario 5. Un subconjunto de 4,(E)’ es equicontinuo si, y sélo si, es de
la forma:

{(bny") : (bn) € 13’ (yu) < VO}

siendo 7 un entorno de cero en E.

Nos interesara ahora centrarnos en saber bajo qué condiciones se satisface
la igualdad A(E)" = Aj(Ep). Para cualquier espacio A, semiescalonado incluso
dotado de la topologia seminormal se pueden encontrar espacios E que no
satisfagan la igualdad. Sea, por ejemplo, E [¢(E, E")] que no sea casi-tonelado.
Se puede entonces encontrar en E’ un fuertemente acotado que no es finito
dimensional. Segun sabemos, /,(E) estd formado por las sucesiones (u,) de E’
que se pueden descomponer como u, = b,y, con (b,) € A5 y con (y,) finito
dimensional en E’. Si tomamos una sucesion fuertemente acotada e infinito
dimensional en E’, (z,), el elemento (b,z,) estd en A§(Ep), pero no en Ay (E)".

Entre aquellos casos en que se verifica la igualdad, y por su sencillez
seflalamos:

Proposicion 6. Si E es normado:
I(EY = J5(Ep)

Demostracion. Sea ||| la norma en E, y consideremos (u,) en E’ tal que
(lu,l]) € A% se define y, = u, - llu,)| "' siu, # 0, valiendo cero en otro caso. (y,)
es equicontinua, luego por la proposicion 4 (u,) es continua sobre A,(E).

La siguiente definicion fue dada por Rosier [8], por primera vez y para
espacios de sucesiones perfectos. Aqui vamos a extenderla a los espacios de
tipo semiescalonados, de forma que si decimos que un espacio de sucesiones la
cumple, puede tratarse de un caso u otro indistintamente. Sea E un espacio y
4, semiescalonado. Sea 4 un acotado normal en 4, y B un cerrado, acotado y
absolutamente convexo en E. Se define:

(4, B) = {(x,) € A(E) : x, € Ep, (pg(x,)) € A}

que obviamente es un acotado en A(E). Si 4 <« A" y B < B’ entonces
(4, B) < (4', B").
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Se dice que E es fundamentalmente j,-acotado si la coleccion (4, B) es un
sistema fundamental de acotados de A,(E) cuando 4 y B recorran sendos
sistemas fundamentales de acotados en A, y E.

Esta definicion es una generalizacion de la propiedad (B) de Pietsch (ver
[7]) que corresponde al concepto de I'-acotacion fundamental (por supuesto
en el contexto de espacios perfectos).

Proposicion 7. Si E es fundamentalmente J,-acotado para 1, semiescalo-
nado, entonces:

A(E)* = A5(Ep)

Demostracion. Por la proposicion 1 bastard probar que A5(Ep) < Ao(E)™.
Sea, pues, (u,) en A3(E") y sea (x,) € A,(E); se pueden encontrar 4 y B de forma
que (x,) € (4, B), luego (p(x,)) € 4y, ¥ como (qpdu,)) € 43, se tiene:

Z '<Xn’ un>| < Z pB(xu)qB"(un) < +oo.

n=1 n=

’

Un espacio E es g-casi tonelado si toda sucesion fuertemente acotada en E
es equicontinua. Claramente la clase de los espacios g-casi tonelados contiene
a la de los espacios casi tonelados.

Proposicion 8. Si E es g-casi tonelado, y Ej es fundamentalmente A3-
acotado para A,-semiescalonado, entonces:

A(E)" = A(Ep)

Demostracion. Sea (u,) en J5(E’); si D es un acotado ¢(E’, E)-cerrado de
E’ entonces (gp(u,)) € A3; asi, pues, Para cada n se define:

yn = U,,/q D(un)

si el denominador no se anula valiendo cero en otro caso. y, € D,n = 1, 2, ...,
al ser E o-casi tonelado, la sucesion es equicontinua. Basta aplicar la
proposicion 4 para asegurar que (u,) estd en J,(E)".

Como una aplicacion de los conceptos anteriores, vamos a estudiar la
heredacion de las propiedades de tonelacion y casi tonelacion del espacio E a
Ao(E). Para ello, seguiremos el método utilizado con éxito por A. Marquina y
J. M. Sanz Serna [5], con respecto al espacio ¢,(E). Si bien en aquel caso se
usa la nocion de la propiedad (B) de Pietsch (fundamental (c,)*acotado), aqui
necesitaremos los conceptos anteriores.

Supondremos que el espacio semiescalonado 4, viene dotado de su
topologia seminormal, es decir, a partir de las seminormas:

q(‘( (bll)) = Supll Ia”bll|’ a = (all) e lx
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Proposicion 9. Sea B un acotado, absolutamente convexo de E, y
sean (a,) € 4%, (u,) € 4,(E), entonces o = f3, siendo:

a = sup {|(x,), ()] : (x,) € (E), (a,x,) € B}

B =% (Ua) sup {I<x, w)l : x € B}

Demostracion. Sea (x,) € A(E) y (u,) € Ay(E)":

IKCx,)s )] =

©
S z |<X”, M”>| <
n=1

2 e )
n=1

e 9]

< Y 1/a,-sup {|<{x,u,)| : x € B}

n=1

ya que (a,) € A*y a,x, € B. Tomando ahora supremos para (x,) en A,(E) con
a,x, € B se tiene que: :

o< p
Reciprocamente, sea ¢ > 0 y k un natural:
sup {|<x, u| : x € B} < <ax; u;y + ea;/k
conax,e Byl1<i <k, es decir:
1/a; - sup {|<x, a;)| : x € B} < {x;,u;) + ¢/k
sumando se obtiene:

k
1/a; - sup {|[<x, udl i xe B} < ) {xpu) + ¢
i=1
Escojamos el elemento de Ay (E):

(X1 X9y ooy X450, ..., 0, ..), ax;€B, 1 <i<k

entonces:
k
Y lja;-sup {{x,u)| :xeB} <a+e k=1,23,..
i=1

de donde si k tiende a infinito f < a + ¢, para todo ¢, luego a = f.

Proposicion 10. La topologia normal de AJE’) induce en A,(E) la
topologia fuerte B(Ay(E)’, Ao(E)).
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Demostracion. Sea B un cerrado, acotado, absolutamente convexo en E,
y sea (a,) € A*. Si:

qBO(un) = Sup {l<x9 un>[ tXE B}

se tiene:

Sup {|<(xu)7 (u,,)>| : (X“) € /‘{O(E)’ anxn € B} = Z l/ll” : LIB“(un)

n=1

Sea B = {(x,) > Ay(E): ax, > B,n =1, 2, 3, ...} es absolutamente convexo
y débil acotado ya que si (x,) € B, (u,) € A(E) < INE p), entonces:

Z |<X", M”>| = Z l/an ’ [<anxn9 uu>l < Z l/au ) qBO(un) =T
n=1 n=1

y, por tanto, la igualdad inicial es entre las seminormas que definen la
topologia B(A,(E)’, /10(E)) y la topologia normal de Aj(Ep). Tengamos en
cuenta que los conjuntos B forman un sistema fundamental de acotados en
Ao(E).

Proposicion 11. El espacio A,(E) es casi tonelado si, y sélo si, E es casi
tonelado y su dual fuerte Ej es fundamentalmente Aj-acotado.

Demostracion. Si E es casi tonelado, en particular es o-casi tonelado y
como E’ es fundamentalmente A3-acotado por la proposicion 8:

Ao(E) = A5(E})

Sea H un acotado para la topologia B(A,(E), A,(E)) en A,(E). Por la
proposicion anterior es acotado en la topologia normal de A3(Ep) y al ser Ep
fundamentalmente Aj-acotado, existe un M B(E’, E)-acotado absolutamente
convexo y o(E’, E)-cerrado tal que:

Z l/an ’ qM(un) < 1
n=1

al ser E casi tonelado, M es equicontinuo, luego H es equicontinuo por el
corolario 5.
. Reciprocamente, supongamos que A,(E) es casi tonelado. La aplicacion:

J(E) = E, r((x,) = x

es lineal, continua y sobre (ver [2]). Por otro lado, es facil ver que es abierta,
luego es una aplicacion cociente y, por tanto, E es casi tonelado. El espacio

Jo(E) es B(A,(E), /IO(E)) casi completo, sucesionalmente denso en A"(E,;) al
contener a las secciones de cada elemento, luego por la proposicion anterior:

o(E) = Ay (E/j)
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Sea H un acotado de A3(E’); al ser A,(E) casi tonelado, es equicontinuo, luego
existe un equicontinuo en Ej tal que:

Y 1/a, - qy(u,) <1 (U equicontinuo)

n=1

para(u,) € H.
Por el teorema de Banach-Mackey ([4], pag. 254), U es B(E’, E)-acotado,
luego Epes fundamentalmente Aj-acotado.

Corolario 12.  Sea E localmente completo. A,(E) es tonelado si, y solo si,
E es tonelado y su dual fuerte es fundamentalmente Aj-acotado.

Demostracion. Basta usar el resultado anterior y el simple hecho de que
Jo(E) es localmente completo si, y solo si, E lo es.

Los resultados de [5] se obtienen como corolario de los anteriores.
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