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Abstract

Let 4 be a Montel Dubinsky echelon space with decreasing steps. Let u be a perfect Frechet-
Montel space. If 7 is the (p-r-s)-projective tensor topology, 4 @ u is a Montel space.
T

Resumen

Sea A un espacio escalonado de Dubinsky con espacios escalones decrecientes, y que es de
Montel. Sea u un espacio perfecto de Frechet-Montel. Si 7 es la topologia producto tensorial (p-r-

s)-proyectivo, 1 @ u es un espacio de Montel.
T

1. EL PRODUCTO TENSORIAL (p-r-s)-PROYECTIVO

Los espacios vectoriales usados en este trabajo estdn definidos sobre el
cuerpo K de los nimeros reales R o de los complejos C. Respecto a espacios
localmente convexos, seguiremos las notaciones habituales (véase [9]). En
particular, si E[7 ] y F[Z ] son espacios localmente convexos separados, F,
representara el espacio [F’, o(F’, F)l; £(E, F,) sera el espacio de todas las
aplicaciones lineales continuas de E[Z ] en F, y %(E, F) el espacio de las
formas bilineales continuas sobre E[7 ;] x F[Zf]. Dado un par dual <E, F),
la imagen de (x, y) € E x F por la forma bilineal candnica asociada a {E, F)
se denotara por {x, y>. Representaremos la norma de un espacio normado E
por ||'||g, el conjunto de los nimeros naturales no nulos por N y la recta real
ampliada por R. Si E[Z g] es un espacio localmente convexo, #(E) denotara
una base de entornos de cero absolutamente convexos y cerrados en J ¢ y py
el calibrador de Minkowski de cada U € %(E).

Sea r € R tal que r > 0. Si {4, i e N} c K, definimos

) 1/r
<Zl/li|’> eR si 0 <r < w
A =3 V=1 _
: sup A4l e R si r = oo,
ieN

* Subvencionado en parte por la Comision Asesora de Investigacion Cientifica y Técnica,
proyecto nimero 258/81.
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Si {x;, i € N} es una sucesion en el espacio localmente convexo E[J g], para
cada U € %(E), definimos

oo} I/r
Supo (Z |<xi’ Y>|'> € R si O <Fr < oo
N, v = yeUs \i=t
sup (

sup [{x;, y>|> eR si r = oo
yeU°

ieN

Sean ahora p, r, s elementos de R tales que

0 <p,r,s <o, 1< +

N | -

1
+ - < oo.
s

| -
= -

Dados los espacios localmente convexos E[J ;] y F[Z ], paracadaue E QF,
UeUE)y U e UF) definimos

Mullly, y = inf (Al - NI, v - NG5, v )

donde el infimo se toma sobre todas las representaciones de u de la forma

u= Y ix; @y
i=1
con 4 elK,x;€E, y;eF,i=1,2,..,n8Siqg =1
Hu”u, v = Illulllu, 1) VueE ®F
es una seminorma en E Q) F (véase [7]). Si0 < g < 1, (1) es una g-seminorma

en E QF tal que el calibrador de Minkowski ||u||y, ; de la envoltura convexa
del conjunto

{ueEQF /lully,, < 1}

. = . .
es una seminorma en E (X) F. En cualquier caso se tiene

VxeE VyeF, |lx @ylly vy = puXpp). 2

Entonces, para 0 < g < 1, la topologia producto tensorial (p-r-s)-
proyectivo en E Q) F es la topologia localmente convexa T, (0 T simplemente
si no hay peligro de confusion) en E ) F definida por la familia de

seminormas

{Illy, v» U € %(E), V € UF)}.

Denotaremos por E Q) F el espacio [E Q) F, 7. La topologia 7 es menos fina

que la topologia pro;ectiva 7 y mas fina que la topologia inyectiva ¢ (véase
[7]). Por tanto E X F es de Hausdorff'si E y F lo son. En tal caso denotaremos
T .
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por E @F la completaciéon de E X) F. El dual (E ®F )" es un subespacio de

T T T
A(E, F) que contiene a E’ R) F’. La topologia producto tensorial (p-r-s)-
proyectivo ha sido introducida por Michor en [7] para el caso de espacios de
Banach.
Como casos particulares de t tenemos:

a) Ti, 0, 0 = 7 (ver [7]).

b) Sil/p + 1/p" = 1, las topologias 7, » , y T
topologias g, y d, de Saphar (ver [7] y [8]).

¢) Sig=1yl/s+1/s =1,1,, eslatopologiaa, ¢de Lapreste (ver [6]).

El siguiente resultado, que necesitaremos mas adelante, es un caso particu-
lar de un teorema de Harksen (ver [2]).

e coinciden con las

p,r,s

Proposicion A. Sea 1 una topologia tensorial (p-r-s)-proyectiva. Dadas
las familias arbitrarias {E,[Z ], a € A} y {F,[Z ), b € B} de espacios
localmente convexos, se tiene el isomorfismo

(n=)e(nr)-,0., (80

ae A T \beB (a,b)e A x B

2. ESPACIOS ESCALONADOS DE DUBINSKY

El conjunto de todas las sucesiones x = (x;) de elementos de K se
representard por w, siendo ¢ el subconjunto de w formado por las sucesiones
con todas las componentes x; nulas excepto un numero finito de ellas. Una
notacién como (xjf) representara una familia de sucesiones dependientes de
los indices n, k, j, siendo x/f la componente i-ésima de cada sucesion de la
familia. A veces escribiremos (x;});2; para destacar el indice que sefiala las
componentes de la sucesion.

La sucesion (x;) tal que x; = 1y x; = 0 paraj # i, se representara por (¢,).
Sia = (a;), escribiremos 1/a = (1/a;) supuesto que todos los g; sean no nulos.
El resto de la notacion utilizada y no definida explicitamente es la habitual en
la teoria de espacios de sucesiones (véase [5]). Si 4 es un espacio de sucesiones
y a = (a;), se define el transformado diagonal de 1 como al = {(a;x,)/(x;) € 1}.
Llamaremos espacio perfecto de Frechet a un espacio perfecto de sucesiones A
que sea de Frechet con la topologia fuerte g(4, ™).

Siguiendo a Dubinsky [1], un espacio A de sucesiones se llamar4 escalon si
se cumple que

1) A es perfecto.
2) [A, B(4, 17)] es normable y completo.
3) ' cdcl™

Sea ahora {a* = (a¥), k € N} una familia numerable de sucesiones de
numeros reales y {4,, k € N} una sucesion de escalones tales que

4) 0 < a¥ < a**! para todo i, k en N.

1
5) Py Aesy < o A para todo k e N.
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Entonces se dice que (a*, 1) es un sistema escalonado y que

=L M)

k=1 Ak

es un espacio escalonado de Dubinsky determinado por (a*, 4,). Dado el
espacio escalonado (1), consideraremos los espacios

A=k YhkeN. )

Se verifica que A4y = a*/; y que

0

A= d'N o= | A
k k=1

=1

(véase [1]).

En cada escalon A, y en cada A4,, k € N, consideraremos siempre las
topologias f(4, A )y B(Aw A ), respectivamente. Si |||, es una norma en 4,
que define la topologia B(4;, 4;), entonces B(A;, Ax) esta definida por la
norma

V (x) € Aps ”(xi)HAk = ||(a:‘xi)||,1,(-

Por tanto, si L, es la bola unidad cerrada de 4,, la bola unidad cerrada de 4,
es

Si tomamos el polar BY en A; para cada k € N, por 5) y usando una norma
equivalente en 4, y en A4, si es preciso, se puede suponer que

B = BY,,, VkeN. 3)

En A, consideraremos siempre la topologia J ; definida por la familia de
normas

Vxped el = lIx)lly, Y keN.
Esta familia de normas es creciente con k y la familia de conjuntos

Ud) = {(x) € 4/ lIx)lle < 1/k}, keN

es una base de entornos de cero para ;. Dubinsky ha demostrado ([1]) que,
dado un conjunto M o¢(1*, A)-acotado, ex1ste keNtalque M = A, y M es
a(Ay, Ap-acotado. Entonces J; coincide con la topologia fuerte B(4, ).
Ademas, si [A, 7] es de Montel, entonces A* = 1.
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Nota 1. Dado un espacio escalonado de Dubinsky (1), si la sucesion de
espacios escalones es tal que A,,; < 4, para todo k € N, como 4, es un
espacio normable, usando una norma equivalente si es necesario, se puede
suponer, y supondremos de ahora en adelante en estas circunstancias, que

Ly, =L, VkeN. ()]
Entonces 5) es consecuencia de 4) y (3) de 4) y (4).

Definicion 1. Una representacion reducida del espacio escalonado (1) es
una expresion

k=104

donde {60,, k € N} es una sucesion de espacios de sucesiones que verifican las
condiciones 2) y 5) anteriores y ademads las siguientes:

6) a* es denso en [0, B(0 07)], para cada k € N.
7) Dada una norma [[-||o, en cada 6, que defina la topologia (6, 0¢), la
topologia Z ; en A esta definida por la familia de normas

V(x)ed el = llaixlle, ¥ keN.

Necesitaremos para demostrar la proposicion 1 un resultado de Y. y T.
Komura ([4]):

Proposicion B.  Sea A un espacio perfecto de sucesiones. Sea 4, la clausura
de ¢ en A respecto a la topologia bornoldgica asociada con (4, ™). Entonces
A% = (A)* y los conjuntos (1™, Ay)-acotados y a(4™, A)-acotados de 1* son
los mismos.

Proposicion 1. Cada espacio escalonado de Dubinsky (1), tiene una
representacion reducida (5) tal que, paracada ke N, 8, < 4;; 07 = A y (4,
) induce en 6, la topologia B(6;, 0;).

Demostracion. Sea 0y la clausura de a*A en ;. La clausura (4,), de ¢ en 4,
respecto a la topologia bornologica asociada con f(4;, 4; ) es la clausura de ¢
en 4, por ser 4, bornolégico. Entonces

® < (Ao < O A4

y por la proposiciéon B, obtenemos 6, = A;. También se deduce de esta
proposicidén que los conjuntos o(4;, Ay)-acotados y los a(4;, 0,)-acotados de
A son los mismos. Por tanto, (4, 4;) induce la topologia B(0,, 0;) en 6,y
se cumple 2). En 6, consideraremos la norma inducida por 4,.

Por definicion de 6, se verifica 6) y

1
VkeN, Ac— 0,
a
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Entonces, por (1) obtenemos (5). La condicion 7) es inmediata. Finalmente, si
v es la clausura de A en A,, k € N, es facil ver que a*v, = 0,. Por (3) se verifica
Vk+1 < Vi, k € N, con lo cual 5) se cumple para {6, k € N}.

En lo sucesivo, dada la representacion reducida (5) de 4, escribiremos
1
Hk(l) = EE Bk, keN

y consideraremos siempre en 0, y en H;(4) las topologias B(6;, 0:) y B(H«(?),
H(A)*), respectivamente; esta ultima esta definida por la norma

V (x) € HiD), 1elln,a = liaixdll,

siendo A denso en H ().

Lemal. Dadoe¢ >0ykeN,sean VyW:

= {(x) € 2/ ll@x)llg, < &}

W = {(x) € H{D / ll@ix)lls, < &}.

Entonces ¥ es denso en W y el polar 7° de V en A coincide con el polar de W
en Hy(2)™.

Demostracion. La densidad de V en W es inmediata por la definicion de
0,. Como la convergencia en H,(4) implica la convergencia coordenada a
coordenada, por normalidad de ¥, obtenemos que V° < HiA)* y esto
demuestra el lema, pues W es absorbente en H (1)

En lo sucesivo, dada una topologia tensorial (p-r-s)-proyectiva t y dados
los espacios escalonados de Dubinsky p y A, usaremos el siguiente sistema

fundamental de entornos de cero en p ) 4:
T

Ey, = {ueup ® A/ ||u||Uk(,,), v < 1/kn}, k,ne N.

Tenemos asi:

Lema 2. Sean k, n y m numeros naturales y

W = {(y) € HiAD / ll(aty)llg, < 1/n}
F = {uepn@HD / llully,w, w < 1/nm}.

Entonces E,,, €s denso en F respecto a la topologia inducida por u &) Hi(4) vy,
T

por tanto, también respecto a la inducida por u ) H,(4).
T
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Demostracion. Si
t
u= Yy uxHQOHeF

h=1

es tal que

ullly, g, w < 1/nm, (6)

por la densidad de A en H (1), paracada h = 1, 2, ..., t, elegimos una sucesion
{(y4), n € N} en A que converge a (y*) en H(A). Como W es equicontinuo
para B(H (%), H(A)*), resulta que

t

u, = 3, o(x}) @ i), nmeN

h=1
verifica
Hm [lu, — ulllf, gy, w = 0 (M
v 00
y por el lema 1
Hm [l g, v = (llullly g, w = [l w

Entonces, por (6), existe wo € N con u,, € E,,, si w = wy y, por tanto, u,
converge a u en u X) H(4), ya que (") es el limite de {(y3), v € N} en Hy(A),
T

h=12 ..t

Como cada elemento de F es una combinacion lineal convexa de elemen-
tos tales como (6) y la =-topologia es mas fina que la t-topologia, la
demostracion queda terminada.

Proposicion 2. Sean p 'y A espacios escalonados de Dubinsky:

21 21
ﬂ=ﬂ—kﬂk 5 lzﬂ‘—lk

k
k=1b k=14

tales que I’ = A*. Sea 7 una topologia tensorial (p-r-s)-proyectiva. Sea ® un

equicontinuo de (u @ 2)’". Entonces existe ko € N tal que @ es equicontinuo en
T
(1 & Hy, (1)
T

Demostracion. Identificamos Z(u, 1) con L(u, A;). Sea [, ¥] el limite
inductivo de la sucesién

[H(3) ", BH(D, 4dD))], ke N
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que es un espacio LF. Cada f'e ® es una aplicacion de u en [A*, #] con gréfica
cerrada. Por el teorema de Grothendieck, existe k € N tal que f(u) =« H(D)* y

fe &(n H()* [BH(AD, AD))).

Con mayor razon serd f e L(p, H(AD)*[B(HLA™, H(D))).
Veamos ahora que existe ko € N tal que

Vie®d f) < Hyh"

Vk > koVfe® feP(u HaD BHMD  HD)]). O

Si (8) no fuera cierto, existirian sucesiones {(x}), n € N} en y, {f,, n € N} en ®
y {k., n € N} en N tales que k;, = 1, k, < k,+, paratodone Ny

VneN, £((xD) ¢ H (D, fl(D) € fiw) = Hy,, (D™ ©)

Sea entonces {a,, n € N} una sucesiéon en K tal que el conjunto P = {a,(x}),
n € N} sea acotado en el espacio metrizable y; para cada (y;) € 4, el conjunto P

& (y;) es acotado en u @ Ay como ® es equicontinuo, el conjunto

M = {f{a,(x)), fe ®, ne N} c A*
es acotado en o(4™, A). Entonces existe 4 € N tal que
M < A,(A)* = H(W)"
lo que contradice lo indicado en (9). Esto, junto a la aplicacion del teorema de
la gréfica cerrada y la observacion que B(H(A)*, Ax(2)) es mds fina que

B(H(A)*, H(A)), prueba la afirmacion (8).
Finalmente, por ser ® equicontinuo, existe k > k tal que ® < Eg,. Por (8)

se tiene ® < (u @ HyA)). Si

W = {(v) € H(A) / [I(aty)lls, < 1/k}

F={uep@H(N /llullyg w < 1/k*},

por el lema 2 se tiene ® < F°, lo cual demuestra la proposicion 2.

3. TEOREMA FUNDAMENTAL

Sean Ay u espacios escalonados de Dubinsky que sean de Montel.

Nota 2. Bajo esta hipotesis, u* = pu’. Entonces cada y € (l@p)’ =

B(4, u) = L(4, uy) puede representarse por una sucesion doble (c;;) en la que

Y((@)) = (cijzi e n”
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porque al ser 4 de Montel, las sucesiones débilmente convergentes de A son
g ,-convergentes, y entonces, si (x;) € 4

We) = 3 @) = (£ xes) ew 0

i= j=1

Ademas, si (y)) € u
W((xi)a (,VJ)) = <(yj)a lﬁ((X,))) = _;1 .; ViXiCij. 2

Siuel @u, escribiremos Y(u) = <u, (c;))).

Nota 3. Mismas hipotesis. Si (¢;)) € (4, Wy T < N, definimos (¢;)) tal
quec;; = ¢;;siie Ty¢;; = 0sii¢ T. Entonces, dado (y;) € p, existe U(4) tal
que para cada (x;) € U,(4) se tiene

KG) @ ), (>l < 1.

Si (x;) € U(A), la sucesion (x;) tal que x; = x;siie Ty x; = 0sii ¢ T, también
pertenece a U,(4) por normalidad. Entonces

V(x) e UD, Kx) Q 1y, €l = KE) @ (), (el < 1.
Por tanto (¢;;) € #(4, ).
Nota 4. Con las mismas hipdtesis, supongamos que
t

z= Y a() 0D = X ak) ® M.

h=1 h=1

Si T = N, sea (x) y (x;") como en la nota 3. Entonces, usando el par dual
{2 ®/l, B(A, > y la nota 3, es facil ver que

Zp = h; (XD Q@ O = ;.; (XM @ (M.

Dubinsky ha probado en ([1]) el siguiente resultado:

Proposicion C.  Sea A un espacio escalonado de Dubinsky

=
A=) = A 3)

k=14
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a) Si Aes de Montel, {(a¥), k € N} es fuertemente creciente, es decir, no
existe ningun idice k, € N ni ningun conjunto infinito J < N tales que exista
una sucesion C,, k € N de nimeros reales de forma que

Vneld,Vk = ko a* < Cuak

b) Si {(a¥), k € N} es fuertemente creciente y 4,4, < A, para cada k € N,
entonces 4 es de Montel.
Podemos probar ahora el siguiente teorema:

Teorema 1. Sean Ay u espacios escalonados de Dubinsky

<1 21
)»=m lk;#'_-m—kﬂk 4)

K
k=104 k=lb

que sean de Montel y tales que A,,; < 4, para cada k € N. Si 7 es una

topologia tensorial (p-r-s)-proyectiva, 4 ® u es de Montel.
T

Demostracién. Ay p son espacios de Frechet-Montel; por tanto, Ay uson

separables y entonces i@u es separable. Por el teorema de Dieudonné-
T

Gomes, el teorema 1 quedard probado si demostramos que toda sucesion

{fine N} que sea of(4 @ 1), A& p)convergente a cero, también es
T T

B((A& 1y, 2 & p)-convergente.
Si' {fr» n eTN} es una tal sucesion, {f,, n € N} es un equicontinuo en
v @ w’. Por la proposicién 1, podemos suponer que (4) es una representa-

T
cién reducida de u. Como u es de Montel, tenemos ¢ = y'. Entonces, por la
proposicion 2, existe ko € N tal que {f,, n € N} es equicontinuo en

(4 ®Hko(/,t))’ y se verifica que
v ne N’ f;x € g(}" Hko(#)x [ﬁ(Hko(ﬂ)x’ Hko(ﬂ))]) (5)
y que
VneN, f,eE} . (6)

Si f, = (c{) (nota 2), paracada i e N e (y;) € u, tenemos

lim () ® 0, > = 0;

n—aoo

entonces {(c{})j=1, n € N} es (1™, p)-convergente a cero; como u es de Montel
es

VieN, lim ()iz, =0 en [u7, p(u™, W) (M

ijlj=
n—oo
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Supongamos que {f,, n € N} no fuera B((A & p)’, 2 & u)-convergente a

. ., ., o
cero. Entonces existiria una sucesion acotada {z,, n € N} en A1)y, una

subsucesion de {f,, n € N} (que seguimos denotando igual) y ¢ > 0 ftales que

VneN, Kz, fol > e ®)

Incluso, por ser 4 @ u metrizable, por densidad, podemos suponer que cada

T
z, € 4 @) u, cambiando cada z, por un elemento adecuadamente escogido de 4
& usi es necesario. Entonces, sea {M,, k € N} una sucesion en K tal que para
todo ke N, M, >0,y

V ne Ns HznllU,‘(A)’ U < Mk. ) (9)

Supongamos que

t

zo= Y o) @ (). (10)

h=1

Las etapas siguientes de la demostracion las expondremos en forma de
lemas. '

Lema 3. Para cadaie N es:

h,
Y amxhyil = 0. (11)

h=1

lim sup Y |cfil

vso peN j=1

Demostracion. Fijado i € N, sea

h, ©
L= {(Z aﬁXé’;.)/?;.) ,nE N} c
h=1 j=1

La envoltura normal de un conjunto acotado de u es acotada. Por (7), es
suficiente probar que L es a(u, p*)-acotado. Dado (w)) € u*, es (&) & (w)) €
(A Q@ w’. Como {z,, n € N} es acotado en A ) u, se tiene

T T

(e o]

hn

n_n n —_
Z OpXin Z yinWi| =
h=1 j=1

sup
neN

= sup
ne N

o hy,
n_n n
Z W; Z CnXinY jh
j=1 h=1

= sup Kz (€) @ W)l < o0.
ne
Entonces L es débilmente acotado.

Lema 4. Para cada n € N, existe m, € N tal que

hll

3

n

n_n n n
Z OnCijXinY jn

h=1 j=1 i=1

e < . (12)

1]
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De nuevo por el lema 4, existe v(2) > v(1) tal que

v(2)
< Z
i=1

uMg

2 o Demem(ymh)

Por tanto, para s = 1 se cumple (13) y (14). Supongamos que se tienen
definidos v(1) < v(2) < - < v(s + 1)y m(1) < m(2) < --- < m(s) de modo
que se cumpla (13) y (14). Por el lema 3, existe m(s + 1) > mf(s) tal que

v(s+1)

h
n 8
D, sup Z eI 3 i) < 5 (15)
i=1 neN j= = 2
y por el lema 4 existe v(s + 2) > v(s + 1) tal que
Us+2) O fyian
e < z Z 2 ahm(s+l)czr}(s+1)x$|l(s+l)y%(s+1)‘ (16)
i=1 j=1 h=1

Por tanto, (13) y (14) también se verifican para s + 1, construyéndose por
induccion las sucesiones del lema 5.

Siguiendo el método de Kothe, elegimos ahora una sucesion {d,, k = ko}
de nimeros reales positivos tal que

2k 1
Ekodk 2k

Consideremos, para cada s € N y cada k > k, el conjunto

M
ﬂs={ieN/v(s)+1<i<v(s+l) y a{‘?—k—d—kaf“)}.
€

Se tiene entonces:
Lema 6. Dado k = kyy s e N, sea D un subconjunto de T, Si (x;) € w,

sea (x;) la sucesion obtenida a partir de (x;) haciendo cero las componentes
que no estan en D. Entonces, si (x;) € Uy(4) es

Mkdk

(x) € Up (D) a7

y si (w) € Uy (D° es

Mkdk

(W) € Uy(A)". (18)
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Demostracion. Por hipoétesis, para todo k € N es 4,., = 4, Entonces,
por la nota 1, como A’ = A* (por ser A de Montel) es

Mkdk - < Mkdk -k _
(x)|| = sup xa;°w;| =

& ko w) e Ly i=1

M
= sup Midy xakw;| < sup Y |xiafwy| <
w)elLl ieD w)eli ieD

. 11
< sup Y Ixatwl < Gl < — < —
(W() € L?; ieD k ko

con lo que se demuestra (17). (18) es una consecuencia facil de (17).

Lema 7. Con la misma notacion e hipétesis del lema 6, a partir de (10)
definimos

h"
Jp = Y %) @ ), neN. (19)
h=1
Entonces
n 8
IWbllu, @, v < 4 VneN. (20)

Demostracion. Supongamos primero que ¢ = 1. Por (9), para cadame N
existe una representacion de z,, n € N

Pum
= Y A @ O @1
h=1
tal que
VineN, M, > [[@@llp- 1N, v NS, v, (22)
Por la nota 4 tenemos
Pom
Jp = Y "IN @ O, YmeN
h=1
y por (18)
n Mkd =h
G, v = = NG, v,

Entonces, por (22), se obtiene (20).
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Si0 < g < 1, z, es una combinacion lineal convexa de ciertos z} tales que

Hzulua, viw < M

El elemento J'; obtenido de zj, tal como en (19), verifica (igual demostracion)

n 8
VBl . v < 7 (23)
k

Entonces J}, es una combinacion lineal convexa de elementos que cumplen
(23); por tanto, se obtiene (20).

LemaB. ParacadaseN,existeieNtalquev(s) <i <uv(s +1)eiég T
cualquiera que sea k = k.

Demostracion. Si el lema 8 fuera falso, para cierto s € N, existirian
naturales ko < k; < ky < -+ < k, tales que

{i/ovs) <i <ov(s + 1)} = O Ty s

Podemos suponer que los conjuntos T}, son dlsjuntos dos a dos (en caso
contrario, su reunién se escribirfa como unién de subconjuntos de T
disjuntos dos a dos y se trabajaria con estos subconjuntos). También se puede
suponer que todos los T} , son no vacios. Consideremos ahora el elemento Jj
neN,con D; = T, Por (6), paracadane Ny k > koes f, € Ek & Entonces
por (14)

<

© th
y ¥ 2’ o ymo

ieD,i=1h=1

e t
;< X

u=1

< ) sup
u=1(c;)) € Eﬁm ke

=i sup g

u=1 (¢;) € E}

"MS

2 m(s)cuxm(s)ym(s)

m(s) m(s) m(s)

Yin

uMs

t

=) sup [UBY, (el =

u=1 (CU-) € Ego, k,

m(s) d 8kok,,
Z kokul VB v, vy < X = < 5
u=1 k

=1

que es una contradicciéon. Por tanto, el lema § es cierto.
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Fin de la demostracion del teorema 1. Por el lema 8, para cada s e N existe
ise Ntal que v(s) <is < v(s + 1),y

M,d,
Vk > ko af < ——al
8 s

lo cual contradice que {(a¥), k € N} es fuertemente creciente por ser A de

Montel (proposicion C). Por tanto, 4 @ u es de Montel.
T

Si T = {n;, i € N} es un subconjunto infinito de N y 1 es un espacio de
sucesiones, definimos el espacio seccional de A correspondiente a T como

Ar = {(x;) € ® / existe (y;) € 4 con y, = x; para cada i e N}.
Dubinsky ([1]) ha demostrado el siguiente resultado:
Proposicion D.  Si A es un espacio perfecto de Frechet, necesariamente se

verifica una de las siguientes posibilidades

a) 1= o .

b) A es un espacio escalonado de Dubinsky.

¢) A= u x w,donde py w son subespacios seccionales de A correspon-
dientes a subconjuntos infinitos de N, disjuntos, cuya unioén es N y u es un
espacio escalonado de Dubinsky.

d) A es un producto infinito numerable de espacios escalonados de
Dubinsky p,, n € N, cada uno de los cuales es un subespacio seccional de A
correspondiente a una parte infinita 7, de N, de forma que los conjuntos T,,
n € N son disjuntos dos a dos y su unién es N.

Se tiene entonces:

Teorema 2. Sea A un espacio escalonado de Dubinsky que sea de Montel
y tal que 4,4, < 4, para todo k € N. Si u es un espacio perfecto de Frechet-

Montel y t es una topologia tensorial (p-r-s)-proyectiva, 4 @ [ €s un espacio
de Montel. '

Demostracién. Aplicamos la proposicion D al espacio u. Si g = w, como
A @ K ~ A (porque T es menos fina que la topologia tensorial proyectiva n y

T
mas fina que la topologia tensorial inyectiva ¢), si K, = K, para todon e N,
tenemos, por la proposicion A

l@w = /l@( I1 K,,) ~ 1 CRK,).

neN neN T

Entonces l@w es un producto numerable de espacios de Montel y, por

T
tanto, es de Montel.
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Si p estd en los casos b), ¢) o d) de la proposicion D, usando la proposicion
A, el teorema 1 y el resultado recién demostrado del caso a), tenemos que en

cualquier caso l@u es un producto finito o numerable de espacios de
T

Montel. Por tanto, 1 @ u es de Montel.
T

Es fécil ver, usando el mismo método, que el teorema 2 también se verifica
para un espacio perfecto de Frechet Montel, tal que todos los subespacios
seccionales de Dubinsky asociados con ¢él, segtin la proposicion D, cumplen
las hipotesis impuestas a A en el teorema 2. En particular, el teorema 2 es
cierto cuando A es un espacio escalonado clasico de Kothe de orden p > 1.

Problema. (Es cierto el teorema 1 para espacios escalonados de Du-
binsky Montel arbitrarios 4y u? .
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