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Abstract

We define the sequence spaces sa(4) and ca(4) through the methods of summability extendidly
from Abel studies it its topological properties with a special type of matrix operator. The familiy
of dualities o(1 ) are studied.

Resumen

Se introducen los espacios de sucesiones sa(4d) y ca(1) mediante los métodos de sumabilidad
extendida de Abel estudiando sus propiedades topoldgicas con un tipo especial de operadores
matriciales. Se definen y analizan una familia de dualidades p(4).

1. OPERADORES MATRICIALES. DEFINICIONES

Sea w el espacio de todas las sucesiones escalares y C; : w — w el operador
lineal definido por:

1 i—j+a—1

C*"):(i—wjéo( )

donde:

<l+l>=£(1__}_—i—+~—1~)-a con )‘{ER,i:O,laQ’a"'

i ir( + 1)
Es conocido [4] que:

a) i(l_lj_—; a><jfﬁ>=<i+afﬁ+1>,paraa,ﬂeﬂ‘\!’.

j=0 7] 1
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b) Si A > —1, el operador matricial C; es invertible y C;!: w — w esta

definido por:
Lfi—j—A—=1\/[j+ 4
o= (5570
* jgo L= J !

D. Borwein, en [1], define los métodos de sumabilidad extendida de Abel,
A;, como sigue:

«(s;) € w es A -convergente a s cuando:

mo=a-o“1§Cf*%ﬁ

i=0 l

converge en t € (0, 1) y existe lim fi(t) = s.»
t—1-

Diremos que (x;) € w es A;-sumable a s cuando la sucesioén (s;) = < Y x j>
j=0
sea A,-convergente a s. En el caso de que 4 = 0 obtenemos el método de Abel
ordinario.
Es inmediato probar que los subconjuntos de w:

ca(l) = {x € w : x es A,-convergente}

sa(d) = {x € w : x es A,-sumable}

son espacios de sucesiones para todo A e R. Si 4 = 0, denotamos ca(0) = cay
sa(0) = sa.

Proposicion 1. Los espacios de sucesiones ca y ca(4) son isomorfos para
A =0.

Demostraciéon. Probaremos que C; es un isomorfismo de ca sobre ca(4)
cuando 4 = 0. Sea x un elemento de ca, entonces:

=0 =0 % x

converge en t € (0, 1) y existe lim f{t); si A > 0 tenemos:
t—1-

a-p*t=Y (’ + '? B 1>tf, parate(—1,1)

(P& ) -

Entonces:

) =1 - t)“‘(
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= (1 — )+ '2)(250 <i - ji ‘l;j - 1>Xj>ti -

S § (0 o

i=0

Por tanto, C,(x) pertenece a ca(A).
Veamos que C;' : ca(d) — ca. Si y estd en ca(d), C;'(y) = x es un
elemento de w. Dado que:

M= -0 xf=@ -0y (i ' l)(cxx))iti con t € (0, 1)

i=0 ]

f cumple las condiciones de la convergencia de Abel, luego x pertenece a ca.
El resultado se sigue de ([3], pag. 61).

Corolario. Los espacios de sucesiones ca(4) y ca(p) son isomorfos para 4,
u=0.
Con objeto de establecer resultados analogos para sa(4) y sa consideremos
los operadores matriciales D : w — @, D(x;) = (Xg, X1 — X05 .o0r X; — Xi— 15 ...)

13
y su inverso D™': w — w, D7 !(x;) = (Z xj>.
j=0

Denominamos A4, al operador matricial DC;D~ ' : w — w; A; sera inverti-
ble cuando 1 > —1y A;' = DC;'D~'. Dado que D~ 'es un isomorfismo de
sa(A) sobre ca(A) y D es un isomorfismo de ca sobre sa tenemos que A7 ! sera
un isomorfismo de sa(2) sobre sa. De manera analoga A4, es un isomorfismo
de sa sobre sa(l). En ambos casos debemos suponer que 4 > 0. Entonces
queda establecida:

Proposicion 2. Los espacios de sucesiones sa(4) y sa(u) son isomorfos
para A, = 0.

Notal. Seane;,i = 0,1, 2, ..., los vectores unitarios i-ésimos de w y sea
e=(1,1,1,..):
1 Lfi—j+A—1
Aj(eo) = DCyle) = D —— =
ieo) Xe) (i—l—l)l-;)( P )
i

:ijg()(l ]itj )C) = D(e) = e,



140 M. BILBAO

Ae) = DC, 2, .., i + 1, .) =

= A
,1+1{e+ o}

Entonces A7 (e) = (4 + 1)e — Ze,.
Nota 2. En [1] se establece que ca(d) < ca(p) para A > p > —1, es obvio
que sa(d) < sa(u) para A > p > —1 y en particular que sa(A) < sa para

cualquier 4 > 0. Ademas, en el articulo citado se proporcionan ejemplos que
separan dichos espacios.

2. PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE sa(4)

Proporcionaremos a sa(4), con 4 > 0, dos topologias localmente convexas
a partir de la topologia dada a sa por el sistema de normas:

th‘

i=0

: =1, 2,
+ZIXI +1>,J

lIxIl + pi(x) = sup

0<t<l1

Es conocido [5] que entonces sa es un FK-espacio que posee la propiedad
de que las secciones de cualquier elemento A-convergen a dicho elemento y
que el dual topologico de sa coincide con su p-dual. Este espacio es:

1
da = {uew:u,- =J ttde +c,i=0,1,..;0eBV(0,1]),c; =006"),0 <o
0

X

Para cada 4 > 0 sea 7 la topologia inducida en sa(2) por la topologia de
sa. En este caso sa(l)[t] no es completo como pone de manifiesto la:

Proposicion 3. Los espacios sa(4), con 4 > 0, son densos en sa.

Demostracién. En primer lugar establecemos que el espacio ¢ estd
contenido en sa(A) para todo A > 0. Para ello es suficiente que cada vector
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coordenado e;,j = 0, 1, 2, ..., sea un elemento de sa(4), lo cual equivale a que
las sucesiones s = (1, 1, ...), s, = (0, 1, 1, ..), ..., s; = (0, ..., 0, 1, 1, ..)
pertenezcan a ca(4) paraj = 0, 1, 2, ...

Sabemos que el vector e pertenece a ca porque el método de Abel es
regular, entonces C,(e¢) = e serd un elemento de ca(4). La funcion:

£ = (1 — o+ i(i A
i=0 r )

converge en (0, 1) y tiene limite finito cuando t — 1 en (0, 1).
En consecuencia, las funciones:

fi) = 1 — i+ i (i Jlr l)ﬁ, conj =1,2,3, ..

i=j

tienen las mismas propiedades y s; estd en ca(4) para cada j natural.

La propiedad de A- convergencia de las secciones que verifican todos los
elementos de sa implica que el espacio ¢ es denso en sa, luego también lo
seran todos los sa(4). )

Dotaremos a sa(2), con A > 0, con la topologia 7, que deriva de la familia
de normas {p}};-, .., donde:

pix) = llA7' @I + pf47'()

Dado que sa(4)[t;] es un espacio de Fréchet y A7 ' es un operador lineal,
biyectivo y continuo, podemos asegurar:

Proposicion 4. Los espacios sa(4)[t;] y sa son topoldgicamente isomorfos.

Nota 3. Dado un elemento x de sa(4), A7 !(x) es un elemento de sa que
cumple:

A7'(x) = lim lim ) [A]'(X)]t'e;
t=1- n—=ow j=0
El operador A4, : sa — sa(4) es lineal y continuo, luego:

x = lim lim Y [A7'()lit'4,(e)

t=1- n—=0 j=0
en la topologia dada a sa(4). Asi, el conjunto {4,(e;)} es denso en sa(4).

Teorema 1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) v es una forma lineal y continua sobre sa(A).
ii) Para cada x de sa(A):

v(x) = lim Z [A;l(x)]i[Ai(vi)]it"

t=1- j=0

donde (v;) es un elemento de A '(da).
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Demostracion. Como v es lineal y continua, si x estd en sa(1) tenemos:

v(x) = lim lim i (47 ' ())it'v( A (e))

t=1- n-oo j=0

La aplicacién u = vA; es una forma lineal y continua sobre sa; es
conocido que (u(e;)) = (u;) es un elemento del espacio da, donde u; = vA,(e;).
Denominaremos (v;) a A '(u;) que estd en el espacio A; '(da ) obteniendo:

o) = lim lim Y [4; COLA, )l

t=1- n=w j=0

Reciprocamente, si v pertenece a A '(da), A,(v) es un elemento de da y
serd una forma lineal continua sobre sa, por lo que v = A;'A4,;(v) es un
elemento del dual topologico de sa(A).

Como consecuencia de este teorema podemos identificar el dual topoldgi-
co de sa(4) con el espacio de sucesiones 4] '(da) que denotaremos da(4). Estos
espacios verifican:

da < da(p) < da(2), para A > u > 0

3. DUALIDAD EXTENDIDA DE ABEL
Sea T un espacio de sucesiones que contiene a ¢. El espacio:
T ' ={uew:x u= (- u)esa VxeT}

se denomina p-dual de 7.
Sea 1 = 0, diremos que el espacio de sucesiones:

T ={uew: A7'(x) - Aju) esa,Vx e T}

es el p(4)-dual de T. Si A = 0, este concepto coincide con la p-dualidad porque
A;y A7 ' son la identidad. _
Es inmediato que (T, T (4)) es par dual con la forma bilineal:

oo}

{x - uy = lim Z (47 ' oL[4w)]it!

t=1- j=0
Proposicion 5. A(T (1) = (47 (D))"

Demostracién. Si u es un elemento de A,(T (%)), tenemos que A} '(u)
pertenece a T (), por lo que A} '(x) - u estd en sa para todo x de T. Entonces
u esta en (A7 (7))

Sea u perteneciente a (4] !(T)) ", A7 '(x) - u estard en sa para cada x de T'y,
por tanto, A '(u) pertenece a T (4).

Corolario. El espacio da(A) es el p(1)-dual de sa(4).
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Ejemplos:

i) Si T = w, entonces (1) = A; '(¢), para 1 > 0.

ii) Sea L(e,) la envoltura lineal de la sucesion e,, entonces A; '(L(ey))
= L(eo), por lo que (L(ep)) (A) = w, para 4 > 0.

iii) Sea T = L(e), dado que A;'(e) = (A + e — Jley tenemos:
A;‘(Lje)) = L( (A + e — Zey) y el p-dual de este espacio es sa. Por tanto,
(L) (1) = A; '(sa).

iv) Sea S.4) el espacio de las sucesiones sumables Césaro de orden 4 >
0. Entonces 4; '(S.(4)) es el espacio de las sucesiones sumables en sentido
ordinario cs. El p-dual de cs es el espacio de las sucesiones de variacién
acotadas bv [2]. Asi, (S.(1) () = A]'(bv).
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