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Abstract 

We define the sequence spaces sa(À) and ca(À) through the methods of summability extendidly 
from Abel studies it î s topological properties with a special type of matrix operator. The familiy 
of dualities p(X ) are studied. 

Resumen 

Se introducen los espacios de sucesiones sa(A) y ca{X) mediante los métodos de sumabilidad 
extendida de Abel estudiando sus propiedades topológicas con un tipo especial de operadores 
matriciales. Se definen y analizan una familia de dualidades p(A). 

1. OPERADORES MATRICIALES. DEFINICIONES 

Sea CO el espacio de todas las sucesiones escalares y C;[ : co —> co el operador 
lineal definido por: 

C,(x) = 

donde: 

^i + k\ T(i H- /I + 1) 

i J iirix + 1) 

Es conocido [4] que: 

con A G R, Ï = O, 1, 2, .. 

^ i , fi - j + a\ // -h B\ /i -f a + iS + 1\ 
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b) Si A > — 1, el operador matricial C^ es invertible y C^^ '• o) —^ œ está 
definido por: 

D. Borwein, en [1], define los métodos de sumabilidad extendida de Abel, 
Ax, como sigue: 

«(Si) e œ es i4rConvergente a s cuando: 

Mt)=(1 - 0̂ +' t (' ] yt^ 

converge en í e (O, 1) y existe lím /^(í) = s.» 

Diremos que (Xj) e co es ^^-sumable a s cuando la sucesión (s¿) = 1 X ^i ) 

sea yl^'Coiiv^rgente a s. En el caso de que A = O obtenemos el método de Abel 
ordinario. 

Es inmediato probar que los subconjuntos de co: 

ca(À) = {x e (ú : X QS ^;t-convergente} 

sa(À) = {x e (O : X QS ^^-sumable} 

son espacios de sucesiones para todo A G R. Si A = O, denotamos ca{0) = cay 
sa(0) = sa. 

Proposición 1. Los espacios de sucesiones ca y ca{X) son isomorfos para 
A ^ 0. 

Demostración. Probaremos que Cx es un isomorfismo de ca sobre ca(X) 
cuando A ̂  0. Sea x un elemento de ca, entonces: 

00 

m = (1 - í) I x,f 
í = 0 

converge en t e (O, 1) y existe lím J{t); si A > O tenemos: 

(1 - t)-' = I ( ' ^ ^ ~ ^ y , para í 6 ( - 1 , 1) 

Entonces: 

M = ii -ty-^[l(^^] ^)")(|x.í') = 
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= (1 - 0̂ -' I ( ' î )̂(QW)/ 

Por tanto, C^ix) pertenece a ca(X). 
Veamos que CJ^ : ca(À) —» ca. Si y está en ca(X), Cx^(y) = x QS un 

elemento de co. Dado que: 

/(O = (1 - í) I x,t' = (1 - 0 ' + ' E . ]iCÁx))it', con t G (O, 1) 
i = 0 i = 0 \ Î / 

/cumple las condiciones de la convergencia de Abel, luego x pertenece a ca. 
El resultado se sigue de ([3], pág. 61). 

Corolario. Los espacios de sucesiones ca(X) y caijj) son isomorfos para A, 

Con objeto de establecer resultados análogos para sa(X) y sa consideremos 
los operadores matriciales D : co -^co, í)(x¿) = (XQ, Xi — XQ, ..., Xi — x¿_i,...) 

y su inverso D~^ : œ -^co, D~\xi) = i Y^ Xj 1. 

Denominamos Ax al operador matricial DCxD~^ : œ -^œ; Ax será inverti-
ble cuando /I > — 1 y ^J^^ = DCx^D"^. Dado que D~^ es un isomorfísmo de 
sa(X) sobre ca(A) y ¿ es un isomorfismo de ca sobre sa tenemos que Ax ^ será 
un isomorfismo de sa(X) sobre sa. De manera análoga Ax es un isomorfismo 
de sa sobre 5a(A). En ambos casos debemos suponer que i ^ 0. Entonces 
queda establecida: 

Proposición 2. Los espacios de sucesiones sa(X) y 5a(/i) son isomorfos 
para À, fi ^ 0. 

Nota 1. Sean ê , / = O, 1, 2, ..., los vectores unitarios i-ésimos de co y sea 
^ = (1,1,1,...): 

AAe„) = DC,(e)^Df'i(^ 
1 ^ fi - j + 2. - V 

i - j 

y (i -J + ^ - i \ (i 
= ^/77^IÑI( .. : ]n\=Die) = eo 
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A^(e) = DCxih 2, ..., i + 1, ...) = 

''i^K'-r-roer 
= D\ ^ . . . . . ^ \= D l -h 

2 + 1/ v ' A + 1 A + r 

1 

A + 1 

Entonces Ax^{e) = (A + l)e — Àeo. 

{e + Â o} 

TVoia 2. En [1] se establece que ca(X) c= ca(ju) para À > JÀ > - 1 , es obvio 
que sa(X) a sa(ii) para A > / / > — l y e n particular que sa(X) a sa para 
cualquier A > 0. Además, en el artículo citado se proporcionan ejemplos que 
separan dichos espacios. 

2. PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE sa{X) 

Proporcionaremos a sa(À), con A > O, dos topologías localmente convexas 
a partir de la topología dada a sa por el sistema de normas: 

|x|| + Pj{x) = sup 
o < í < 1 i = 0 M ; W 1 J - ^ ' ^ •*"•'•••• 

Es conocido [5] que entonces sa es un FX-espacio que posee la propiedad 
de que las secciones de cualquier elemento ^-convergen a dicho elemento y 
que el dual topológico de sa coincide con su p-dual. Este espacio es: 

f da 4- Ci, i = O, 1, ...; a e BF([0, 1]), q = 0(a% O <a 

< 1 

da = ^u e CO : Ui 

Para cada A > O sea x la topología inducida en sa(X) por la topología de 
sa. En este caso sa(A)[T] no es completo como pone de manifiesto la: 

Proposición 3. Los espacios sa(X), con A > O, son densos en sa. 

Demostración. En primer lugar establecemos que el espacio cp está 
contenido en sa(X) para todo A > 0. Para ello es suficiente que cada vector 
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coordenado Cpj = O, 1, 2, ..., sea un elemento de sa{X), lo cual equivale a que 
las sucesiones SQ = (1, 1, ...), Si = (O, 1, 1, ...), ..., Sj = (O, ..., O, 1, 1, ...) 
pertenezcan a ca{X) para 7 = O, 1, 2, ... 

Sabemos que el vector e pertenece a ca porque el método de Abel es 
regular, entonces Cx(e) = e será un elemento de ca(X). La función: 

Mt) = (1 - 0'-̂ ^ z f t )̂ 
converge en (O, 1) y tiene límite finito cuando í —> 1 en (O, 1). 

En consecuencia, las funciones: 

m)=(1 - 0̂-̂^ I ('* \ ^y. conj = 1, 2, 3, 

tienen las mismas propiedades y Sj está en ca(À) para cada j natural. 
La propiedad de A- convergencia de las secciones que verifican todos los 

elementos de sa implica que el espacio cp es denso en sa, luego también lo 
serán todos los sa(Á), 

Dotaremos a sa(X), con A > O, con la topología T^ que deriva de la familia 
de normas {pj}j= 1,2...5 donde: 

pjix) = ii^r'(x)ii +PIAI\X)) 

Dado que 5a(/l)[Tj es un espacio de Fréchet y A^^ es un operador lineal, 
biyectivo y continuo, podemos asegurar: 

Proposición 4. Los espacios 5a(A)[Tj y sa son topológicamente isomorfos. 

Nota 3. Dado un elemento x de sa(X), Ax\x) es un elemento de sa que 
cumple: 

n 

A^\x) = lím lím X Ul\x)]¡t% 

El operador A^ '- sa —^ sa{À) es lineal y continuo, luego: 
n 

X = lím lím X [Ax\x)]ifAxiei) 
t-*l~ n-*oo i = 0 

en la topología dada a sa(X). Así, el conjunto {Axie-)} es denso en sa(À). 

Teorema 1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

i) V es una forma lineal y continua sobre sa(X). 
ii) Para cada x de sa(X): 

00 

v(x) = lím X [AlKxMA.ivM' 
t-^l- 1 = 0 

donde (1;̂ ) es un elemento de Ax\da). 
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Demostración. Como v es lineal y continua, si x está en sa{À) tenemos: 

v(x) = lím lím ¿ [A^'ix)]MAA(ei)) 

La aplicación u = vA^ es una forma lineal y continua sobre sa; es 
conocido que {u{e¡)) = {u¡) es un elemento del espacio da, donde w¿ = vAxiei). 
Denominaremos (Í;¿) a ^J^(i/¿) que está en el espacio Álgida ) obteniendo: 

n 

v{x) = lím lím X [Af\xMAA(Vi)]it' 
t-^l~ n-»-oo i = o 

Recíprocamente, si v pertenece a Ax^(da), Ax(v) es un elemento de da y 
será una forma lineal continua sobre sa, por lo que v = Ax^Ax(v) es un 
elemento del dual topológico de sa{X). 

Como consecuencia de este teorema podemos identificar el dual topológi­
co de sa(À) con el espacio de sucesiones Ax^(da) que denotaremos da{X). Estos 
espacios verifican: 

da cz da(fi) cz áa(A), para A > ju > O 

3. DUALIDAD EXTENDIDA DE ABEL 

Sea T un espacio de sucesiones que contiene a (p. El espacio: 

T = {u E cú : X • u = (Xi Ui) E sa, ^ X e T} 

se denomina p-dual de T. 
Sea A ^ O, diremos que el espacio de sucesiones: 

T\X) = {UE CO: AX\X) • Axiu) E sa, ^ x E T} 

es el p(A)-dual de T. Si À = O, este concepto coincide con la p-dualidad porque 
Ax y Ax ^ son la identidad. 

Es inmediato que (T, T(X)) es par dual con la forma bilineal: 

00 

<x-u> = lím X [A]i\x)UAxiu)]it' 

Proposición 5. AXÍT\X)) = {Ax\T)y. 

Demostración, Si u es un elemento de AX{T\X)), tenemos que Ax\u) 
pertenece a T{X), por lo que Ax\x) • u está en sa para todo x de T. Entonces 
u está en {Ax\T)y. 

Sea u perteneciente a (Ax \T)) , Ax \x) • u estará en sa para cada x de Ty, 
por tanto, AxK^) pertenece a T(X). 

Corolario. El espacio da{X) es el p(A)-dual de sa{X). 
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Ejemplos: 

i) Si T = €0, entonces co^/l) = Ax\(p), para À ^ 0. 
ii) Sea L{eo) la envoltura lineal de la sucesión e^, entonces Ax^{L(eo)) 

= L(eo), por lo que (L(^o)) (^) = <̂ , para A ^ 0. 
iii) Sea T = L(e), dado que A^^ie) = (X + l)e — Xe^, tenemos: 

Ax^{L{e)) = L{ (X + \)e - Xe^) y el p-dual de este espacio es sa. Por tanto, 
{L{e))\X) = A-x\sá). 

iv) Sea Sc{X) el espacio de las sucesiones sumables Césaro de orden X ^ 
0. Entonces Ax^{Sc{^) es el espacio de las sucesiones sumables en sentido 
ordinario es. El p-dual de es es el espacio de las sucesiones de variación 
acotadas hv [2]. Así, {Sc{X))\X) = Ai\bv). 
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