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En este articulo demostraremos un teorema de Gauss-Bonnet para fibra-
dos de Seifert. Definimos la caracteristica de Euler y(¢) asociada a cada
fibrado de Seifert ¢, y para cada conexién # sobre el fibrado de Seifert
¢: M — B, donde p*as = df demostramos que:

J ag = 2m - (&)
B

Definiciéon. Un fibrado de Seifert viene dado por una aplicacion sobre-
yectiva p : M — B, donde M es una variedad cerrada de dimension tres, B es
una superficie cerrada y p es una aplicacion que satisface:

i) La imagen inversa de cada punto x en B es una curva cerrada simple
F, que llamaremos fibra en el punto x.

i) Para cada x en B tenemos un entorno cerrado T de F,, que es
homeomorfo a un toro sélido, y un cubrimiento g : B> x §' — T (donde B es
un disco cerrado) tal que ¢ aplica cada y x S' en algun F,.

Ademids, ¢ '(F,) = 0 x S' es conexo, y el grupo de transformaciones
cubrientes estd engendrado por p, ,, donde (n, m) es un par de enteros primos
entre si, y:

Pn, m(rew, ei¢) = (re’w + 2’""/”), el + 27t/n))

M es compacto y, por tanto, existe un numero finito, N, de fibras singulares
con numeros asociados:

(nla ml): cees (nNa mN)
Suponemos:
N>0y (mym) =1

Sea T; un entorno toral de la fibra Fx;, sea M, el borde de un meridiano en T;y
sea D, un disco en B que contiene a:

Up(D), TNT; = ¢, i#]
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y llamemos:

Vo = P_l(ﬁo - U P(%i))

Tomemos una inmersién regular S, de B — Do en p~ (B — D), ver [8]; a
cuyo borde llamaremos Q,,.
Escogemos una trivializacién de ¥V, y una seccion S de manera que:

08 ~ 0, U---U Qy UM,

con orientaciones tales que, escogida una orientacion para la fibra regular F
(— Q0 H) y (M, H) son las orientaciones inducidas por M en el borde de ¥,
Sean My, ..., My, con (M;, F) con la misma orientacion que (Q;, F), y
(Qo, F) con la misma orientacién que (M, F).
Entonces tendremos enteros «;, f; tal que:

M; ~ o,0;, + BiF en 0T,
Sea f; = f; mod (), 0 < f; < o, i # O:
M; ~ 0,0; + BF
donde:
Qi = Qi +yF 5 Bi=p +yu
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que:
0S ~ QiU --UQy UM,

Ademas:

F, ~ p;Qi + aFy

det [oc,- b '] =1
pPi 0;
entonces —f;p; = 1 mod o;, en particular f; > 0.
Entonces tenemos:

F ~ —pM; + aF,
Qi ~ oM; + (=pIF,
entonces —p; = m; y o; = n;.

Es facil comprobar que f8; y g, estdn determinadas de forma tunica.
Podemos definir un entero b de manera:

M0~Q0+bF
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Si cambiamos la orientacién de M, la orientacion en el borde de ¥, viene
dada por (—Q;, —F) y (M,, —F), por tanto:

M; ~ 0,0; + BF ~ 0,Q; + (=B)(—F) ~ Qi + (4 — B)(—F) +
wF ~ 0,0 + (o — B)(—=F) y Mo ~ Qo + bF
M~ Qi+ + Qf ~ Qi+ + Qi + NF
luego:

My ~ Qo + (=b — N)(=F)

En resumen, si para una orientacion obtenemos los invariantes de Seifert
©, C, y/b, a1, By, ..., ap, By), entonces para la orientacion opuesta tenemos:

©,C,y/=b — Ny oy, 001 — f1;...; on, ay — B)

Deﬁnicio’n. Dado un fibrado de Seifert orientado, al nimero b + Z & le
o

llamaremos caracteristica de Euler de &, y lo notaremos y(&£). Si —¢ e:sl el
fibrado con la orientacion opuesta:
% — P
(=8 = -b—-N+ Z—l = =&

o;

Definicion. Una conexion en un fibrado de Seifert £: M % B, B es
orientable, es una forma 0 € H'(M; R) que es la identidad en el espacio de los
vectores verticales (un vector X en T,M es vertical si X = i,Y para una
inmersion de S' — M en la fibra de X) y es invariante bajo una accion efectiva
de S! sobre M, escogida de forma que preserve fibras.

Si B es una superficie cerrada no orientable, y n : B° — B es el cubrimiento
doble con grupo G de transformaciones cubrientes, entonces una conexion
para un fibrado de Seifert £ : M — B es una forma con coeficientes torcidos
H'(M, R(G)) tal que n*(0) es una conexién para el fibrado de Seifert doble &’
de ¢ para B’; por ejemplo, & es un fibrado de Seifert:

(0, 0, k — 1, 2b, 0y, Bl’ veesy Oy ﬁN)

cuando ¢ es (0, 1; k/b; ay, Bi; ...; ays Ba)
Llamaremos vectores horizontales de la conexion a los vectores en el
nucleo de 6,.
Si 0 es una conexion en un fibrador de Seifert, sea Q la forma de curvatura
df = Q, entonces por el diagrama:

0 — H'(B; R(G)) r ~— H'(M; R(G))
4 g
H*(B; R(G)) ~ H(M; R(G))

entonces existe ay € H*(B; R(G)) con p*ag = Q.
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Teorema de Gauss-Bonet para fibrados de Seifert. Para un fibrado de
Seifert ¢ con conexién § € H'(M; R(G)) tenemos:

J ag = 2m - (&)
B
Demostracion. 1. Tenemos que:

f 0=f9+21tb
M, Qo

ya que Mg ~ Qo + bF. Pero:

J 0=J‘d9=Jv069
—Qo So D

donde D = p(S,) tiene la orientacion inducida por Q,. »
2. En 0T; tenemos o;Q; ~ M; — B;F donde la orientacién (Q;, F) es la

inducida en 0T,
o J 0 = J 0 — B, 2=n
i M;

Por tanto:
M; S; 5'=P(T;)

ya que p/S; tiene grado «;.

Por tanto:
N
Jag=f CXg‘f‘J\O(g'*‘Z Xy =
B p(Vo) D i=1 Jp(T)
N B;
=Ja9+J 6 + 2rnb + Z(J 9+—'2n>=

D -M, i=1 \Jg, %

N B;
=f 0+J 0 +2mb + ) | 0+ =2n
Mo — Q1 = = Qy —M, i=1.Jg, %
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