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En este artículo demostraremos un teorema de Gauss-Bonnet para fibra-
dos de Seifert. Definimos la característica de Euler x{^) asociada a cada 
fíbrado de Seifert ¿, y para cada conexión ê sobre el fibrado de Seifert 
(̂  : M —> J5, donde p*a^ = dÚ demostramos que: 

Definición. Un fibrado de Seifert viene dado por una aplicación sobre-
yectiva p : M —^ B, donde M es una variedad cerrada de dimensión tres, B es 
una superficie cerrada y p es una aplicación que satisface: 

i) La imagen inversa de cada punto x en B es una curva cerrada simple 
Fx que llamaremos fibra en el punto x. 

ii) Para cada x en B tenemos un entorno cerrado T de Fx, que es 
homeomorfo a un toro sólido, y un cubrimiento q : B^ x S^ -^ J (donde B^ es 
un disco cerrado) tal que q aplica cada 3; x Ŝ  en algún F^. 

Además, q~ (Fx) = O x Ŝ  es conexo, y el grupo de transformaciones 
cubrientes está engendrado por p„̂  ̂ , donde (n, ni) es un par de enteros primos 
entre sí, y: 

p (re^^ é^) = (re^^^ ^ 2nm/n)^ ^i{(¡> + 2nln)\ 

M es compacto y, por tanto, existe un número finito, N, de fibras singulares 
con números asociados: 

(ni, mi), ..., (n^, m^) 

Suponemos: 

N > O y (ni, nii) = 1 

Sea Ti un entorno toral de la fibra Fx¿, sea M^ el borde de un meridiano en 7] y 
sea JDO un disco en B que contiene a: 

U p(Ti), Ti n Tj = 0, i i= j 
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y llamemos: 

Vo = p-\Do - Up(r , ) ) 

Tomemos una inmersión regular So de B — DQ en p~^{B — DQ), ver [8]; a 
cuyo borde llamaremos go-

Escogemos una trivialización de VQ y una sección S de manera que: 

ÔS ^ Ôi U ••• U e^rU Mo 

con orientaciones tales que, escogida una orientación para la fibra regular F 
( — Qi, H) y (Mo, H) son las orientaciones inducidas por M en el borde de VQ. 

Sean Mi, ..., M ŷ, con (M ,̂ F) con la misma orientación que (Q¿, f) , y 
(Qo, F) con la misma orientación que (Mo, F). 

Entonces tendremos enteros a¿, P¡ tal que: 

Mi - a^Qi + i?ÍF en dT^ 

Sea jS¿ = j?; mod (a,), O < j?,- < a,-, i 7̂  0: 

M, ^ a,(2í + PiF 

donde: 

Q¡ = Qi + yiF ; A- = A + j;,a, 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que: 

dS ç^ Q\ U---U e ; , U M o 

Además: 

í̂ x, - PiQi + ^iFy 

det "«.• A" 
.Pi ^i. 

= 1 

entonces — j8¿Pf = 1 mod a,-, en particular jS¿ > 0. 
Entonces tenemos: 

F PiMi + (XiF^^ 

entonces — p¿ = m̂  y a¿ = «¿. 
Es fácil comprobar que jS¿ y (j| están determinadas de forma única. 
Podemos definir un entero b de manera: 

Mo - Qo + bF 
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Si cambiamos la orientación de M, la orientación en el borde de VQ viene 
dada por ( - Q¿, - F ) y (Mo, - F ) , por tanto: 

Mi ^ a,Q¡ + /Î,F ^ a,Q¡ + (-)?,)(-F) ^ oi,Q¡ + (a, - Pdi'F) + 

a,F ^ a,ôr + fe - Pi)(~F) y Mo - Qo + ¿F 

Mi) ^ (2i + ••• -^ QN - Q\ + ••• + Ô;^ + iVF 

luego: 

M'o ^ Qo + i-b - N)(-F) 

En resumen, si para una orientación obtenemos los invariantes de Seifert 
(O, C, y/b, ai, jSi, ..., â ,̂ jS;̂ ), entonces para la orientación opuesta tenemos: 

(O, C, y/-b - N; ai, ai - PU ...; a^, â v - PN) 

Definición. Dado un fibrado de Seifert orientado, al número è + Y — le 

llamaremos característica de Euler de ^, y lo notaremos xiO- Si — ̂  es el 
fibrado con la orientación opuesta: 

Definición. Una conexión en un fibrado de Seifert ^ : M ^ B, B Qs 
orientable, es una forma 6 e H^(M; U) que es la identidad en el espacio de los 
vectores verticales (un vector X en F^M es vertical si Z = ixY para una 
inmersión de Ŝ  -^ M en la fibra de Z) y es invariante bajo una acción efectiva 
de S^ sobre M, escogida de forma que preserve fibras. 

Si B es una superficie cerrada no orientable, y TI : B' —> J5 es el cubrimiento 
doble con grupo G de transformaciones cubrientes, entonces una conexión 
para un fibrado de Seifert ^ : M -^B QS una forma con coeficientes torcidos 
H^{M, U(G)) tal que n^(9) es una conexión para el fibrado de Seifert doble ^' 
de ¿ para B'; por ejemplo, ^' es un fibrado de Seifert: 

(O, O, /c - 1, 2b; au Pu •-., oĉ , PN) 

cuando ^ es (O, 1; k/b; ai. Pu ...; «iv, PN) 
Llamaremos vectores horizontales de la conexión a los vectores en el 

núcleo de 0 .̂ 
Si 6 es una conexión en un fibrador de Seifert, sea Q la forma de curvatura 

d9 = fi, entonces por el diagrama: 

O -> H\B; U(G)) ~ ^H\M\ R(G)) 

d \d 

H\B\ U{G)) H\M\ U{G)) 

entonces existe â  e H\B\ Wfi)) con p^a^ = fi. 
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Teorema de Gauss-Bonet para fibrados de Seifert, Para un fibrado de 
Seifert ¿, con conexión Ô e H^{M; U{G)) tenemos: 

ae = 2n ' xiO 

Demostración. 1. Tenemos que: 

d = 
Mo 

ya que MQ ^ ÔO + bF, Pero: 

e + 2nb 
Qo 

-Qo 
de 

So 
OC0 

donde D = p(So) tiene la orientación inducida por QQ. 
2. En ôTi tenemos a¿Q¿ ^ Mi ~ ^¿F donde la orientación (Q¿, F) es la 

inducida en dTi. 
Por tanto: 

JQi Mi 

e - ^r 2n 

B = 
M, 

ya que p/S¿ tiene grado â . 
Por tanto: 

dQ = cLi \ OCQ 

S, JDi=piTd 

CLQ = 
B % p{Vo) 

r (* 

•J 

do -

a0 + 
D J 

Qi 

-Mo 

0/ 
B + 1 

\¡ J 

Pi 0 + ^ 271 1 = 

N 

B ^ 2nb + Y. 
-Mo í = l Qi 

^Y^2n 
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