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Abstract 

In this paper we study a class of sequence spaces, the echelon spaces of order (p, q). We give a 
characterization of the nuclear echelon spaces of order (p, q). 

A lo largo de este trabajo representaremos porK el cuerpo de los números 
reales o complejos, por N el conjunto de los números naturales y por œ el 
conjunto de las sucesiones dobles en K. Dado <£, F> un par dual, denotare
mos por (j(£, f ), fi(E, F) y j?(£, F) las topologías débil, de Mackey y fuerte 
sobre £, respectivamente. Si B es un subconjunto absolutamente convexo, 
cerrado y acotado de un espacio localmente convexo E(T), denotaremos 
por Eg la envoltura lineal de B dotada de la norma definida por el fun
cional de Minkowski de B. Como es usual, dados dos números reales 
p y q, I < p, q < +00, diremos que p y q son conjugados si l/p + l/q = 1; 
también usaremos que el conjugado de 1 es +oo. Dados a, b eiC, al escalar 
que vale cero si b = O y a/b si b i= O, lo denominaremos por (a; b); escri
biremos \a; b\ en lugar de \{a; b)\. Por CQ, /QO Y '^ 1 ^ P < + ^ ' denotaremos 
los clásicos espacios de Banach; para su definición y propiedades véase [5]. 
Escribiremos /^{/^}, 1 ^ p, q < +oo, para denotar el espacio de Banach 
definido de la siguiente forma: 

J = l 

Q/P 

< +00 

dotado de la norma: 

9/p\i/« /+0O / + 0 0 \ í / p \ 

En cuanto a la teoría general de los espacios de sucesiones seguiremos 
básicamente el libro de Kothe [5]. 

* Este trabajo ha sido realizado en el Departamento de Teoría de Funciones de la Facultad 
de Matemáticas de Valencia, bajo la dirección del profesor M. Valdivia. 
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1. DEFINICIÓN Y PROPIEDADES GENERALES 

Sea {â ''̂  = (a|j^), r = 1, 2, ...} una sucesión de sucesiones dobles de 
elementos de K, con las siguientes propiedades: 

i) a\f > O, V r, U i e N. 
ii) a^{¡ ^ é{^'\ Vr, ij e N, 

Dados p y q dos números reales mayores o iguales que la unidad, 
definimos A^̂  como el conjunto de sucesiones dobles x = (x¿j) de co, tales que: 

+ 00 /+00 \Q¡P 

1 Z \^^ij\n < +Û0, Vr = 1,2,... 
j = i \ i = i / 

Claramente, A^̂  es un espacio localmente convexo separado considerado con 
la topología ^ definida por la familia de seminormas: 

/ + 00 /+G0 \q¡py¡q 

ll^ll. = í I í . 1 l 4 - ^ ¿ / ) j ; r = l , 2 , ... ; x = ( x , , . ) e A , „ 

siendo además ^ la topología límite proyectivo de los espacios de Banach: 
r +00 /+C0 \qfp ^ 

dotados de la topología de la norma || ||^, i.e., 

+ 00 

\q = n (^Pq)r' 

Tenemos, pues, que los espacios Apq son siempre espacios de Fréchet; siendo 
además espacios de sucesiones perfectos (véase [3], lema 3, y [1]), tales que su 
dual topológico Apq coincide con su a-dual 

+ 00 

Ap, = U (Ap,)r, 
l - = l 

i.e., 

^pq = {u = (Uij) E O) : 3 k e N con (uip a\f) e 1%F}} 

siendo r y s los conjugados de p y Í̂ , respectivamente. 
A Apq le llamaremos espacio escalonado de orden (p, ^) y a su a-dual 

el correspondiente espacio co-escalonado de orden (p, q). 
Siempre que nos refiramos al espacio Apq lo consideraremos dotado de la 

topología ^ anteriormente definida. 
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Dado X = (xij) e CD, denotaremos por x^"^ = (x-j), la sección n-ésima del 
elemento x, i.e., 

X — 2_j ^ij^ip 
UJ=l 

siendo e^ la sucesión doble cuyas coordenadas son todas nulas salvo la 
coordenada {i,j) que vale la unidad. Si x G A^^, es obvio que la sucesión 
{x^"^; n = 1,2,...} es (j(Apq, Ap^)-convergente a x. Siguiendo las técnicas de 
Kothe (véase [5], parágrafo 30.5 (lO)-(ll) y [1]), es fácil comprobar los 
siguientes resultados: 

Proposición 1.1. Dado x, un elemento de A^̂ , entonces la sucesión 
{x̂ "̂ ; n = 1,2,...} converge a x en A^̂ . 

Proposición 1.2. A^̂  es un espacio sucesionalmente separable. 

Para cada r e N, denotaremos por [/f̂  el conjunto de elementos x de A^̂  
tales que I|xII, ^ 1; por Bf̂  el polar de l/f̂  en AĴ . 

En lo sucesivo y mientras no se diga lo contrario, supondremos que p y q 
son números reales conjugados estrictamente mayores que la unidad. De esta 
forma tendremos que: 

r +00 /+CX) \p/q ^ 

Bf = | « = (u,j) 6 A î : sup ( " f \u,j; a\^A ^ l\ 

Bi' = \u = (Uij) 6 Af, : ^f (sup \u¡j; a^ï)" ^ 1 
I J = l i 

2. REFLEXIVIDAD Y ESPACIOS DE MONTEL 

Lema 2.1. Dado u = (uij) e A^̂ , se tiene que la sucesión de sus secciones 
{é"^ = (ul); n = 1, 2, ...} converge a w en A;^(JS(A;^, A^^)). 

Demostración. Sea r G A'̂  tal que: 

+ 00 /+00 \P/<1 

j=í \i=i / 

Escribimos: 

+ 00 / + 00 \ p/q 

j = i \ ¡ = i / 
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Para cada número natural n, tenemos que: 

+ 00 / +00 \P¡Q +00 / + 0 0 \P/Q 

h„iu)= Z I lutjic^l") + Z I hjia^n 
J = l \ i = «+l / J = n+1 \ i = l / 

Ahora bien, como F{1^} es un espacio de Banach con base {e^; 1,7 = .1, 2, ...} 
y (Uip a|ĵ ) es un elemento de P{/^}, 

lim hM = 0 (1) 

Finalmente, si M es un subconjunto acotado de Apq existe un número real 
C > O tal que M ci (I7f̂ . Aplicando la desigualdad de Holder, obtenemos 
que: 

teniendo en cuenta (1), la demostración queda concluida. 

Proposición 2.2. A^̂  es un espacio reflexivo. 

Demostración, Como Apq es un espacio de Fréchet, bastará probar que el 
bidual de Apq Apq coincide con A^̂ . 

Sea z G Apq. Como e^ es un elemento de Apq para todo i, j e N, podemos 
escribir z^j = {e^, z>. Dado u = (u^^ un elemento de A^̂ , tenemos que: 

Teniendo en cuenta el lema anterior y que Apq es normal, obtenemos que: 

M + 00 

<w, z> = lím ^ UijZij y ^ Iŵ jẑ jl < +00 
i , J = l í , J = l 

Por tanto, podemos afirmar que z = (z ĵ), siendo z un elemento de (Ap̂ )"" que 
coincide con A^̂ . 

Como consecuencia de los teoremas 4 y 5 de [3], podemos enunciar el 
siguiente resultado: 

Proposición 2.3. Apq es un espacio de Montel si, y sólo si, no existe un 
conjunto de ídices infinito H = {(s„, í„), n e N} cz N x N, nn número natural 
To y adecuadas constantes M^ > O, tales que: 

al'l < M/ifjl, \/ r > roy he N (2) 

Corolario 2.4. Apq es un espacio de Montel si, y sólo si, no posee ningún 
subespacio seccional isomorfo a P o l^. 
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Demostración. Supongamos que A^̂  no posee ningún subespacio seccio
nal isomorfo a P o /̂ , y que además Apq no es un espacio de Montel. Por 2.3 
existe un subconjunto infinito H = {is„, í„), n e N} de N x iV, TQ y adecuadas 
constantes M^ > O tales que: 

2ii%^ < MA:Í V r ^ ro, n E iV (2) 

Puesto que H es infinito, puede ocurrir que: 

i) {Sn, n e N} y {t„, n e N] sean ambos subconjuntos infinitos de N. 
ii) {s„, n G N} sea infinito y {í„, n e N) sea finito. ^ 

iii) {s„, n e N) sea finito y {í„, n e N] sea infinito. 

Bajo el supuesto de que se cumpla i), siempre podemos encontrar subcon
juntos {in, n € N} y {/,i5 n e N} dQ N, con (i„, j„) e H para todo n e N Q 

il < Í2 < '" < in < ••' ; 71 < Í2 < • • • < jn < 

Sea: 

G = {x = (Xij) e Apq : x ĵ = O, V (/, ;) ^̂  (f„, j j , n G TV} 

Es claro que G es un subespacio seccional de A^̂ ; además si x es un elemento 
de G, aplicando (2), obtenemos: 

||x||, < M,||x||,^, Vr > ro 

De donde se desprende que la topología de A^̂  coincide sobre G con la 
topología de la norma | | | |^, y evidentemente G es topológicamente isomorfo a 

En los casos ii) e iii) la demostración es análoga. 

En 2.2 vimos que A^̂  es siempre un espacio reflexivo. Claramente los 
espacios Aj^ y A^, no son reflexivos en general (basta tomar a\f = 1 para todo 
r, i, j e N), 

Es conocido que los espacios A^ son espacios reflexivos si, y sólo si, son 
espacios de Montel (véase [10], parágrafo 2.2(8) y [5], parágrafo 30.9.(1)). 
Veamos que los espacios Ai^ y A î no verifican este resultado. 

Para cada r e N definimos â*"̂  = (a\''¡), siendo: 

4J r ^' +^')''^''^ = 1,2,...;; = 2,3,.. . 
a|f = 1; I, r = 1, 2, ... 

Sea Api el espacio escalonado de orden (p, 1) definido por la sucesión anterior. 
Escribimos: 

Fi = {x = (Xij) G Api : Xij = O, V j ^ 1} 

F2 = {x = (Xij) G A^i : Xa = 0, ^ i e N} 
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Es obvio que A î = Fi 0 F 2 . Como Fi es topológicamente isomorfo a F, por 
2.4, Api no es un espacio de Montel. 

Sea A el espacio escalonado de orden (p, 1) definido por {b^''^ = ib\''^)}, 
siendo b\'') = a¡''^+i para todo r, i,j e N. Por 2.3, es fácil comprobar que A es 
un espacio de Montel; además, como A es topológicamente isomorfo a F2, 
aplicando [5], parágrafo 22.5.(3), podemos concluir que A ĵ es un espacio 
reflexivo. 

Sea ahora Aj^ el espacio escalonado de orden (1, p) definido por la sucesión 
{a^'^ = (a\'¡); r = 1, 2, . . .} , siendo: 

^ = (i ^JY'J, r = 1,2, ...; i = 2, 3, ... 
é;] = 1;./, r = 1,2,... 

Por un razonamiento totalmente análogo al anterior, se comprueba que Ai^ es 
un espacio reflexivo no Montel. 

Siguiendo a Grothendieck [4], diremos que un espacio localmente convexo 
E es totalmente reflexivo si cada cociente separado de E es reflexivo. 

Proposición 2.5. Apq es un espacio totalmente reflexivo. 

Demostración. Por [10], parágrafo 2.3.(1), y teniendo en cuenta que 
{rBf̂ , f- e N} Qs un sistema fundamental de acotados de A^̂ , bastará probar 
que para cada número natural r la topología débil de (A^ )̂̂  y (j(Apq, Apq) 
coinciden en Bf^ siendo (A^ )̂̂  el espacio de Banach (Apq)^M con la topología 
de la norma: 

/ + G0 /+CO Xp/qy/P 

\ul = inf {a > o : w = (t/,,-) G aB^} = í Z í Z K; a^)]^ j 

Sea U la bola unidad cerrada de P{/^}; definimos: 

7 ; : P { H - > ( A ; , ) , 

de la siguiente forma: TXu) = iuija\''¡) para todo u = (uij) e P{/^}. Es fácil 
comprobar que T^ es una isometría, con TXU) = B^^. Como el dual fuerte de 
P{l^} es I^P} ([8] 7.16), U es (J(P{/^}, /^{/^})-compacto y, por tanto, B^^ es 
compacto en (A^̂ )̂  con su toplogía débil. Es ahora evidente que la topología 
débil de (A^ )̂̂  y (J(A^^, A^^) coinciden en Bf̂ . 

Como consecuencia de [10], parágrafo 2.4.(23), y de la demostración 
anterior, tenemos los siguientes resultados. 

Proposición 2.6. Todo subespacio casi-tonelado de A^jS(Ap^, A^ )̂) es 
bornológico. 

Proposición 2.7. Apq{p(Apq, Apq)) es el límite inductivo de la sucesión de 
espacios de Banach: 

{(A;,X; r = 1, 2, ...} 
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Demostración. Por 2.2, Apq{p(Apq, A^ )̂) es tonelado; teniendo en cuenta 
la proposición anterior y que la familia {rBf^, r e N} es un sistema 
fundamental de acotados de A^̂ , obtenemos la conclusión deseada. 

3. CONJUNTOS COMPACTOS Y CONJUNTOS ACOTADOS 

Sean p y q números reales mayores o iguales que la unidad y A^̂  los 
correspondientes espacios definidos en el apartado 1. 

Proposición 3.1. Dado A un subconjunto acotado de A^ ,̂ A es relativa
mente compacto si, y sólo si, para cada r G Â  la sucesióji: 

sup {||x - x^" |̂|, :x EA} ; n = 1, 2, ... (3) 

es convergente a cero. 

Demostración. Supongamos que A es relativamente compacto. Para cada 
r e N es fácil comprobar que: 

B, = {(Xij-alí̂ ) : X = (x^j) e A} 

es un subconjunto relativamente compacto de /^{P}. Aplicando la caracteriza
ción de los conjuntos relativamente compactos en espacios de Banach con 
base (véase [7], pág. 166), obtenemos que la sucesión (3) converge a cero. 

Recíprocamente, supongamos que la sucesión (3) converge a cero para 
cada número natural r, y sea {y" = (y"j); n = 1,2,...} una sucesión en A; 
puesto que A es acotado, por un proceso diagonal podemos obtener una 
subsucesión {x" = (x¡j); n = 1, 2, ...} de {y"; n = 1, 2, ...} de forma que para 
cada i, j de N la sucesión {x^p n = 1, 2, ...} sea convergente a un cierto x^. 
Escribimos x = (x^). Veamos que x es el límite de la sucesión {x"; n = 1, 2, 
...}. Dado fi > Oy r e N, por (3), existe /CQ tal que para todo k '^ UQQ y = (y^j) 
E A: 

k / +CX) \p¡q +CX) / + 0 0 \q¡p / \q 

j = i \i = k+i / j = k+i \ í=i / V / 

En particular, tendremos que para todo n, h E N, m > k ^ ko'. 

k / m \p/q m / h \q/p / \q 

j = i \i = fe+i / j = fc+i \i=i / V / 

De donde se desprende que para todo k > ko'. 

k / +00 \q/p +00 /+Q0 \q/p / \q 

z z i^ij^n + z z i^ij^n < | (5) 
j = i \¿ = k+i / j = k+i \ í=i / V / 

y consecuentemente, que x es un elemento de A^̂ . Además por la convergen-
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cia coordenada a coordenada de la sucesión {x"; n = 1, 2, . . .} , existe un 
número natural HQ tal que: 

ko / ko \Q/P /p\« 

^E [1 K^ij - ^u)«L-*l''j < (^3j > V „ ^ «0 (6) 

Finalmente, teniendo en cuenta (4), (5) y (6), obtenemos que: 

||x" -- xlly. < 8, V n ^ no 

En la siguiente prooposición denotaremos por JJ la bola unidad cerrada de 
/^{/^}, por X^ el espacio escalonado de orden oo definido por {â ''̂ }, i.e., 

'̂ (X) = {̂  = (^íj) e (O : sup Ixij-ajĵ l < +oo, r G iV} 
i, i 

Dado j ; = (y^^ G AQO, escribiremos: 

Proposición 3.2. Un subconjunto B de A^̂  es acotado si, y sólo si, existe 
un elemento y = (y^j) de 1^, con yij ^ O, tal que B cz yU. 

Demostración. La condición suficiente es obvia. Recíprocamente, sea B 
un acotado de A^̂  y M^ > O, tal que: 

sup {llxll, : X e B} ^ M,, r E N (7) 

Definimos 3; = (y^), con: 

);,,. = inf {(2.2^ • M,; ajĵ ), r e iV} 

Es fácil ver que (y^j) e Á^. Además, dado x = (x ĵ) e B: 

|x,,-| = (\x,j\ • a^; a^) < (||x||,; a^) ^ (M, • 2.2'"; a^l \/r e N 

Tomando ínfimos al variar r en Â , obtenemos: 

\^ij\ < biji' ^ iJ e N, X = (Xij) e B (8) 

Para ver que B está contenido en yU, bastará probar que B f) cp está contenido 
en yU. Sea x = (xij) e B f) cp, I = {(ij) e N x N : x^ i= 0},y h el número de 
elementos de /. Si (/, j) e I Q y^ i= O, entonces: 

(1; y,j) = sup {{a^; l.T • M,), r e N), 

luego existe un m^ G Â  tal que: 

(aíf'v); 2.2^ • M,) ^ (1; y,¡) - (1; !x,,-| - 2 - h) (9) 
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Sea M = max {m¿j, (i, j) e I}; si n e {1, 2, ..., M}, escribimos: 

/n = {(i, j) e / : m¿j = n} 

Es claro que: 

M 

I„nh = (l> si n i= k c I = [j I„ 

Definimos z" = (z-j), z = (zfj), siendo: 

0̂- = i^iP yij) si (i, j) e /„, z;̂  = O si (i, j) ^ I„ 
^ij = i^iP yij) si (/, ; ) G / , Zij = O si (i, j) é I 

Denotamos por ||H|| la norma de /^{P} y por V la bola unidad cerrada de 
P{/«}, entonces: 

lllzlll = sup j X |z;X-| : u = (u,j) EV] ^ 

< sup j X |((a|fx,,.; 2.2" • M„) + (1; 2 • /2)>/,,.|, w = (u.j) e v] 

Luego, si /z„ es el número de elementos de /„: 

M 

'lllzlll ^ I lllz'lll < 
n = l 

< Z (sup j ^ (Kaiï'xi,-; 2.2" • M„)uy|), u = (u;,) € F I ) + 
1=1 \ (.(i,j)e/„ J / 

+ X (/2„; 2 • /í) < I f(l; 2.2" • M„) • sup j ^ |aSí'x¡,.u,.,|, u = (u;,) e F J ) 
"=1 1=1 \ ki,i)el„ ) / 

1 M 1 1 1 

+ - ^ X (l;2.2"-M„)-| |x| |„ + - ^ - + - = 1 

De donde se desprende que x es un elemento de yU. 

4. NUCLEARIDAD 

Proposición 4.1. A^̂  es un espacio nuclear si, y sólo si, dado r e N existe 
un número natural fc > r tal que: 

+ 00 

X (a^;a^) < +00 (10) 
i,J = l 
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Demostración. Supongamos se cumple (10). Consideremos A,, el espacio 
escalonado de orden (1,1) definido por {a^^\ r = 1,2,...}; teniendo en cuenta 
(10), es fácil comprobar que Aji es topológicamente isomorfo a A^ ,̂ y como 
AJÍ es nuclear (véase [10], parágrafo 2.3.(16)), podemos concluir que A^̂  es un 
espacio nuclear. 

Recíprocamente, supongamos que A^̂  es nuclear. Dado r E N existirá un 
subconjunto B absolutamente convexo, equicontinuo y cerrado de A^̂  
con Bf̂  CI B y la inyección canónica: 

J : ( A ; , ) , - ^ ( A ; , ) 5 

nuclear. 
Sea H el calibrador del polar de B^^ en el dual de (A^ )̂̂ , y | | | | la norma de 

(A^ )̂g. Por ser J nuclear, existen sucesiones {z^; h = 1, 2, ...} y {v^; h = 1, 2, 
...} en {Apq)'y y (A^ )̂ ^, respectivamente, tales que: 

+00 +00 

X Iz"! • Ik'-H < +00 y J(w) = X <w, z") • v\ V w e ( A ; , ) , 

Puesto que B es acotado, existe un número natural k > r con B c kB^^. 
Consideremos la aplicación: 

siendo TXu) = (UÍJÜI'^J^) para todo u = (ŵ )̂ de /^{/^}. En 2.5. vimos que T^ es 
un isomorfísmo en norma, por tanto, su aplicación traspuesta: 

g, : (A;,); - ^ ni"} 

es un isomorfísmo en norma. 
Denotemos por |||'||| la norma de /'{P}. Es claro que: 

iz"! = iwgxz'm = \\\{<^u^ eÁz'mw = 
= \\\{<TXetj), z"})]]] = \m><eu, z'y)\\\ -

+ 00 /+0O \Q/P\1/Q 

,J=1 \ i = 

Como B cz kB^, es obvio que: 

\P¡9\UP 

ll̂ 'l ( + 00 /+00 \p¡q\i/ 
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Por otra parte, a\feij es un elemento de J3f̂  para todo /, j e N, con lo cual: 

+ 00 

h=l 

y consecuentemente: 

Finalmente, teniendo en cuenta lo anterior y aplicando la desigualdad de 
Holder, obtenemos que: 

+ 00 

í , J = l 
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