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Abstract

Being A,, the infinitesimal generators of diffusion processes with constant coefficients and
with discount factor a§ > 0, the equation:

sup {A,u(x) — fu(x)} =0, ae xeQ

(called the Hamilton-Bellman equation) can be interpreted as the Dynamic Programming
equation of a control problem where u(x) is the optimal cost functional in which one can switch
from one stochastic system the another without penalty.

We want to determinate the action m, for which:

sup {Au(x) — fu(x)} = Apu(x) — fn(x)

at a particular point x.

By means of arguments of Functional Analysis we obtain, under simple hypothesis «A4,, fn.(x)
— Apfu(x) > 7 > O», the region where the action m, is optimal.

For Q = RY, Friedman-Lions (1980) have obtained a similar result on outside of balls.

We, also, prove that A,u = f, on a subset of the boundary of a region implies, under
adequate hypothesis, the above coincidence in a interior subset of the region.

About the not coincidence 4,,u < f,, we obtain a topological property.

Resumen

Siendo 4,, el generador infinitesimal de procesos de difusién con coeficientes constantes y
factor de actualizacién af > 0, la ecuacién:

sup {Au(x) — fu(x)} =0, ae xeQ

(llamada ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman) representa la ecuacion de la Programacion
Dindmica de un problema de control en el que u(x) es el 6ptimo funcional de un coste en el que se
puede pasar de un sistema estocastico a otro sin gasto adicional alguno.

Se estd interesado en determinar la accién m, para la que:

sup {Au(x) = fu(*)} = Apdx) = fu(x)

en un punto particular x € Q.
Empleando argumentos de Andlisis Funcional obtenemos la region en la que la accion my es
optima, bajo hipdtesis sencillas:

Amofm(x) - Amfmn(x) > Y > 09 m 7& mo

Cuando Q = R un resultado analogo ha sido obtenido por Friedman-Lions (1980), en donde
la coincidencia es mostrada sobre el exterior de bolas.

Por otro lado, mostraremos que si se tiene la coincidencia 4, u = f,, sobre una parte de la
frontera de un conjunto entonces, bajo hipétesis adecuadas, la coincidencia se extiende a una
region interior. Sobre la no coincidencia 4, u < f, obtenemos una caracterizacion topoldgica.
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1. INTRODUCCION
Consideremos la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman:

sup {4,u(x) — fu(x)} = 0 en casitodo x e RV [1]
m=>1

donde los operadores A,, son los generadores infinitesimales de procesos de
difusion con factor de actualizacion aff > 0. Es bien conocido (ver Bensous-
san-Lions (1978), Krylov (1980), P. L. Lions (1981), Bensoussan (1982), etc.)
que la solucién puede ser representada como el coste optimo de un funcional
estocastico en el que no hay ningun gasto adicional al pasar de sistema a otro.

El presente trabajo trata de establecer condiciones para tener una accién
Optima en puntos particulares.

Introduzcamos brevemente el problema. Para cada entero m, sea ¢™ =
(077 una matriz cuadrada de orden N con coeficientes constantes y (af") una
matriz de N vectores constantes.

Sea
1 N
ar = 3 l; ohoT,
e introduzcamos el operador:
N N
A = —i,szl aiiDij¢ + i; ai'Dip + age (2]

sobre el que supondremos:

afi = 0, en el sentido de las matrices simétricas,

lafjl, laf'l < M, para alguna constante positiva M,

3
a0 3]
Por otra parte, sean f,(x) funciones de W? “(RY) satisfaciendo:

Wl < M 4]
Para cada funcion control no anticipativo, v = v(t) tomando valores en

1, 2,3, ..., consideremos la ecuacion diferencial estocastica:
{dyi(t) = ¢ dw(t) — a" dt 5]

y:0) = x

y la funcién coste:

J(x, v) = E[ j ) Soo(y3(D) exp (—ag”t) dt} [6]
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finalmente, se define el coste optimo mediante:

u(x) = inf J(x, v) 7

Suege inmediatamente una pregunta: ;cudl es la mejor difusion en un punto x?

Empleando argumentos heuristicos de la Programacion Dindmica (ver
Fleming-Rishel (1975)) podemos caracterizar el coste dptimo. En efecto, si
suponemos i € C*(RM) por la regla de Ito, de la diferenciacién estocéstica, se
tiene, para cada m:

Anu(x) — fr(x) <0, enct xe RN

con lo que el principio de Bellman concluye la ecuacién [1]. Por tanto, la
pregunta puede ser formulada en términos de la Programacion Dindmica.
(Para qué m, se tiene la igualdad:

sup {Auu(x) = fu(¥)} = Apu(x) = fn,(x) [8]

en un punto particular x?
Antes de dar respuesta a [8] conviene citar algunos resultados sobre la
ecuacion [1] que supondremos a lo largo de este trabajo.

Teorema 1 (P. L. Lions (1981)). Supongamos [3] y [4], asi como existen
0,€l0,1[A <1 <ng)yl <my <my < < m, tales que:

no Ro N

Z 0, =1, Z Z Hza?}fifj =z 9[5!2 [9]

=1 I=1i,j=1

Para alguna constante positiva 6 > 0 y cualquier ¢ € RY. Entonces, existe una
tinica solucién u e W ©°(RV) de [1].

El supuesto [9] de no degenraciéon complementaria es requerido para la
regularidad W? ©. En dicha referencia se tiene también existencia y unicidad
de ue W"*(RV) para [1], sin el supuesto [9]. Otros resultados pueden
encontrarse en Krylov (1980).

Para abiertos acotados existen resultados debidos a varios autores (Evans-
Friedman (1979), Evans-Lions (1980), Evans (1981), etc.). El resultado que
emplearemos aqui sera:

Teorema 2. Sea Q un abierto acotado de RM de frontera regular.
Supuestos [3] y [4], referidos a Q, asi como:

N

Y angg; = 0lg” [10]

i=1
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para alguna constante § > 0 y cualquier ¢ € RN, Entonces:

i) Existe una tinica solucion u € W* 2(Q) N Wi °(Q) de la ecuacién:

max {A,u(x) — fu(x)} =0, enct. xeQ [11]
k

<Sm<

(ver Evans-Lions (1980)).
i) -
ue C>F(Q) [12]
para algin § > 0, supuesto f,, regulares (Evans (1981)).

Existen también, en este caso, resultados para operadores con nodegenan-
cia complementaria, debidos a P. L. Lions, que aqui no consideraremos. La
solucion de [11] admite atmbién una interpretacion estocastica como en [7]
para:

J(x, v) = E[JIx fv(t)( Y29(t)) exp (—a”™r) dt] [13]
0

donde 1, es el tiempo de salida de Q del proceso y2O(t).

El plan del presente trabajo es el siguiente: En la seccion 2 recogemos
diversos resultados del autor (G. Diaz (1980a, 1980b, 1982)) relativas a un
caso concreto de a ecuacion [1]. Exactamente para 4,, ¢ = ¢ y bajo hipotesis
de convexidad sobre las funciones f,, obtenemos la region para la que la
accion my es dptima. También bajo el mismo tipo de hipdtesis se obtienen otro
tipo de resultados complementarios cuya extension al caso general es el
motivo de la seccion 3. En ella obtenemos que si 4,, fu — Awfm, > 7 > 0,
para m # m,, sobre una region arbitraria G, entonces la accidn mg es optima
sobre un subconjunto de G, que se explicita. Un resultado de esta naturaleza
ha sido obtenido por Friedman-Lions (1980) cuando G era el exterior de una
bola, no explicitando la region de coincidencia.

También obtenemos en esta seccion 3 que, bajo hipdtesis andlogas, si mg es
la accion Optima en una parte de la frontera de G, también lo es sobre una
region interior; finalmente se prueba que bajo hipdtesis adecuadas si m, no es
la accion Optima sobre un subconjunto conexo, tampoco lo es sobre toda la
componente conexa que contiene a dicho conjunto.

Se han tomado los coeficientes constantes porque en la prueba de los
resultados de la seccidn 3 se requiere la conmutatividad de los operadores 4,,,
aunque los teoremas 1 y 2, asi como en los de la seccion 2, son igualmente
validos para coeficientes dependientes de x y v.

En lo que sigue se empleara el convenio de sumacién del indice repetido.
Sin pérdida de generalidad supondremos m, = 1.

2. EL PROBLEMA DE OBSTACULO

Comentemos, brevemente, el caso en que un operador coincide con la
identidad, sea este el A, para simplificar. Obsérvese que entonces [3] serd
exigida para m > 1.
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De esta forma la ecuacién [1] queda en la forma:
max {u(x) — fi(x), sup [Apu(x) — fu¥)]} =0 (14]

conocida como la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman con obstaculo fi, que
representa la ecuacion de la programacion dindmica del problema de control
estocéstico:

u(x) = inf J(x, m, 0) [15]

m>1,0

siendo:

J(x, m, ) = E[ J ' Sl Y3()) exp (—age) dt +
° [16]

+ £(Y20) exp (—eam]

donde 6 es un tiempo de parada para el proceso Y7%.

Cuando todos los operadores A4,, y las funciones f,, coinciden entre si,
respectivamente, para m > 1, la situacion es particularmente distinta. En este
caso el problema de control [15] admite una caracterizacion sencilla del
tiempo de parada dptima, esto es, del tiempo 6, para el que

u(x) = J(x, 6,
mediante:
0, = inf {s = 0: u(Y:(s)) = fi Ya(5))}

(ver Bensoussan-Lions (1981)).
De esta manera se distinguen dos conjuntos:

[u < fil = {x:ulx) < fi(x)} conjunto de continuacion
[u = fi] = {x:ux) = fi(x)} conjunto de parada

cuyo conocimiento permite una sencilla eleccion de la estrategia optima.
Problemas de naturaleza distinta pueden también ser modelados por la
ecuacion [14], por ejemplo, la posicién de equilibrio de una membrana
elastica costreiiida a estar por debajo de un obstdculo (en esta situacion [u <
f1] corresponde al conjunto de equilibrio).
Consideremos, a modo de ilustracion, el siguiente:

Ejemplo 1. Sean:

d2
Ap = = fu =0, para m>1 y fi =x -

N
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Entonces sobre Q = ]—1, +1[ la funcién:

(————3 — 2\/§>(x +1) , xe ~‘1, ——————_2 + \/g:l

—1 + \/5 B 2
X2—1 , X E _2;\/5’2—2\/3]

(3—1—:_—2—:/—/—;>(x -1 , xe _2—_2-\/—5, +1}

es la unica solucién de [14], con condiciones de contorno homogéneas de
tipo Dirichlet.

u(x) =

I

Este sencillo ejemplo pone de manifiesto dos cuestiones tipicas de los
problemas no lineales:

i) La solucién no es, en general, de clase C* a pesar de la regularidad de
los datos. Obsérvese que f; € C".

ii) Asociado a la solucion aparece una frontera desconocida a priori (la
frontera libre) que separa las regiones de equilibrio y coincidencia.

Razonando con este tipo de ejemplos se observa que la region de
coincidencia estd contenida en la region en que f; es convexa. De una forma
mads concreta se tiene para la ecuacion [14].

Teorema 3 (G. Diaz (1980a)). Supongamos que se tiene:

a?}éiéj 2 Blélza V m > 1, V é = (61) eees éN) € RN [17]
. - M?N
ap = THZ—, Ym>1 [18]

existe un conjunto abierto G, no necesariamente acotado, y una constante
positiva y tal que:

fu(x) — Apfix) 2y >0, Vm>1 enct. xeG [19]
Entonces u(xo) = fi(xo), si existe xo € G tal que:
240 172
d(xo, 0G) = [—M_ sup |lfwm — Amleoo]
Y m>1

Para la ecuacion [1] sobre un abierto Q, acotado, de RY con condiciones de
contorno homogéneas de tipo Dirichlet, se tiene:

Teorema 4 (G. Diaz (1980a)).
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i) Supongamos que se verifica [17], [18] y [19] sobre un abierto G
contenido en Q. Entonces u(x,) = fi(xo), para todo xg € G, tal que:

172
d(xo, 9G) > [@jﬂ méx (nflnw, o sup (Il - Ammu})]

ii) Supuesto [17] y [18] asi como:

fu(x) — Afi(x) =2y, Ym > lenct. xeQ [20]

entonces:
u(xo) = fi(xo), si xo€Q

N 1/2
]
oQ

iii) Bajo los supuestos de ii), si existe x, € 0Q y

d(xo, 0Q) > [6M

6MN 12
r > [ ) - sup fl] , tales que fi(x) = 0 en dQ N B(xg, 7)
o0

entonces u(x) = fi(x) en x € Q N B(x,, 5) con

6MN 12
s=r — [ - sup fl:l
Y aQ

Sobre el conjunto de continuacién o equilibrio es posible obtener una
caracterizacién topoldgica.

Teorema 5 (G. Diaz (1980b)). Supongamos que JQ es conexo y que se

verifica:

fu(X) — Apfi(x) 20, Vm > lenct xeQ [21]

Entonces, supuesto f; > 0 en 0Q, se tiene que [u < fi] es conexo.

Nota 1. Cuando se considera un abierto Q de R¥ la funcidon coste es:

OA 1,

J(x, m, 0) = E[ fo Y3(®)) exp (—agt) dt +
0

[22]
eXp ( '—Txa'(;l)]

+ fil(Y?(0)) 1 exp (—0af) + h(Y"'(Tx)) X

0 < 1, 0 < 1,

donde 7, es el tiempo de salida del proceso Y7 de Q. El ultimo sumado de [22]
representa el coste de la decision de parar el proceso después del tiempo de

salida.
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Nota 2. Los teoremas anteriores indican que bajo hipotesis de convexi-
dad los valores de u y f; se disponen de forma sencilla: el corazén de G o de Q
esta contenido en [u = fi], y [u < fi] contiene a la componente conexa de Q,
que contiene a 0Q.

Nota 3. La hipoétesis [20] puede ser considerada 6ptima. Por ejemplo, la
funcién u(x) = —e"(k < 1) verifica:

max {u, —u’ +u — (K* — 1)e¥} =0
y no tiene coincidencia con el obstdculo.

Nota 4. En G. Diaz (1980a y 1980b) se obtienen los resultados anteriores
incluso para coeficientes no constantes. En G. Diaz (1982) se extiende los
anteriores resultdos a problemas de obstdaculos gobernados por operadores
diferenciales elipticos de segundo orden no cuasilineales expresados en su
forma maés general.

Nota 5. En G. Diaz (1980b) se obtienen resultados como los anteriores
para condiciones de contorno de tipo Neumann.

Nota 6. De los resultados anteriores es posible extraer informacién sobre
la extrategia 6ptima en algunos puntos x.

3. EL CASO GENERAL

El propésito de esta seccion es extender los resultados anteriores a la
ecuacion [1], dando asi respuesta a la pregunta sefialada en [8]. Comenzare-
mos obteniendo resultados para el problema sobre un abierto Q, acotado, de
RN con frontera regular I. Supondremos, por tanto, el teorema 2. ii) (ver
Evans (1981)).

La hipotesis [19] serd ahora expresada por A,f,, — A.fi.

Teorema 6. Supongamos que se tiene:

M*N
40

af = » paral <m < k [23]

existe un abierto G tal que G <= Q, y una constante positiva y verificando:

Aifu(x) — A fi(x) 29 >0, xeG,1 <m <k [24]

Entonces, 4,u(xo) = fi(xo), para todo x, € G tal que:

240 ' 12
d(XOa aG) = [— ’ méx HALfm - Amfl”oo]

M'y l <m<k
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Demostracion. Emplearemos la siguiente aproximacion debida a L. C.
Evans (1981). Para cada 0 < ¢ < 1, consideremos funciones ¢, € C®
convexas, tales que:

¢) =0, si t<0 , :
> & =1, Z
0 < ¢it) < 1 ; dt) =1, si t = ¢ [25]
Sea, por otra parte, Fy(t;, t;) = t; + ¢, (t; — t})y

F¥ty, ...y t)) = F(ty, F* Yty ..., t)) [26]

Se comprueba facilmente que:

k k k .
0<QF_£<1; Zﬁ:l [27]

N atm h m=1 atm

F*, es convexa y creciente en cada t,,
Consideremos finalmente la solucién regular u, de la ecuacion penalizada:

F¥Awu, — fi, Ay — foy oo, Aty — fi) = 0 [28]

L. C. Evans (1981) ha probado que xiste una tnica funcién u € C>4(Q) N
W§ ©(Q) para algiin, aunque pequefio, f > 0, que verifica:

max {A4,ux) — f,(x)} =0, xeQ [29]

1<m<k
ademds:
u, -u y Awu,— Awu [30]
uniformemente sobre compactos.
Con el fin de simplificar la notacién, supondremos, sin pérdida de

generalidad, que f; = 0, en caso contrario, bastaria con introducir u — u, con
Ay = fien Q, u; r = 0. Por tanto, [24] queda en la forma:

Aifx) 29y >0, 1 <m <k, VxeG [31]

Aplicando A4, a la ecuacion penalizada [28] se obtiene, de [25] y [26]:
k
Y, DuF{(—)An(Au) ~ Aif,) >0 [32]
m=1

Consideremos ahora las funciones:
2(x) = A x) + nlx — xol? [33]
con x, xo € G, siendo n una constante positiva determinar, y

gm(x) = nA;lx — xol* + Af,, paral <m < k [34]
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Por otra parte, para cualquier £ = (&4, ..., £y) € RV y & e R, se tiene para 1 <
m < k:

. n . M MN M’N
il + aré&ilo + aof% = 9|f|2 - 55' &> — N 563 + 40 f(z) [35]
. M
para cualquier 6 € R, y es >0 para 6 > 20 con lo que:
arélo + atél = —anél; = —aple)? [36]
2 i i
Tomando &, = |x — xo|l y & = —(x—é—LO), para x, xo € G, X ¥ X, s¢ tiene:
0
2a7(x* — xb) + aflx — xol> = —4af; [37]

Entonces, sobre una bola B = B(xo, p) = G, con p > 0, por determinar, y
para cada 1 < m < k, se tiene:

gn(x) = (=2da; — 4ai)n +y = (=6MN)yy +y 20 [38]

supuesto 1 < > para x # Xo, gm(X0) = 0.

Y
6MN
Considerando ahora p tal que:
0 < —(C + &) + np> < Ayu(x) + nlx — xol* [39]
se tendrd z(x) > 0 sobre 0B, supuesto:

C + ¢
2>

p >, siendo C=~% méx  |[Afm — Anfille

M 2 1l<m<k
y ¢ destinado a tender hacia 0 (ver el final de la prueba).
Si suponemos A;u(x,) < 0. Entonces por [30], para ¢ suficientemente

pequefio, existird v > 0, independiente de ¢, tal que A u(xo) < —Vv.
Sea y, € B, tal que z(yo) = min z(x). Claramente:
B

Z(yo) < Z(X()) = Alus(xo) < —-v<0
con lo que:

Yo€B 'y Aw(yo) < —v [40]
De la ecuacion [28], escrita en la forma:

0 = A, + d)e(Fle‘—l(AZus = o s Aty — fk) - Alus)
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se obtiene en y,, escogiendo ¢ tan pequefio que ¢ < Vv
F\'Aqu, — for oy Ajt, — f) — A, > ¢
(recuérdese ¢,(s) < s), y puesto que
DiF¥ty, . t) =1 — ¢F* " Y(ty, .., t) =0, si FEl(ty, .t —t; = ¢

concluimos, de [32], en y,:

k
Y, DuF () An(A1u) — Aiful =0
m=2
Por otra parte

Anz(o) < dfz(yo) <0 5 —gmyo) <0, (1 <m < k)

obteniéndose en y:

k
Z DmF'.of(*‘)[Am(Alua + nlyo — Xolz) = NAulyo — x0|2 — Aiful =

m=2

k
= ZZ DmF’e‘(_)[AmZ(yO) - gm(y0)] < 0

Como indicdbamos anteriormente, la prueba acaba verificando [39], para lo
que, regresando al caso general f; # 0, basta con obtener:

4
Ifi — Agllo< MLN mix  [[Aufy — Anfille 1]

l<m<k

y finalmente concluir [39] de [30].

Por los resultados de regularidad (ver teorema 2) existird x € Q tal que
(fi — Aw)(x) = |lfi — Awllcg). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que (f; — Au)(x) > 0, pues en caso contrario [41] resulta evidente. Entonces,
aseguramos que en algun entorno E de x se verifica:

(fl - Alu)(x) >0 y Am'u(x) = fm’(x)a VxekE [42]

para algin 1 < m’ < k. Razonemos por induccién sobre k > 2: [42] es
evidente para k = 2.

Supuesto [42] cierto para k — 1, demostrémoslo para k. Como en algin
entorno E de x (f; — Au)(x) > 0, por [29] se tiene que:

max  {Au(x) — fux)} =0, VxeE

1l <m<k
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Por otra parte, como i € C2 #(Q), existira m’'(1 < m’ < k) para el que A4,,u(x)
= f,(X). Entonces, si V x € E' — {x}, A, u(x) < f,u(x), para algin entorno
E’ < E, de x se sigue de [29]:

max (Au(x) — ful)} =0, VxeE — {x}

l<m<km#+m

pero por continuidad se tendra:

maéx Mwa)—ﬁQB=O,VXGE

l<m<km+m

con lo que [42] se sigue de la etapa k — 1.
Una vez probado [42] se tiene sobre E:

Am/Alu = AlAm/u = ALfm
y asi del principio del mdximo:
af(fy — Aw(X) < Ap(fi — A)E) = (Awfi — Aifu)X)  [43]

de donde facilmente se obtiene [41]. Finalmente haciendo tender ¢ hacia cero
se concluye la prueba.

Nota7. Obsérvese que para obtener [43] se ha necesitado la coincidencia:
Am'A u = AlAm'u = Alfm’

sobre algln abierto.
El resultado anterior puede extenderse a la ecuacion [1] referida a todo RV,

Teorema 7. Supongamos que se tiene:

M*N
as = 10 paral < m [44]
fmeE CH(RY), paral < m [45]

existe un abierto G, no necesariamente acotado, y una constante positiva y
verificando:

Aiffu(x) — Afi(x) 29>0, VxeG, 1 <m [46]

Entonces, 4 u(xy) = fi(xo), en casi todo x, € G, tal que:

240 112
d(xo, 3G) > [—-M sup 141/ - Amflnw}
Y m>1
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Nota 8. El teorema 7 fue obtenido por Friedman-Lions (1980) para un
tipo concreto de abiertos G, exadctamente para el exterior de una bola.
Ademds, en esa referencia no se explicitaba completamente la region de
coincidencia.

La prueba del teorema 6, y su version correspondiente para el teorema 7,
permiten estimar algunos conjuntos de nivel.

Corolario 1. Bajo los supuestos del teorema 6, y sobre cualquier bola
B(xo, R) < G, se tiene:

Y

0 = Ajulkx) + filx) = “6MN

Ix — x0l%>, Vxe B(xo, R))
siendo:

2460 , 112
Rc = I:— : max HALfm - Amfl”oo]

M’)) l<m<k

Corolario 2. Supuestos [23] y [24], se tiene:

0> Adux) — fix) = —ﬁ(méx {0, R, — d(x, 0G)}}, VxeG

La regularidad interior u € C*#(Q) permite obtener resultados complemen-
tarios sobre la ecuacién [11] (6 [29]).

Teorema 8. Supongamos [23] y [24]. Si existe xo € 0G y

2460 i 12
> I:——— max ||Ayf, — Amfl”oo]
My

l<m<k

tales que A u(x) = fi(x), V x € B(xo, ¥) N 0G, entonces 4 u(x), Vx € G N B(x,,
5), con:

240 1
S =r — |:-—]\Z—- . méx HA]_fm - Am_fl”oo:l

Y 1<m<k

Demostraciéon. La idea es repetir la prueba del teorema 6 sobre G.
Supongamos, por tanto, [25]-[36], y tomemos:

2/ i ,
Eo = (Ix — xol —5) y éi=%—<(x‘—xb)—(x—x—os>(l<i<1\’)
0 X

que para cada 1 < m < k conduce a:

)
Ix — xol

2a§"<(x‘ — xb) s) + af(lx — xol — $)* = —4a}; [47]
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Por otra parte, tras cilculos elementales (ver G. Diaz (1980b)), se tiene para
cadal < m < k:

arD(Ix — xol — s)* < 24} 48]

Considerando la funcidn:

n(lx — xol — 8 , si xeG, |x — x|l > s
= ) — 49
b4x) { 0 , si xeG,|x — xol £ 1491
definamos, para x € G:
Em(x) = Awdx) + Af(x), paracada 1 <m < k [50]
que verifican:
En(x) = (—2a; — 4ai)n +y =2 (—6MNy +y 20 [511
supuesto:
Y
< —fr
TS MmN
Por otra parte, la funcion:
Z(x) = Aulx) + vdx), xeG [52]

es tal que:

ix) = —(c+¢ +nir —s5* =0, YxeG,con|x — x| >r [53]

C + ¢ ,
max ||Aifn — Anfilleo

2
supuesto (r — s)° = = —"
M’N | <m<k

» para C

y ¢ destinado a tender hacia 0.
Ademas, A,u(x) = 0, para x € 0G, |[x — xo| < r, de donde por [30] se tiene:

2(x) = A (x) + vdx) = Aulx) = —v/2 [54]

para ¢ < g = &o(v/2, G), con v > 0.
Supongamos que 4;u(x) < 0, para algin X € G con |[x — xo < s,
claramente, como en la prueba del teorema 6, se tendra:
Au(x) € —v <0 [55]

para ¢ < & = gy(v, X).
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Sea entonces y, € G tal que Z(y,) = min z(x), con lo que:
G

2(yo) = Au(yo) + vdyo) < 2(x) = A, (x) < —v [56]
Z(yo) < —v, Awu(yo) < —v [57]

Por otra parte, y, € G. En efecto, si y, € dG, por [53] se tendrd a fortiori |y, —
xol < r, derivandose de [54] y [57] la contradiccion:

—v/2 < 2(yo) < —v [58]
para ¢ < min {&g, &}.

La demostracion acaba como en la prueba del teorema 6, obteniéndose la
contradiccion:

k
0 < Y DuFi(=) [Andyo) = €nlyoll <0 [59]

Nota 9. El teorema anterior indica que bajo condiciones adecuadas si se
tiene la coincidencia A,u = f; sobre una parte de la frontera de G entonces se
puede asegurar la coincidencia sobre alguna region interior de G.

Finalicemos este trabajo con un resultado sobre 4,u < fj.

Teorema 9. Seaaf > 0,paral < m < k. Sea G tal que 0G es convexo y
G < Q, verificaindose:

Aifux) — A4,./1(x) 20, VxeG,1 <m <k [60]

Au(x) < fi(x), paratodo x € dG [61]
Entonces {x € G : 4,u(x) = fi(x)} es convexo.
Demostracion. Sea U la componente conexa de {x € G : A;u(x) < fi(x)}
que contiene a dG. Supongamos que U’ es otra conexa de {x € G : 4,u(x) <
fi(x)} distinta de U.

Razonemos la argumentacion del teorema 6, suponiendo [25]-[32]. Sobre
oU’ se tendrd A,u(x) = 0, esto es:

A (x) = —v/2, para x e dU’ [62]

con g < g = g2, U)yv > 0.
Por otro lado, sobre U’ se tendrda A,u(x) < 0, esto es:

Aw(x) < —v, para x 3 U’ [63]

con ¢ < & = gv, U).
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Consideremos:

yo € U tal que Auyyo) = min Au, < —v < 0
o

yo € 0U’, pues en caso contrario se tendra:
—v/2 < Au(yo) < —v

para ¢ < min {gy, &}.
Pero tampoco y, € U’, pues razonando como en la prueba del teorema 6 se
tendria:

Am(Alue(yO)) < agAww(yo) <0
Alfm(yO) > 0
F*"YAu, — for o) Ai, — f) — zAu, = ¢ eny,

para ¢ < v, con lo que de [32] se derivaria en y,:

k
0 < Zz Dka(‘) [Am(Alus(yO)) - Alfm(yo)] <0

Luego podemos concluir que U’ = U.

Nota 10. Obsérvese que el teorema anterior suministra informacion
sobre acciones multiples.

Nota 11.  En un proximo trabajo se abordardn cuestiones andlogas sobre
el problema de evolucién.
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