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Abstract 

Let (Xi)i^i be a family of sets in a locally convex space F[Q]. Several properties of the set of 
closed halfspaces which contain the intersection of the family, are stated. A generalized 
definition, to families of sets, of the Property of Farkas-Minkowsky, is considered. 

Resumen 

Sea (Xi)iej una familia de conjuntos en un espacio localmente convexo F[fí]. Se establecen 
varias propiedades del conjunto de los semiespacios cerrados que contienen a la intersección de la 
familia. Se considera una definición generalizada, a familias de conjuntos, de la propiedad de 
Farkas-Minkowsky. 

1. PRELIMINARES 

Los espacios vectoriales que utilizamos aquí están definidos sobre el 
cuerpo R de los números reales. Si W es un conjunto en un espacio vectorial, 
entonces W" es el interior algebraico de W y íP*" el conjunto de los puntos 
internos de W {ver parágrafo 16.2 en [8]). 

En todo lo que sigue, F[Q] es un espacio vectorial topológico localmente 
convexo. Salvo advertencia en contrario, nos atenemos a la notación y 
terminología de [8]. En el dual f ' de F se considera siempre la topología débil. 
Dado un conjunto X en F[Q], denotamos X^ = {ae F' / <a, x> ^ O, V x G X}. 

Considérese un conjunto X en F[Q]. En este artículo se estudian algunas 
propiedades de la familia de los semiespacios cerrados que contienen a Z, y de 
la subfamilia de los semiespacios cerrados que contienen a Z y en cuya 
frontera está un punto dado x e F. 

Los semiespacios cerrados de F se pueden representar mediante vectores 
de (F' '^ {0}) X R, según se precisa en la siguiente observación. 

Observación 1. Considérese los conjuntos: 

A = {{T(a,a)/T > 0} / (a, a) e (f ' - {0}) x R} ' 

B = {G/G es un semiespacio cerrado en F} 
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Entonces la función Q> : A -^ B definida por: 

€<{T(a, a)/T > 0}) = {x e F Ka, a> < a} 

es una función biyectiva (ver 15.9 (1) en [8] y 19.1 en [7]). 

Notación 1. Sea Jf un conjunto en F[0]. Entonces definimos el conjunto 
discriminante de X: 

D{X) = {(a, a) G F ' X î  / <a, a> ^ a, V X G Z} 

Proposición 1. Sea X un conjunto en f [Q]. Entonces D{X) es un cono 
convexo y cerrado que contiene al origen. 

Demostración. Vamos a ver que D{X) es cerrado (lo otro es trivial). Sea 
((a¿, a¿), d G A) una red de elementos de D(Z) que converge a (a, S). Entonces, 
para todo x G Z, la red real «a¿, x> — a¿, ¿ G A) está incluida en ] — oo, 0], y 
converge a « â , x> — S). En consecuencia (â, a) G D ( Z ) . 

Observación 2. Sea Z un conjunto en f [Q]. Entonces: 

D(Z) = D(CO(Z)) 

Proposición 2. Sea (Zi)ie/ una familia de conjuntos en F[Q]. Entonces: 

D( u î) = n D(z,) 
í e / i 6 / 

La proposición 3 puede considerarse como dual de la proposición 2. 

Notación 2. Sea A un conjunto en F' x R. Entonces se define el 
debilitado de A: 

deb{K) = {(b, y) G F' X i? : 3 (fc, j8) G A/j8 ^ y} 

Nota: Se podría haber debilitado en sentido opuesto. El sentido de 
debilitación depende del sentido de las desigualdades que se consideren. 

Lema 1. Sea Z un conjunto convexo cerrado no vacío en F[Í2]. Sea A un 
conjunto no vacío en F' x R. Entonces las dos proposiciones que siguen son 
equivalentes: 

(a) Z = n {̂  e F / <6, x> ^ jS} 

(b) D(Z) = deb{coiK(A))) 

Demostración. Considérese los sistemas de desigualdades en F: 

(Qi) <«, x} ^ a, (a, a) G D ( Z ) 

(Ô2) <fc, x} ^ p, (fc, )5) G A 
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En virtud del teorema de Farkas generalizado (ver [2]), una desigualdad <ei, 
x} ^ rji es relación consecuente de (Qi) si, y sólo si: 

(eu rji) e deb{co{K{D{X))) = D{X) 

y <̂ 2? •^) ^ 2̂ ̂ s relación consecuente de {Q2) si, y sólo si: 

(̂ 2, ni) e debico{K(A))) 

Luego (Qi) y (Q2) son equivalentes si, y sólo si: 

Din = deb{co(K(A))) 

Considérese ahora que X es igual a la intersección de los semiespacios 
cerrados que lo contienen. 

Proposición 3. Sea (Z¿)j ̂  i una familia no vacía de conjuntos convexos y 
cerrados en F[Q] cuya intersección es no vacía. Entonces: 

C]X,= D ( n Xd = coi[j DiXd) 
i el i e J i e I 

Demostración. Es inmediato que: 

n {x e FKb, x> < p} 

iel 

Considérese ahora el lema 1. 

Definición 1. Sea (XiXçj una familia de conjuntos en F[Q]. Entonces se 
dice que (XÍ)ÍC¡ satisface la propiedad (Ñ) si: 

D(n X,) = co(U 0(X.)) 
iel iel 

Nota: La inclusión co{ [j D(Z¿)) c D( Pj Z¿) se cumple para toda 
iel iel 

familia (Xj)¿e/ de conjuntos en F[Q] (ver II, parágrafo 2.4 en [1]). Se hubiera 
podido definir la propiedad (Ñ) a partir de la inclusión D( Pj Z¿) c: co{ [j 

i e I i e I 

D(Z.)) en vez de a partir de la igualdad. 
Es condición necesaria para que se satisfaga la propiedad (Ñ) que co{ (J 

1 6 / 

D(Jf.)) sea cerrado. Esta condición es también suficiente si la familia (XÍ)ÍCJ 

cumple las hipótesis de la proposición 3. 
Considérese en F[Q] un conjunto JSf y un punto x. Estamos interesados en 

la familia de los semiespacios cerrados que contienen a Z y que vienen 
limitados por un hiperplano que pasa por x. La observación 3 cumple un 
papel análogo ahora al de la observación 1. 
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Observación 3. Sea jc e F. Denotamos: 

A(x) = {{m/T > 0} / üE(r ^ {0})} 

B{x) = {G/G es un semiespacio cerrado en F A x e Fr(G)} 

Entonces la función <Ù : A{x) —> B{x) definida por: 

^({xa/x > 0}) = {x e F Ka, x> ^ <a, x » 

es una función biyectiva. 
Sea X ci F y sea x e F. Se tiene que: 

{àeF' / <a, x> < <a, x>, V x 6 Z} = (X - X)P 

Observación 4. Si (F;.)¿ ^ / es una familia no vacía de conos en F[Í2], 
cerrados, convexos, no vacíos y con vértice en x, entonces: 

iíMv^- x)y> = co{u (j/. - xY) 
i El i El 

(ver parágrafo 20.8.(7) en [8]). 

Definición 2. Sea {X¡)i ^ / una familia de conjuntos en F y sea x e F. 
Entonces se dice que (X¿Xe/ satisface la propiedad (7V(x)) si: 

{Ç]{X,- x))P = co{ U (Z, - x)P) 
i El i El 

Sean Vx y Vi conos convexos que contienen al origen. Si (Fi, V^) cumple la 
propiedad {N) de Jameson, entonces cumple la propiedad (iV(0)) (ver la 
demostración del teorema 1 en [6]). 

2. LA PROPIEDAD DE FARKAS-MINKOWSKY 

Tal como definimos la propiedad de Farkas-Minkowsky, una familia de 
conjuntos la satisface si se puede lograr cierto nivel de aproximación a la 
intersección de la familia mediante la intersección de uña subfamilia finita. 

Definición 3. Sea {X¡)i^i una familia de conjuntos en F. Entonces se dice 
que {X¡)i^¡ es de Farkas-Minkowsky (o que satisface la propiedad de Farkas-
Minkowsky) si: 

r 

V (a, a) G D( Q Z¡) 3 í- e Z+ 3 i,, ..., i, e I / (a, a) e D{ f] X^) 
iel j=l ' 
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Definición 4. Sea (Z,)j ^ j una familia de conjuntos en F y sea x e F. 
Entonces se dice que (Z¿)j ^ / es de Farkas-Minkowsky en x si: 

r 

V (a, <a, X» e D( n Z.) 3 r G Z^ 3 iu ..., V̂ e / / (a, <a, x » G D( Q Z,.) 
i el i=1 

La propiedad de Farkas-Mikowsky es más débil que la propiedad (Ñ), y 
análogamente para las respectivas versiones locales. 

Proposición 4. Sea (XÍ)Í ^ ¡ una familia de conjuntos en F. Entonces: 

i) Si (Xi)i e I satisface la propiedad (Ñ), entonces es de Farkas-Min­
kowsky. 

ii) Si (X¡)i e / satisface la propiedad {Ñ{x)) en x G F, entonces es de 
Farkas-Minkowsky en x. 

Demostración, i) Sea (a, a) G D( Pj Z¿). Entonces (a, a) G CO{ ( J D(Z¿)). 
i E I i E I 

En consecuencia (ver II, parágrafo 2.4 en [1]): 

r 

3 r G Z"*" 3 í'i, ..., ij. e I I (a, a) = ]^ (â y a¿p 
j = i 

donde: 

Se tiene que: 

(a,̂ ., a,-) G D(Z,-), j = 1, 

(a, a) G D( n Z,-) 
j = i 

ii) La demostración es análoga a la de i). 
En el caso finito-dimensional, y asumiendo ciertas hipótesis, la propiedad 

de Farkas-Minkowsky y la propiedad {Ñ) son equivalentes, y también lo son 
las correspondientes versiones locales en los puntos de la intersección de los 
conjuntos de la familia. 

Teorema 1. Supóngase que F es de dimensión finita. Sea {X¡}i ^ ¡ una 
familia de conjuntos convexos en F [O]. Supóngase que las subfamilias finitas 
de {X{)i e / tienen intersección no vacía. Entonces: 

i) (Jf¿)¿ e j es de Farkas-Minkowsky si, y sólo si, satisface la propiedad 
{Ñl 

ii) Para todo x e Ç\ Xi^{X^-^^i es de Farkas-Minkowsky en x si, y sólo si, 

satisface la propiedad (iV(x)). 

Demostración. Tanto en i) como en ii) la implicación (<=) resulta de la 
proposición 4. Demostraremos, en consecuencia, la implicación (=>). 
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i) Sea iXi)y= 1 una subfamilia finita no vacía de (XÍ)Í ^ j . Vamos a probar 
que: 

(Xi)J=i satisface la propiedad (Ñ) [1] 

Procedemos por inducción sobre m. Es trivial que [1] se cumple para m = 1. 
Supóngase ahora que [1] se satisface para m — 1. Primeramente vamos a ver 
que: 

m - l 

co{ y D(Xi)) n ( - D{XiJ) es un subespacio [2] 

m - l 

Es evidente que co{ (J D(Jf¿.)) fl ( — D(XiJ) es un convexo que contiene al 

origen. Sea ahora: 
m - l 

(a, a ) G c o ( U D ( Z , p ) n ( - D ( Z J ) 

Por la hipótesis de inducción: 
m - l 

(a, a ) G D ( | J Xi)n{-D{XJ) [3] 
j = i 

m m - 1 

Existe XQE f] XY.. Teniendo en cuenta que D( f] Z¿.) y D(XjJ están incluidos 
j = i ' j = i ' " 

m 

en D( Pl Xi), se concluye de [3] que i / = {x G f / <a, x> = a} es un 
m i 

hiperplano soporte de f] Z¿. y de Zj^ en XQ. Pero se tiene que: 
i = i ' 

m - l 

Luego: 

Xo G ( [ ) Xi.f ; Xo G AJÍ 

J = l 

m - l 

7 = 1 

(ver parágrafo 6.C en [5]). En consecuencia: 

y con ello: 

m - l 

- ( a , a ) G D ( n X,)ni-DiXO) 
j = i 

m - l 

- (a , a ) G c o ( U D(Z,p)n( -D( j r , J ) 
j = i 

Luego (2) se cumple. 
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En virtud de un resultado conocido (ver parágrafo 3.2 in fine en [10]), la 
suma de dos conos cerrados convexos Vi y V2 es cerrada si Fi fl ( — V2) es un 

m - l 

subespacio. En consecuencia, co{ (J D(Xi)) + ^(^0 ^^ cerrado. Se concluye 
m 

que co{ (J D(JfjP) es cerrado (ver II, parágrafo 2.4 en [1]). Considerando 

ahora la proposición 3 y que: 

n .̂. = n ó̂ 

se infiere [1]. 
Hemos de demostrar que: 

D(n Xd'^coiU D(X,)) 
i E I i E I 

y esto es inmediato, considerando [1] y que (X¡)icj es de Farkas-Minkowsky. 

ii) El resultado es obvio, teniendo en cuenta que la propiedad {N(x)) se 
satisface para toda subfamilia finita no vacía (Xi)J=i de (JSf,)/e / (ver el 
corolario 23.8.1 en [9]). 

La hipótesis de que las subfamilias finitas de (Z-0¿ ^ / tengan intersección 
no vacía, no es dispensable en el teorema 1. Véase el contraejemplo 1 en 
relación con i), y parágrafo 3.2 de [10] en relación con ii). 

Contraejemplo 1. Considérese los conjuntos convexos: 

Xi = {(x, y)eR^ /y ^ x'} 

X2 ^ {(x, y)eR^ I y ^0} 

Se tiene que Xi fl X2 = <!>• Vamos a ver que (Z¿)¿=i,2 no satisface la 
propiedad (TV). Supóngase que la satisfaciera. Entonces: 

D(Xi n X2) = D(Zi) + DÍX2) [4] 

Es sencillo probar que: 

D(Z2) = {(O, V, T) € i? V V ^ O, T ^ 0} 

Luego, considerando que (1, O, 0) e 0(Xi fl X2), se obtiene de [4] que: 

3y ^03ri ^0 /{h -y, -rj)E D(Zi) [5] 

De [5] concluimos que x ^ y x^, V x e i?, lo cual es una contradicción. 
Consideramos ahora la relación entre una familia de conjuntos convexos y 

ciertas subfamilias suyas de particular interés, en cuanto a la propiedad local 
de Farkas-Minkowsky y a la propiedad {Ñ(x)). 
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Proposición 5. Sea {Xk)k eK ^^^ familia de conjuntos convexos en F y sea 
X E f] Xk. Supóngase que iXk)^ EK ̂ ^ ^^ Farkas-Minkowsky en x. Sea J <^K, 

k eK 

J i^0, tal que x E XI para todo k E (K ^ J). Entonces: 

i) {() {X,- x)y = {ç] {X,- x)y. 
keK keJ 

ii) (Xfe)fc e j es de Farkas-Minkowsky en x. 

Demostración, i) Es evidente que: 

if] (X,- x)y cz ( n {X,- x)y 
keJ keK 

Recíprocamente, sea a e ( Q (Xj^ — x)y. Existe Kj czK.Kx finito y no vacío, 
k_eK 

tal que a E{ Ç] {Xk ~ x)y. Supóngase ahora que: 
keKi 

aéiÇ] {X^ -x)y> [6] 
keJ 

SeaJí = J OKi. Entonces a ^ { f] (Xk - x))" (si Jj = (/>, fl (^* ~ x) = 
k e Ji k e Ji 

F). En consecuencia: 

3x i G ( n ^k)/ <a,xxy > <a, x> [7] 
k e Ji 

Puesto que x E X\ para k E (Ki ^ Ji): 

3yG]0, l [ / x + y(xi - X ) G ( n ^k) m 
k EKI 

Por otra parte, por [7]: 

<a, X + y{xi — x)y > <a, x) [9] 

[8] y [9] contradicen que a E { f] {Xk — x)y. Luego [6] es falso, y à E { f] 
keKi keJ 

{Xk - x)y. 

ii) Considérese la demostración de i). 

Teorema 2. Sea {Xj^^ GK ̂ ^^ familia de conjuntos convexos en F y sea x E 
f] Xk. Sea J c: K,J i= (j), tal que x E X \ , para todo k E{K ^ J). Entonces las 

k eK 

dos proposiciones que siguen son equivalentes: 

a) {Xk)keK satisface la propiedad {N{x)). 
b) {Xk)k e j satisface la propiedad {Ñ{x)) y {Xk)k e ^ es de Farkas-

Minkowsky en X. 
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Demostración. Considérese la proposición 4 y la proposición 5, teniendo 
en cuenta que: 

coi U Û fc - ^y) = ^o{ U i^k - x)P) 
keJ keK 

Notación 3. Sea 7 cz F. Considérese el sistema de desigualdades en Y: 

(Ô) ^i(x) < O, ./ 6 J 

donde J es un conjunto arbitrario, y qj'. 7 —> 1? es una función, para todo j G 
J. 

Denotamos Sj = {x e Y I qj(x) ^ 0}, j e J. Entonces: 

i) Se dice que el sistema (Q) es de Farkas-Minkowsky si lo es la familia 

(^j)j 6 J' 

ii) Si jc G F, se dice que el sistema (Q) es de Farkas-Minkowsky en x si lo 
es la familia {Sj)j ^j. 

El material expuesto en este artículo puede ser aplicado al estudio de las 
cualificaciones de restricciones en optimización convexa. En esta línea publi­
caremos un próximo trabajo, en el que nos basaremos también en [3]. 
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