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Abstract

Let (X); ., be a family of sets in a locally convex space F[Q]. Several properties of the set of
closed halfspaces which contain the intersection of the family, are stated. A generalized
definition, to families of sets, of the Property of Farkas-Minkowsky, is considered.

Resumen

Sea (X)); ., una familia de conjuntos en un espacio localmente convexo F[Q]. Se establecen
varias propiedades del conjunto de los semiespacios cerrados que contienen a la interseccion de la
familia. Se considera una definicion generalizada, a familias de conjuntos, de la propiedad de
Farkas-Minkowsky.

1. PRELIMINARES

Los espacios vectoriales que utilizamos aqui estdn definidos sobre el
cuerpo R de los nimeros reales. Si W es un conjunto en un espacio vectorial,
entonces W' es el interior algebraico de W'y W' el conjunto de los puntos
internos de W (ver paragrafo 16.2 en [8]).

En todo lo que sigue, F[Q] es un espacio vectorial topologico localmente
convexo. Salvo advertencia en contrario, nos atenemos a la notacién y
terminologia de [8]. En el dual F’ de F se considera siempre la topologia débil.
Dado un conjunto X en F[Q], denotamos X? = {a e F' / {a, x) <0,V x e X}.

Considérese un conjunto X en F[Q)]. En este articulo se estudian -algunas
propiedades de la familia de los semiespacios cerrados que contienen a X, y de
la subfamilia de los semiespacios cerrados que contienen a X y en cuya
frontera esta un punto dado x e F.

Los semiespacios cerrados de F se pueden representar mediante vectores
de (F" ~ {0}) x R, segun se precisa en la siguiente observacion.

Observacion 1. Considérese los conjuntos:

4 = {{xa,0)/t > 0} /(a, a) e (F' ~ {0}) x R}

B = {G/G es un semiespacio cerrado en F}
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Entonces la funcién ® : 4 — B definida por:

®({t(a, a)/r > 0}) = {x € F/{a, a) < o}
es una funcién biyectiva (vs:r 159 (1) en [8] y 19.1 en [7]).

Notacion 1. Sea X un conjunto en F[Q]. Entonces definimos el conjunto
discriminante de X:

D(X),E {(a,, @) e F" x R/<a,a) < a,VxelX}

Proposiciéon 1. Sea X un conjunto en F[Q]. Entonces D(X) es un cono
convexo y cerrado que contiene al origen.

Demostracion. Vamos a ver que D(X) es cerrado (lo otro es trivial). Sea
((as, a5), d € A) una red de elementos de D(X) que converge a (4, &). Entonces,
para todo x € X, la red real ({as, x) — g, 6 € A) estd incluida en]— o0, 0], y
converge a ({a, x) — &). En consecuencia (a, &) € D(X).

Observacion 2. Sea X un conjunto en F[Q)]. Entonces:

D(X) = D{co(X))

Proposicion 2. Sea (X;); . ; una familia de conjuntos en F[Q]. Entonces:
D(U Xi) = m D(Xi)
iel iel

La proposicién 3 puede considerarse como dual de la proposicion 2.

Notaciéon 2. Sea A un conjunto en F° x R. Entonces se define el
debilitado de A:

deb(A) = {(b, 1) € F' x R:3 (b, p) € AJf < 7}

Nota: Se podria haber debilitado en sentido opuesto. El sentido de
debilitacién depende del sentido de las desigualdades que se consideren.

Lema 1. Sea X un conjunto convexo cerrado no vacio en F[Q)]. Sea A un
conjunto no vacio en F* x R. Entonces las dos proposiciones que siguen son
equivalentes:

@ X= () {xeF/<b,x) < p}
b, peh

(b) D(X) = deb(co(K(A)))

Demostracion. Considérese los sistemas de desigualdades en F:

(Q) <a,x) < o, (a, x) € D(X)
(Q2) <b,x) < B, (b, f)eA
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En virtud del teorema de Farkas generalizado (ver [2]), una desigualdad {e,,
x) < n; es relacion consecuente de (Q,) si, y solo si:

(e1, m) € deb(co®(D(X))) = D(X)

y {es, x) < 1, es relacion consecuente de (Q,) si, y solo si:

(e2, 1m1,) € deb(co(K(A)))

Luego (Q;) y (Q,) son equivalentes si, y sélo si:

D(X) = deb(coK(A)))

Considérese ahora que X es igual a la interseccion de los semiespacios
cerrados que lo contienen,

Proposicion 3. Sea (X;); .1 una familia no vacia de conjuntos convexos y
cerrados en F[Q] cuya interseccion es no vacia. Entonces:

(X = B(() X;) = co(|J D(XY)

iel iel iel

Demostracion. Es inmediato que:

(. 8) € |) D(X) {x e FKb, x) < B}

iel
Considérese ahora el lema 1.

Definicion 1. Sea (X,); . ; una familia de conjuntos en F[Q)]. Entonces se
dice que (X)); ., satisface la propiedad (N) si:

D( ﬂ Xi) = CO(U D(Xi))

iel iel
Nota: La inclusion co( U D(Xx,)) < D( ﬂ X;) se cumple para toda

familia (X}); .; de conjuntos en F[Q] (ver 11, paragrafo 2.4 en [1]). Se hubiera
podido definir la propiedad (N) a partir de la inclusién D( () X;) = co( | )

iel iel
D(X))) en vez de a partir de la igualdad. e -
Es condicién necesaria para que se satisfaga la propiedad (V) que co( U

D(X;)) sea cerrado. Esta condicién es también suficiente si la familia (XD Ej
cumple las hipdtesis de la proposicién 3.

Considérese en F[Q] un conjunto X y un punto x. Estamos interesados en
la familia de los semiespacios cerrados que contienen a X y que vienen
limitados por un hiperplano que pasa por x. La observacién 3 cumple un
papel andlogo ahora al de la observacion 1.
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Observacion 3. Sea x € F. Denotamos:

ARX) = {{ra/t > 0} Jae (F ~ {0})}
B(x) = {G/G es un semiespacio cerrado en F A % € Fr(G)}

Entonces la funcion @ : A(x) — B(x) definida por:
O({ra/t > 0}) = {x € F/Ka, x) < a, %)}

es una funcién biyectiva.
Sea X = F y sea x € F. Se tiene que:

{aeF /<a,x) <{a, %), VxeX} =X — x)P*

Observacion 4. Si (V;); . ; es una familia no vacia de conos en F[Q],
cerrados, convexos, no vacios y con vértice en x, entonces:

(N i =P = co(U V; = %)

iel iel
(ver paragrafo 20.8.(7) en [8]).

Definicién 2. Sea (X;); c; una familia de conjuntos en F y sea X € F.
Entonces se dice que (X)), ., satisface la propiedad (N(x)) si:

(N & =0y =colJ XK —%°)

iel iel

Sean ¥ y ¥, conos convexos que contienen al origen. Si (V}, V) cumple la
propiedad (N) de Jameson, entonces cumple la propiedad (N(0)) (ver la
demostracion del teorema 1 en [6]).

2. LA PROPIEDAD DE FARKAS-MINKOWSKY

Tal como definimos la propiedad de Farkas-Minkowsky, una familia de
conjuntos la satisface si se puede lograr cierto nivel de aproximacién a la
interseccién de la familia mediante la interseccién de una subfamilia finita.

Definicion 3. Sea (X}); .; una familia de conjuntos en F. Entonces se dice
que (X)); 1 es de Farkas-Minkowsky (o que satisface la propiedad de Farkas-
Minkowsky) si:

Va)eD(() X)3rez*3i,..,i,el/(a 0) e D) X;)
j=1

iel
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Definicion 4. Sea (X); . ; una familia de conjuntos en F y sea x € F.
Entonces se dice que (X)); ; es de Farkas-Minkowsky en x si:

Va <a,x»)eD(() X)Irez* iy, ...,i,el/(a, <a, X)) € D((r\ X;)
j=1

iel

La propiedad de Farkas-Mikowsky es mas débil que la propiedad (¥), y
andlogamente para las respectivas versiones locales.

Proposicion 4. Sea (X)); ; una familia de conjuntos en F. Entonces:

i) Si (X)); < satisface la propiedad (N), entonces es de Farkas-Min-
kowsky.

i) Si (X;); o satisface la propiedad (N(x)) en X € F, entonces es de
Farkas-Minkowsky en x.

Demostracién. i) Sea (a, «) € D( () X;). Entonces (a, «) € co( | ] D(X))).
iel i€l
En consecuencia (ver II, pardgrafo 214e en [1]): e

drez* iy, i el /(a0 = ), (a;, ;)
j=1

donde:
(@, 0)eDX,),j=1,..r

Se tiene que:
(a, U.,) € D( ﬂ Xij)
j=1

ii) La demostracion es andloga a la de i).

En el caso finito-dimensional, y asumiendo ciertas hipoétesis, la propiedad
de Farkas-Minkowsky y la propiedad () son equivalentes, y también lo son
las correspondientes versiones locales en los puntos de la interseccidon de los
conjuntos de la familia.

Teorema 1. Supodngase que F es de dimension finita. Sea (X}); . ; una
familia de conjuntos convexos en F[Q]. Supdngase que las subfamilias finitas
de (X}"); < tienen intersecciéon no vacia. Entonces:

1) (X));c es de Farkas-Minkowsky si, y sdlo si, satisface la propiedad
(V).
ii) Paratodo x € (1) X,,(X));c; es de Farkas-Minkowsky en x si, y solo si,

satisface la propiedadl(GJ{f(i)).

Demostracion. Tanto en i) como en ii) la implicaciéon (<«=) resulta de la
proposicién 4. Demostraremos, en consecuencia, la implicacion (=).
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i) Sea (Xii)?=l una subfamilia finita no vacia de (X}); .;. Vamos a probar
que:

(X, )7 satisface la propiedad (V) 1]

Procedemos por induccion sobre m. Es trivial que [1] se cumple para m = 1.
Supdngase ahora que [1] se satisface para m — 1. Primeramente vamos a ver
que:

-1

co("fU D(X;)) N (—D(X;)) es un subespacio 21

1

m-—1
Es evidente que co( () D(X;)) N (—D(X;)) es un convexo que contiene al
A

. J
origen. Sea ahora:

(@ 9) € ol | B(K)) 1 (~DOX,)

Por la hipétesis de induccion:

m—1
e O 1) (D) .
"h‘ X;,)y D(X;) estén incluidos
j=1

m -
Existe xo € () X} Teniendo en cuenta que D(

en D(( X;), se concluye de [3] que H = {x € F / {a, x) = a} es un
j=1
m-—1
hiperplano soporte de () Xi, y de X; en x,. Pero se tiene que:
j=1

m-—1
xo€( () X)) 5 xo0€ Xy
j=1
Luego:
m—1

N X,cH ; X,cH

Jj=1

(ver pardgrafo 6.C en [5]). En consecuencia:
m-—1
—(a, @) € D( N Xi,.) N ("D(Xi,,,))
j=1
y con ello:
m—1
—(a, @) € co( | D(x;)) N (—D(X;))
j=1

Luego (2) se cumple.
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En virtud de un resultado conocido (ver pardgrafo 3.2 in fine en [10]), la
suma de dos conos cerrados convexos V; y V, es cerrada si V; N (—V,) es un

m—1
subespacio. En consecuencia, co( U D(X; )) + D(X, ) es cerrado. Se concluye
j=1

que co( U D(x; )) es cerrado (ver 1I, pardgrafo 2.4 en [1]). Considerando
1
ahora le{ proposicién 3 y que:

Ds

ﬂ X, =) x,

1

j

se infiere [1].
Hemos de demostrar que:

D(() X)) < co( |J D(X))

iel iel
y esto es inmediato, considerando [1] y que (X}); ; es de Farkas-Minkowsky.

ii)  El resultado es obvio, teniendo en cuenta que la propiedad (N(x)) se
satisface para toda subfamilia finita no vacia (X;)7=; de (X)); ¢ (ver el
corolario 23.8.1 en [9)]).

La hipotesis de que las subfamilias finitas de (X¥"); . ; tengan interseccion
no vacia, no es dispensable en el teorema 1. Véase el contraejemplo 1 en
relacion con i), y pardgrafo 3.2 de [10] en relacidén con ii).

Contraejemplo 1. Considérese los conjuntos convexos:
Xi={x»eR/y=>x%
X;={x,»eR/y <0}

Se tiene que X7 N XY = ¢. Vamos a ver que (X;);-1,, no satisface la
propiedad (N). Supongase que la satisfaciera. Entonces:

D(x, N X,) = DX, + D(X>) [4]
Es sencillo probar que:
DX, = {(0,»w7)eR*/v = 0,7 = 0}
Luego, considerando que (1, 0, 0) € D(X; N X,), se obtiene de [4] que:
3y >203n=20/(1, —y, —n) € D(X)) [5]
De [5] concluimos que x < y x?, V x € R, lo cual es una contradiccion.
Consideramos ahora la relacidon entre una familia de conjuntos convexos y

ciertas subfamilias suyas de particular interés, en cuanto a la propiedad local
de Farkas-Minkowsky y a la propiedad (N(x)).
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Proposicion 5. Sea (X, <x una familia de conjuntos convexos en F y sea
x€ () X Supdngase que (X)), x es de Farkas-Minkowsky en x. SeaJ < K,

kekK .
J # 5, tal que X € X, para todo k € (K ~ J). Entonces:
D (N G—0P=( X — )

keK keJ

il) (Xpy s s de Farkas-Minkowsky en x.

Demostracion. 1) Es evidente que:

(ﬂ (Xk—f))p‘:(m Xy — X))

kel keK
Reciprocamente, seaa € ( () (X, — X)). ExisteK, = K, K, finito y no vacio,

keK
tal que a € ( () (Xix — X))’. Supongase ahora que:
kek,;

a ¢( ﬂ (X - JE))p [6]

ked

SeaJ; = JNK;. Entoncesa ¢ ( (| (Xx — )P GiJ =¢, (| Xy —%) =
kel ke,
F). En consecuencia: ) °

3 X1 E( m Xk)/<a7 xl> > <a’ )—C-> [7]

kel

Puesto que x € X} para k e K; ~ Jy):

3yelo, 1[/x + 90 — 0D e( () X [8]
k eK,

Por otra parte, por [7]:
{a, X + y(x; — %)) > <a, X ]

[8] y [9] contradicen que a € ( () (X, — x))P. Luego [6] es falso, y a € ( )
k eK, kel
Xx — D).

ii) Considérese la demostracién de i).

Teorema 2. Sea (X}); cx una familia de conjuntos convexos en F y sea X €

() X SeaJ = K,J # ¢, tal que x € X}, para todo k € (K ~ J). Entonces las
k ek
dgs proposiciones que siguen son equivalentes:

a) (X <k satisface la propiedad (N(x)).

b) (Xok < ; satisface la propiedad (N(X)) y (Xo)i < ¢ es de Farkas-
Minkowsky en x.
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Demostracion. Considérese la proposicion 4 y la proposicién 5, teniendo
en cuenta que:

CO( U X — f)p) = CO( U Xy — f)p)

ked ke K

Notacion 3. Sea Y < F. Considérese el sistema de desigualdades en Y:

(@ qix) <0, jeJ

donde J es un conjunto arbitrario, y g; : Y — R es una funcion, para todoj €
J.
Denotamos S; = {x € Y / gj(x) < 0}, j € J. Entonces:

1) Se dice que el sistema (Q) es de Farkas-Minkowsky si lo es la familia
(Sj)j eJ:

il) Six e F, se dice que el sistema (Q) es de Farkas-Minkowsky en x si lo
es la familia (§)); ¢ ;.

El material expuesto en este articulo puede ser aplicado al estudio de las
cualificaciones de restricciones en optimizacion convexa. En esta linea publi-
caremos un préximo trabajo, en el que nos basaremos también en [3].
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