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Resumen

Se define una medida («) de no precompacidad para los conjuntos acotados de un espacio
localmente convexo (e.l.c.), y se prueba que dicha medida verifica propiedades andlogas a las de
la medida de Kuratowski. Se demuestra un teorema de punto fijo para aplicaciones o-
condensantes que generaliza el teorema de Sadovskii a e.l.c. Finalmente se prueba la existencia
genérica de puntos fijos para aplicaciones no-a-expansivas en espacios de Fréchet.

Abstract

In this paper it is defined a nonprecompactness measure for the bounded sets of a locally
convex space (l.c.s.). The properties for this measure corresponding to the ones for the
Kuratowski’s are proved. A fixed point theorem for a-condensing mappings, which enlarges to
l.c.s. the Sadovskii’s fixed point theorem, is derived. Finally we prove the generic existence of
fixed point of non-a-expansive mappings in Fréchet spaces.

1. INTRODUCCION

La medida de no compacidad (ag) de Kuratowski [6], permite a Darbo [2]
extender el Teorema del Punto Fijo de Schauder en el sentido de sustituir una
hipétesis de compacidad por una de acotacion mds una de ag-contractividad.
Sadovskii [9] a su vez generaliza este resultado a aplicaciones oy-
condensantes. Recientemente, Lopes Pinto [7] utilizando la medida de no
compacidad de De Blasi [3] para la topologia debilitada de un Banach,
obtiene teoremas del punto fijo en el sentido anterior.

En el presente trabajo, definimos una medida de no compacidad («) en
espacios localmente convexos (e.l.c.), que goza de las propiedades andlogas a
las de la de Kuratowski. En 4.2 demostramos un teorema de punto fijo que
extiende el teorema de Sadovskii a e.l.c. completos, y que supone, asimismo,
una generalizacion del teorema de Tychonoff [10] en el mismo sentido en el
que el teorema de Sadovskii generaliza al de Schauder.
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Finalmente, en la seccion 5, se estudia la existencia de puntos fijos para
aplicaciones no-a-expansivas desde un punto de vista genérico. Es conocido
[8] que existen aplicaciones no-expansivas que no tienen puntos fijos ni aun en
el contexto de los espacios de Hilbert, No obstante, De Blasi [4] y Butler [1]
probaron, independientemente, la existencia genérica de puntos fijos para
aplicaciones no-ag-expansivas en espacios de Banach. En esta seccion se
prueba un resultado similar para aplicaciones no-a-expansivas en espacios de
Fréchet, utilizando un resultado reciente de Dominguez Benavides [5].

2. NOTACION

Denotaremos por un E un e.l.c. sobre K (K = R 6 C), y por B(E) la
familia de los subconjuntos acotados de E. A denotard el conjunto de todas
las seminormas continuas en E; y utilizaremos I" para denotar subconjuntos
de A que verifiquen:

i) peT, entonces hp € I para todo h e R, h > 0;
i) {{x e E:p(x) < 1}:p € A} es una base de entornos de cero para
la topologia de E.

A tales conjuntos de seminormas los denominaremos exhaustivos. Por
ultimo, a la medida de no compacidad de Kuratowski [6] la denotaremos por

Ol

3. MEDIDA DE NO COMPACIDAD EN E.L.C.

3.1. Definicion:
Sea A € B(E). Denotamos:

o(A) = {p € A: para cada ¢> 0, existen B,cE i=1 ..,m,

talesque A = (JB;, y 6,(B) <1 + 8}
i=1

1

siendo
0,(By) = sup {p(x — y):x, y € B;}

La aplicaciéon: 4 € B(E) — o(A) la denominaremos medida de no
precompacidad (de no compacidad si E es completo) en E.

Nota 1: _
SipeA — a(A), entonces existe h € R, 0 < h < 1 tal que:

a) kpea(d) si 0 <k <h
b) kpe A — o(Ad) si h < k.



MEDIDA DE NO COMPACIDAD Y PUNTOS FIJOS DE APLICACIONES CONDENSANTES 55

En efecto, puesto que A4 es acotado, existe M € R tal que
p(x) £ M paratodo xe4d

y de aqui que

1
P € a(A4)

Es inmediato, entonces, que
h = sup{k e B:kpe a(A)}
verifica 0 < £ < 1ya)y b).

Nota 2

Si E es normado, una relacion entre a y o es la siguiente:
ag(A) = 0 siysolosi a(d) = A 0))
ag(A) = e(e > 0) siysolosi sup{he R:h| [|ea(d)} =1/ (2
En efecto, (1) es consecuencia de 3.3 (que se probard mas adelante) y de la
caracterizacion de precompactos por a, (véase [6]).
Para probar (2), sea

ag(A) = ¢

Si0 < k < I/e, puesto que existen B; < E, i = 1, ..., m, tales que
A c U Bi con 5” ”(B,) < l/k
i=1 .

tenemos que
Opy (B) < 1
por lo que
kil I e a(A)
Si 1/e < k tenemos que
kil e A — a(4)
ya que si

kIl I e aA4)



56 JOSE CARMONA ALVAREZ

tomando 0 < &¢* < ¢k — 1, existirian B, < E, i = 1, ..., m tales que

A < U Bi con 51{” “(Bl) < 1 + 8*
i=1

14

de donde

o (B) < ¢
en contradiccidon con

og(A) = ¢
Reciprocamente, si

sup{k € R: k|| || € a(4)} < + 0
entonces a(A4) # A, y por (1) se tendrd
og(A) = ¢ >0

La implicacién resulta entonces de la anterior demostrada

3.2. Proposicion

i) A, Be B(E), A < B; entonces a(B) < a(A).

ii) a(4) = a(A) para todo A € B(E).

iii) (4 U B) = a(4) N «(B), para todo 4, B € B(E).
1
It
v) a(A) = afco(A)), para todo 4 € B(E).

iv) a(td) = —a(A), para todo 4 e B(E) y todot e K, t # 0.

Demostraciéon: Las demostraciones de i) a iv) son triviales a partir de la

definicion de o.
Para probar v), bastara probar que a(4) < a(co(A4)). Seapea(4)y0 < ¢
< 1. Paracada ¢':0 < ¢’ < g existen B, < E, i = 1, ..., m tales que

Ac |JB; con 6,B) <1+ ¢
i=1

Por otra parte, puesto que co(4) € B(E), existe M € R, M > 1 tal que p(x) <
M para todo x € co(A).
Por ser [0, 1] compacto, para cada 2 > 0, existe ¢ < [0, 1] finito, tal que

para cada t € [0, 1] existe

seoc con |t —S§ < —
| <7
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1) Seate [0, 1]y s e o tales que

IS__tl _h__
<mM

Denotemos por &(s(co(B;))) al conjunto:
x e E:inf{p(x — z2): z € 5( (B))}<—h—
: p z): z colB))y < 7

Veamos que
t(co(By)) < &(s(co(By))
En efecto, si y € co(B;) podemos expresar

ty = sy + (@ — s)y

en donde
h
p((t — s)y) < —
m
(hemos supuesto sin pérdida de generalidad que B; = A).
2) Paracada {s;e0:i = 1, ..., m} tales que
i=1

definimos:
U; = Zg(si(CO(Bi)))
i=1

La familia {U;: j € L} es evidentemente finita y verifica:

CO(A) < U Uj
JjeL

En efecto, si w € co(A4), entonces
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Sea
le{klskgl y XkeBl}
Definido J, con n < m, definimos J,,; por:

J,,+1 = {k 1 <k < l, X GB,,+1, k ¢Ji9 i = 1, R n}

k

Obtenemos asi una familia finita de conjuntos disjuntos (algunos pueden
ser vacios) y tal que si k € J;, entonces xy € B;.

Seant; = Y r, 0t; = 0siJ; = ¢. Para cada 1, elegimos s; € ¢ tal que
keJ;

s =l < O

Entonces,

zsi - 1‘ =
i=1

Por otra parte, y puesto que

en donde podemos expresar:

Yo =Ly trnx sio 4 #F 0
ke, ke,

Tenemos, por tanto,

Z rexy € t{co(By))
keJ;

y por 1)
we i &(co(By))

que es un U;
3) 0,(Uj) <1 + ¢ + 4h, para todo j € L.
En efecto

m

54U < Y. 8,(8(s(coBY) < Y, (sfézz(Bi) * %) <

i=1
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SA+e)Ys;+2h <1 +¢& +he +3) <1 +¢ +4h

i=1
4) Puesto que 4 es arbitrario, tomando

(e — &)

h = )

tenemos por 2) y 3) que
co(Ad) =« (JU; con 6,U) <1 + ¢
jeL
y, por tanto, que
p € a(co(4))

3.3.  Proposicion:

Sea A € B(E). Son equivalentes:

a) A es precompacto.
b) a(4) = A.

¢) ExisteheR,h > 1y T < A exhaustivo, tal que a(4) > h(x(4) N T).

d) Existe I' = A exhaustivo, tal que a(4) > T.

Demostracion:
a) = b): Sea p € A, puesto que
1
u, = {x e E: p(x) < 5}

que

A [ U (xi + Up)

i=1

en donde

S,(x; + U, <1

Por tanto,

p € a(A)

b) = c¢): Trivial.
¢) = d): Sea p € T', segtn la nota 1 de 3.1, existe k € R tal que

kp € a(A)

es un entorno de cero y 4 es precompacto, existen x; e E, i = 1, ..., m tal
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Tomando n € N tal que
. h'k > 1
se tendrd en virtud de ¢) que
(h"K)p € a(A)
y de aqui que
p € a(A)

d) = a): Sea U un entorno de cero. Existe p € I tal que

{xeE px) €2} cU

Sea 0 < ¢ < 1, puesto que p € a(A), existen B; < E,i = 1, ..., mtales que

A< (JB; con §,B) <1 + ¢
i=1

13

Tomando x; € B; tenemos que
Bicx; +U
ya que si y € B,
p(y —x) <1 +e<2

Por tanto,
Ac | +0).
i=1

La siguiente proposicion es un resultado de tipo Cantor-Kuratowski.

3.4. Proposicion:

Sea E ademds completo. Si
Al DAy, o ... 2 A, > ... ; A;eB(E)

no vacios, cerrados, y existe I' = A exhaustivo, tal que para cada p e T

existe n,e N de tal forma que p eoc(Anp), entonces () A, es no vacio y
) neN
compacto.
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Demostracion:

Para cada n e N elegimos x,€ 4,. Sea A = {x,: n e N}. A es precompacto:
en efecto, sea p € I' existe n, € N tal que p € oc(Anp) y, por tanto,

pea({x,;n > n,}) = a(A)
Tenemos entonces que I' < a(A) y por 3.3 que 4 es precompacto.

Por ser A precompacto, existe un punto adherente de {x,}. Sea x punto

adherente de {x,}, entonces x € 4, para todo n, y de aqui que ﬂ A, es no

i neN
vaclo.

Veamos por iltimo que (7} A4, es precompacto y, por tanto, que es com-
neN
pacto por ser interseccion de cerrados. Si p € I existe n, € N tal que

pewud,) < oc(ﬂ A,,)

neN

y, por tanto,
I' oc( ﬂ A,,).
neN

4. UN TEOREMA DEL PUNTO FIJO
4.1. Definicion:

Sea Qe B(E)y T:Q — Q continua.
Siexisten k € R, k > 1y ' = A exhaustivo tal que:

a(T(A4)) > k(a(4) N T)

para todo 4 < Q, diremos que T es a-contractiva. Si k = 1 entonces
diremos que T es no-a-expansiva.
Si existe I' = A exhaustivo tal que

a(T(4A)) N T > a(4) N T (estrictamente)

para todo 4 <= Q no precompacto, diremos que T es a-condensante.

Nota I:

Eivdentemente: a-contractiva => a-condensante = no-a-expansiva.
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Nota 2:
Si E es normado, se deduce de la nota 2 a 3.1, tomando:
I ={tll [I:t >0}

que: og-contractiva = a-contractiva; og-condensante = oa-condensante; no-
og-€xpansiva = no-g-expansiva.

4.2. Teorema:

Sea E ademads completo. Si Q < E no vacio, cerrado, acotado y convexo;
y T: Q — Q a-condensante. Entonces

F={zeQ: T(z) = z}
es no vacio y compacto.
Demostraciéﬁ:
Sea x, € Q, denotamos
o = {4 < Q: cerrados, convexos, xo € A, T(4) < A}
o/ esno vacioyaque Q e of. Sea Q= ﬂ A. Q, es no vacio, cerrado, convexo,
y T(Qy) = Qo Veamos que Q, es céﬁlgacto: si Q, no es compacto,
W(T(Q))NT 2 a(Q) NT
estrictamente, para algun I" exhaustivo. Sea entonces,
Ay = co{{xo} U T(Q)}

Tenemos que 4; = Q,, ya que 4; = Q, segun se deduce de la definicidén de
A, y de las propiedades de Q,; y por otra parte

T(A) = T(Qo) < A,
implica que
A e d
y, por tanto,
Q, < A4,
Como ademds
a(4,)) = a(T(Qo))

en virtud de 3.2, llegamos a contradiccién con la hipdtesis de ser T a-
condensante.

Basta aplicar ahora el Teorema de Tychonoff [10] a T:Q, ~ Q, para
obtener que F # ¢. Por otra parte, F es cerrado por ser ]| — T continua, y
precompacto por ser T a-condensante.
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Nota 1:

Segiin la nota 2 a 4.1 el teorema anterior generaliza el Teorema de
Sadovskii [9].

5. EXISTENCIA GENERICA DE PUNTOS FIJOS PARA
APLICACIONES NO-o-EXPANSIVAS

Sea E un espacio de Fréchet, y d una métrica acotada e invariante por
traslacion que define la topologia de E. Sea Q < E, no vacio, cerrado,
acotado y convexo. Denotaremos por .# el conjunto de todas las apli-
caciones de Q en Q no-a-expansivas respecto de un mismo I' = A exhaus-
tivo, y dotado de la topologia de la convergencia uniforme con la distancia:

d(T, S) = sup {d(T(x), S(x) : xeQ}
5.1. Teorema:

Con la notacidn anterior, .4 es completo y existe .#° < . residual, tal
que para cada T € ./’ se satisfacen:

1) {x e Q: T(x) = x} es no vacio y compacto.

ii) Si {T,} converge a T en .#, y x, es un punto fijo de 7,, entonces
existe una subsucesion de {x,} que converge a un punto fijo de 7.

Demostracion:

Puesto que # es subespacio métrico del espacio métrico completo
%(Q, Q), para probar que .# es completo bastard probar que es cerrado.

Sea {T,} una sucesién en .# convergente a 7, uniformemente en Q.
Probaremos que 7 € .#, es decir,

(T(4)) 2 a(4A)NT paratodo 4 = Q

Sea A c Q pea(d) NT,y e > 0. Paracada ¢: 0 < ¢ < ¢, existe
no € N, tal que

p(T,(x) — T(x)) <

e — ¢
2 E
Por otra parte, puesto que T, € ./ tenemos que
p € o(T, (4))
y, por tanto, existen B; < E, i = 1, ..., m tales que

para todo x € 4

T,(4) =< (JB; con §,B) <1 +¢
i=1

Sean:

ci={T(X) poinf{p(T(x) — y) : yeBi}<8~£} soi=1m
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Tenemos que

T(A)CUCi con 5p(Ci)<1+8'+28_8 =1+ ¢
i=1

y por tanto que
p € a(A)

Para completar la demostracion del Teorema serd suficiente probar,
segun el resultado principal de [5], lo siguiente:

1) A esdensoen .. Siendo A" el conjunto de todas las aplicaciones de
Q en Q, a-contractivas para el mismo I" anterior.

2) Paracada T e A {x € Q: T(x) = x} es no vacio y compacto.

3) Si {T,} converge a T uniformemente en Q, T € A", y x, es punto fijo
de T,; entonces existe una subsucesion de {x,} convergente.

Para demostrar 1) basta considerar la sucesion {7}, donde

T, = ——T
n+1
En efecto, si 4 < Q,
+ 1 + 1
A(T,(4) = "——T(W) > ——a(4) N T
n
y, por tanto,
T,e NV

Por otra parte, para cada ¢ > 0, existe p € I tal que:
{zeE : p(z) <& c{yeE : dy, 0 < &
y puesto que

1

p(T(x)) < w+D

p(T(x) — T(x)) = M para todo x € Q

_ L
n+1
existird ny € N tal que para todo n= ny:

p(T(x) — T(x)) < ¢ paratodo xeQ
En resumen,

{T(x) — T(x) : n=n} = {yeE : d(y,0) < &

y, por tanto, {7,} converge a T uniformemente en Q.



MEDIDA DE NO COMPACIDAD Y PUNTOS FIJOS DE APLICACIONES CONDENSANTES 65

Para demostrar 2) basta aplicar 4.2, teniendo en cuenta la nota 1 a 4.1.
Para demostrar 3) bastard probar que M = {x, : h € N} es precom-
pacto. Probaremos que
a(M) o a(T(M))
con lo cual,

a(M) > h (M) N T

y, por tanto, M serd precompacto en virtud de 3.3.
Seapea(T(M))y e > 0. Si

€
0 <=
<& <3

existe nj € N tal que

p(T(x,) — T(x,) < & paratodo n > n,g

Sea ¢*: 0 <e* <e—2¢
existen B; < E, i = 1, ..., m tales que
m
{T(x,) : n>=ne} = (JB; con §,B) <1 + ¢*

: i=1

ya que
p € o(T(M))
Sean

Ci={yeQ : inf{p(y —x) : xeB} < ¢}

Tenemos entonces que

Cs

{T;,(X,,) onz no} [t

i

C; con 6,C) <1+ ¢e*+2  <1+c¢

1

Por tanto,

p € OC({X,, : n 2 nO}) = (X(M)
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