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Abstract

In this study, we consider the usual elements of the theory (measures, orthogonal polynomials,
N-kernels, recurrence relations, polynomials of second kind, ...) and we introduce new parameters
{P,(0)}. We establish a correspondence between sequences of these parameters and functions of
the unit ball of H®(T). We use this method to obtain a classification of measures in the cantext of
the theory and in this way the following aspects are studied: a) Elementary measures starting
from the parameters; b) Equivalence classes of measures; ¢) Inner composition laws in the
parameter sequence space; d) Singular measures and jumps; e) Shift operator.

We present illustrated examples, some results, and open problems.

Se manejan los siguientes elementos de la teoria:

i) Medida definida positiva: du(6) = p'(6) df + du(6) (0 < 0 < 2n).
ii) Matriz hermitiana DP (de Toeplitz, en este caso) [c,]¢ = m y sus

menores m, = [c,]6.
iii) Sucesion {A,};%, (A, = lcalg > 0) y sucesion de «excesos» {e,}q,
donde:
A"
0<e=-"-<1y fe}le>0
n—1

_iv) Sucesion de polinomios ortogonales {P(2)}¢ y sus normalizados
{P(2)}5- "
v) N-nicleos K,(z, 0) = Y. P,(0)P,(z) (n = 0, 1, ...) y sus normalizados

R .0 ) _
(K,(z, 0))p. (Estos son los P}(z) clasicos, PX(z) = z"P,(1/z)).
vi) Valores en el origen (P,(0))® o sus normalizados (P,(0)).

vii) Parametros de Geronimus: a, = — /e, P,.,(0) con [a,| < 1y de
Alfaro w, = —e,_, /e, P,(0) con las formulas:

() 15 e

€n—1 €,-1

viii) Formulas de recurrencia normalizadas:

D en D W" e
an—l(z) = é— Pn(z) + :—Kn— l(z’ 0)
V n—1 n—1

y sus tres equivalentes:

(*) Presentada en la sesion cientifica del 6 de junio de 1984,
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ix) Funcion analitica:

F(z) = ¢, +2 Zc (JzI<D)

- n
tal que:

) 1 2n ,i0 + z
ReF(e®) = w/(6) a.e. y F(z) = o ‘s
0

d w(6) (Herglotz)

x) Funciones analiticas f{z) con |f(z)| < 1 para |z| < 1 ligadas con las

F(z) por (1 + fiz)X1 + F(z)) = 2.
Si normalizamos la medida, sin pérdida de generalidad, se tiene:

co=A =e;, =1, Py(z2) = Ko(z,0) =1, F0) =1 ; f0) = 0.

Se toman como referencias iniciales (P,(0))? (ida) y fz) (vuelta), a partir
de los cuales se definen los restantes elementos en el siguiente orden:

A) Dada la sucesion compleja (P,,(O)) se definen consecutivamente (e,),
(a,), (w,) y mediante formulas de recurrencia (P,(2))7, (K,(z, 0))3’. Si se parte
de ( — P,(0)) resultan los mismos (e,), (a,), pero (—w,) y de ahi (Q,,(z)) (son los
polinomios de segunda especie de la teoria clasica) y (L,(z, 0)) sus N-nucleos
normalizados. Se define:

I:,,(z, 0) n-l nm
RGO 1+22c-hz +2;c( |z| < 1, neN

FII(Z) =

que define [c,]. Ademas F,(z) — F(z) (|z| < 1) (uniform. en compactos) y:

1 — F(2) 1 — F(2)

M= 1550 7 ST Re

analogamente. De aqui, aun:

w1 — e i
wo) = T+ e = Re F(e'%) a.e. []
B) Partiendo de una f{z), se tiene, ademas del u’(f) indicado:
1 - flz)
F& = 1770

9]
cuya serie de Taylor da [c,]¢’. Es mas comodo, si fiz) = )’ b,z", utilizar:
1

(1 + Zb”z"> (1 + Zc_,,z"> = 1.
1 1
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De [c,] se obtiene (A,), (e,), (P,(2)), (P,0)), (K,(z, 0)) y de ellos por
normalizacién (P,(0)), (K,(z, 0)). (a,) y (w,).

Ejemplos de aplicaciones:

a) Medidas elementales a través de los parametros:

) (PO = O =) =0~ F) =1~ (@) = 1 ~ le] =1 (SF)
o A ~ - , — |w
ii) P0) #0, P0) =0,j # h—flz) = wz" ~ w(0) = m—;m;l-z-
h
iii) (P(0)) =0, n>k—f(z) = fi(z) ~ F(z) = F,(z) racionales, etc.
1
util para el paso al limite clasico de u/(0) = —=———— |
p p :un( ) IP"(elg)Iz

b) Agrupacion natural de medidas a partir de (P,(0))®. Conocido un
caso:

A 1= (e
(P.(0)) > F(z) — flz) — 1'(6) = T+ e
se tiene:
: " 1 S G
i) (=P, 0) _)F—@ — —flz) = V() = ﬁ—_W
.. B
itg=F(z) + 1 i6\|2
) (PO —— e ) i) = T
. e ~fle’)]
F(Z) +itg 5

2) (P0) —=F(2) ~ [c-,] = f2) = v(0) = W (-0

3) Si P,(0)eR, V n resulta p/(0) par.

¢) Se estudian leyes de composicion interna, sobre todo combinaciones
lineales convexas en f, en F, en dy, finitas o infinitas con su repercusion en los
demads elementos. También producto y funcion compuesta en f.

d) La expresion [1] indica que si fes interna du es singular determinan-
dose los saltos, cuando los haya (conjunto finito o numerable), por:

. - p
s(0) = lim ————
() p711+f(pe'9)

Situaciones mas amplias estin en estudio.

e) Se obtienen ejemplos de que la aplicacion h veces del operador
traslacion a {P,(0)} equivale a la misma, es decir, a multiplicar por z*, en f,
transformandose la medida [1] x'(0) en:

1 — e
Il + eih()f(ei0)|2

La proposicion es cierta, pero ain no hay demostracion redactada.

T (6) =



