Aproximacion de un problema eliptico singular
mediante elementos finitos isoparamétricos
degenerados (")

Por FRANCISCO MICHAVILA PITARCH y LUIS GAVETE CORVINOS

1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Sea Q = R? un abierto acotado de frontera dQ (Fig. 1). Consideremos el
problema de contorno eliptico de orden 2 definido por la ecuacion de Poisson
con condiciones de contorno mixtas siguiente:

—Au = fen Q

an u=4g;en an [1]
ou
o & en 0Q,

891

Figura 1

donde 0Q = E): U E); y la solucion u = u(x, y) es una aplicacion de Q en R.
Multiplicando la ecuacion en derivadas parciales de [1] por una funcién v
suficientemente regular y aplicando el teorema de Green:

0
J (—Auwpw dx dy = J VuVuv dx dy — M ds
Q Q 5961’!

y si introducimos los espacios de Sobolev de orden m sobre Q (m, entero = 1):

oy + dagy

H™(Q) = {v:Q—»Ra

Xy e I2(Q), la; + o] < m}
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(*) Presentada en la sesion cientifica del 7 de marzo de 1984,

dotado de la norma:
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podemos establecer la formulacion débil del problema [1]:
«Hallar u € H'(Q), u = g, en 0Q;:

j VuVvdx dy = J fodxdy + J g,v ds,
Q Q 00,
Vve H(Q), v = 0 en 0Q,» 2]
Utilicemos el método de los elementos finitos para su resolucion, emplean-
do elementos H'-conformes isoparamétricos cuadraticos de dos tipos: el
tridngulo de seis nodos (Fig. 2) donde la aproximacion local se realiza por
polinomios de la forma:

ulg, = ao + a;x + ayy + azx® + axy + asy? [3]

que es completo de orden 2 y el cuadrilateral de ocho nodos (Fig. 3) cuya
aproximacioén local es:

uplg, = ag + ayx + azy + a3x* + axxy + asy® + agx’y + a,xy*  [4]

cuyo maximo orden completo es también 2.

Figura 2 Figura 3

Para formular el problema aproximado de [2] discretizando el dominio Q
E

por Q, = () Q. por E elementos de uno de los tipos anteriores y siendo

=1
H*<c H l(Sel,,) un subespacio de dimension finita definido por:
H" = {v, € H'(Qy)|v4lq, es un polinomio del tipo [3] o [4]}

tenemos:
«Hallar u, € H", u, = g, en 0Q,,:

J Vu, Vo, dx dy = J Sfopdx dy + J g2U, ds
Q, Q o,

Y v, € H", v, = 0 en 0Q,» [5]

donde 0Q,, y 0Q,, representan la aproximacion poligonal de las fronteras 0Q,
y 0Q,, respectivamente.
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Teniendo en cuenta que:

J VuVv dx dYI < [Vaullo - [IVollp < llully - ol
0

y que para el conjunto de funciones v e H!(Q) tales que v = 0 en 90, se
verifica, por el teorema de Rellich:

J VoVo dx dy = of|v]]3, o = cte
0

obtenemos que J VuVv dx dy es continua y H!-eliptica luego:
0

1
llu — wll, < allu ~vyll;, Vo,eH"
utilizando las acotaciones de Ciarlet y Raviart [1] llegamos a que:
C
Nu — ull; < gh“llulls, C = cte

donde:
pu=min(2,s — 1)

con u € H3(Q), entonces si s > 3:
lull
Hu — wll, <*—a-—'h2 (6]

luego la norma del error del método en este caso tiene una cota de orden 0
(H?).

En su forma usual el método de elementos finitos permite obtener la
solucion aproximada con las acotaciones del error antes establecidas si la
solucion u de [1] es suficientemente regular; esta regularidad depende de la
forma de 0Q y de la continuidad de las condiciones de contorno.

Si la solucién de un problema de contorno como [1] o sus derivadas
parciales toman valores infinitamente grandes en puntos de 9 se dice que la
solucion posee una singularidad en dichos puntos. Tales problemas aparecen
en la mecanica de la fractura, en casos de transmision de calor o en general en
cualquier problema de contorno que presente irregularidades en sus datos.
Ademas de las dos causas fundamentales que hemos mencionado como origen
de la falta de regularidad de la solucion, forma de la frontera y continuidad de
las condiciones de contorno, existen otras que también pueden estudiarse:
discontinuidad de los coeficientes de la ecuacion eliptica [1], o la irregulari-
dad de su parte no homogénea f, etc.
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Si dQ posee una punto angular P, de dngulo interno « (Fig. 4), Oden [2]
determina que, empleando coordenadas polares (r, ) cuando r — 0, se puede
expresar la solucion u mediante un desarrollo en serie de la forma:

wr, 0 = Y APUO) + Y Y SO

= n=1m=1

(D>

Figura 4
que contiene términos singulares cuya parte dominante es:

147)
r¥® sen —
o

Si o ~ 27 se dice que Q tiene una fractura de vértice P.

El empleo de elementos isoparamétricos cuadraticos para singularidades
originadas por fracturas en dQ ha sido realizado, entre otros, por Michavila y
Gavete [3].

Las singularidades de la solucion u del problema [1] son del tipo de
discontinuidad de las condiciones de contorno.

Emery [4] ha establecido, siguiendo a Birkhoff [5], que en el caso
particular del problema [1] que analizaremos en el apartado 2, en las
proximidades del punto A4 se tiene:

N & . j@  senjn .0
u(r, 0) = a(r, 6) + Z kjr1/2<sen 5 + cos 7 Cos j 5)

j=1

donde @i(r, 6) es la parte regular de la soluciéon y, por tanto, el término
principal de la singularidad de la soluciéon para el punto 4 estudiado es
también de la forma:

kr'/? (7]

La introduccion de la singularidad, al modificar el comportamiento de la
solucién en las proximidades de dicho punto, debe alterar la acotacion del
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error previamente establecida. Si denominamos Q* a la interseccion de Q con
un disco abierto centrado en el punto singular, siguiendo los resultados de
Schartz y Wahlbin [6], podemos localmente establecer en nuestro caso
particular del apartado 2 que:

lu — willi o0 < KR~ full3; - 0 8]

donde ¢ es un numero positivo arbitrario mientras que en el resto del dominio
Q = Q/Q* continua siendo valida la acotacion [6], es decir:

llu — wll,, g < KP|lullg g s 23

En consecuencia, en las proximidades del punto singular los resultados
obtenidos por el método en su forma habitual son pobres, necesitando
disminuir mucho el didmetro 4 de los elementos para, segun [8], representar
la soluciéon de modo preciso.

Para el tratamiento especial de singularidades Whiteman y Akin [7] han
clasificado los métodos en dos clases generales:

a) Métodos que utilizan la forma de la singularidad.
b) Métodos con refinamiento local de la red de elementos.

Entre los primeros hay que distinguir entre los que aumentan la base del
espacio con funciones singulares propuestos por Fix [8] y los que emplean
elementos isoparamétricos degenerados desarrollados por Barsoum [9] para
singularidades de la forma [7].

Vamos a modificar los elementos isoparamétricos de las figuras 2 y 3 para
modelizar la singularidad. Para el elemento cuadrilateral de ocho nodos
estandar Q (Fig. 5) desplazaremos los nodos 5y 8 a 1/4 en los lados 1-2y 1-4 a
la proximidad del nodo 1, donde se situa la singularidad. Las funciones de
forma en 1-2 son (n = —1):

" 1 ~
O = 3 &0 = 8, §a®) = 3£ + 8, Y5 = 1 = &

Figura 5

con la transformacion de coordenadas:

1 1
x= -3 ¢d = Ox, + 55(1 + Oxat (1 = &xs



564 COMUNICACIONES A LA ACADEMIA

donde x,, x,, x5 corresponden a las primeras coordenadas de los nodos del
elemento 9, de la red.

Si tomamos x; = 0, punto singular, x5 = 1/4, x, = [

., .1 . ok
X=’2‘|:§(1+¢)+§(1—C2):|, 5—2\/7 1

dx l
E=§(1+5)=\/;7

La aproximacion a lo largo de este lado de Q es:
e 1 PN O . o
(& Mz = =5 60 = Dy + 3 &0 + O + (1 = i

que con la transformacion de coordenadas:

1 M x
up(x, Y2 = -'2‘<2\/7 - 1><2 -—2\/7>u7 +
1 X X x X
- -1 2 =2 [=u 4 = — = Jus
S EREND N R N
Derivando:

ouy, 1] 3 4e+1 1 +4ue+ 2 4ue
= —— —_— = — U — [ — — _ =
ox 20 a2 /R I
por tanto, la derivada parcial de u, es O(r~ ") cuando r tiende a cero.
Similar resultado obtenemos en la coordenada y a lo largo del lado 1-4.
Para el elemento triangular de seis nodos (Fig. 6) se utilizan los resultados
anteriores haciendo coincidir los nodos 1, 8 y 4 y 0Jug/dx presenta una

singularidad en # = 0 del orden O(r~'/?). Una mejora del método ha sido
presentada posteriormente por Lynn e Ingraffea [10] consistente en la

L/ 38/ 2
1

—

Figura 6
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introduccion de elementos de transicion entre los elementos singulares y el
resto de la red. Resultados sobre la mejora de la aproximacion debido a
dichos elementos pueden hallarse en Michavila, Gavete y Conde [11] y
Michavila, Gavete y Vicente [12].

2. ESTUDIO DE UN CASO PARTICULAR

Como aplicacion de los elementos degenerados isoparamétricos en la
aproximacion de singularidades vamos a resolver un problema particular de
ecuaciones en derivadas parciales elipticas que debido a las condiciones de
contorno presenta un punto singular.

Para ello, consideremos el dominio rectangular:

Q={x»0<x<1,0<y=<0,5}

y definamos sobre éste el siguiente problema (Fig. 7):

Pu  u
— +— =0en N
y? ox*  0y? e
u:lenx=0, 0<y<0,5
3 u=0eny=0, 05<x<1 ’
Q S ou
N ——=Oeny=0’59 0<x<1
N ady
A 3 0
u
7777TTITTTTTIITT 7 N D X 5; =0enx =10 0<y<05
Figura 7 Z—u-=0eny=0, 0<x<0,5 /
y

Por lo dicho en el apartado anterior tenemos aqui una singularidad del tipo

1 /\/r— en el punto A4 ya que u = K - r'/?, siendo K una constante y al derivar
tenemos:

du K 1
r 2 Jr

El problema planteado corresponde fisicamente a la transmisiéon de calor en
estado estacionario en una placa rectangular que tiene parte de su contorno
aislado.

Este problema se ha resuelto utilizando un modelo (Fig. 8) con elementos
isoparamétricos degenerados de tipo cuadratico. La zona marcada proxima al
punto singular se ha variado para estudiar la influencia que puede tener el
elemento de transicion de Lynn e Ingraffea [10]. '

91
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lb ¥ b ¢

Figura 8

Se han realizado dos modelos: caso 1, con un elemento singular (Fig. 9), y
caso 2, con un elemento singular y un elemento de transicion (Fig. 10).

20
Figura 10

Para establecer una comparacion que nos permita determinar el efecto del
modelo en la aproximacion de la singularidad se ha resuelto el problema
utilizando elementos C° cuadrilaterales de cuatro nodos aumentando progre-
sivamente la red de elementos.

De este modo disminuye el tamafio de los elementos cercanos al punto
singular y, por tanto, se va aproximando dicha singularidad con mayor
exactitud.

Se han realizado calculos por ordenador para modelos sucesivamente
«mas refinados» tomando como valores de los lados de los cuadrados: 1/4,
1/8, 1/12, 1/16 y 1/20.

En las figuras 11 y 12 pueden verse los resultados obtenidos, con los dos

. . ou
modelos empleados. En la primera (Fig. 11) se ha representado o , para
X |-

. . : o ly=0 .
0 < x < 0,5, empleando diferencias finitas centrales para aproximar la deri-
vada. Se aprecia como mejora la aproximacion al ir refinando el modelo y
como a su vez mejora mucho mas al emplear el elemento isoparamétrico
degenerado cuadratico.

. ou
En la segunda (Fig. 12) se representa E , para 0,5 <x <10,y
y y=0
también pueden apreciarse los mismos resultados obtenidos en el caso
anterior.
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3y, ®1/k
1of ™|y=0 D1/8 *\1
A1/12
T 1716
X1/20

OElemento singular (caso 1)

+Elemento singular y El. de
transicién (caso 2).

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Figura 11
Ju
= ®1/h
5} A1/12
| 0 1/16
X 1/20

OElemento singular (caso 1)
+ Elemento singular y El. de transicidn
(caso 2)

0.25 775 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Figura 12
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3. INFLUENCIA DEL MALLADO

Se ha realizado un estudio de variacion del mallado y del tamafio del
elemento en la zona Q* = {(x, y)/0,25 < x < 0,75,0 < y < 0,125}, proxima
al punto singular (Fig. 13) utilizando en Q/Q* el mismo modelo anterior
(Fig. 8).

La tabla 1 es un resumen de los resultados obtenidos en algunos puntos,

muy proximos a la singularidad, lo que nos permite destacar las diferencias
existentes.

1/16 y ! ! 1/16 o ! !
- - - -— -
1/16 1 1/16 1 )

|
/8 178 1/8 '1/8
T
1/1§ 1/16 ¢
1/16 1/16
3/161/16] i |3/16|1/16|
1 $
Figura 13
TABLA 1
(Distancia al (Distancia al
punto singular punto singular
x = 0,03125) y = 0,015625)
0 0
il 0,5 a x =05
ax y=0 ay y=0
Caso 1 6.450432 6.0616256
Caso 2 6.45728 6.3313344
Caso 3 7.409344* 5.1745216
Caso 4 7.608512* 5.2866624

* Estan mas cercanos al punto singular x = 0,015625.

Con estos modelos se puede ver la influencia de las distintas formas de
mallado de la zona cercana a la singularidad.

Los casos 1 y 2 aparecen como superiores a los casos 3 y 4, debido a que
cuando se emplean elementos singulares isoparamétricos no es conveniente
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refinar el mallado, sino conservar un mallado homogéneo para los elementos
finitos. Es decir, tratar que la relacion entre el didmetro de los elementos
mayor y menor de Q* se aproxime a la unidad.

Si comparamos 1 y 2, es ligeramente mejor el caso 2 debido al empleo de
los elementos triangulares en vez de cuadrilaterales, lo que mejora la aproxi-
macioén, segun Barsoum [9].

4. CONCLUSIONES

Los resultados muestran que se produce una mejora sensible del valor de
las derivadas en determinados puntos del modelo al emplear el elemento
singular.

También puede verse como mejora la aproximacion al utilizar el elemento
de transicion,

Se comprueba, por tanto, la mejora obtenida ya que con un modelo
mucho menos refinado que el correspondiente a Ax = Ay = 1/20 se obtiene
una aproximacion mucho mayor.

El método de elementos finitos utilizando elementos isoparamétricos
degenerados del tipo cuadratico puede extenderse a la resolucion de proble-
mas particulares de ecuaciones en derivadas parciales que contengan la
singularidad apropiada.

La ventaja de utilizar los elementos isoparamétricos degenerados en la
modelizacion de singularidades frente a los métodos de elementos finitos
hibridos, empleado por Emery [4], viene determinada por el hecho de que no
es necesario modificar el programa de elementos finitos ni se pierde la
estructura de banda simétrica como ocurre en los métodos hibridos, todo lo
cual hace posible el tratamiento de estas singularidades con programas que
contengan al elemento finito isoparamétrico cuadratico.

En caso de no utilizar elementos de transicion es aconsejable mantener
una relacion proxima a la unidad entre los diametros de los elementos
cercanos al punto singular,
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