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Summary

The concept of infragradient, a generalization of that of subgradient, is introduced. Its main
properties, and the diferences and relations between infragradients and subgradients, are stated. It
1s proved that, if f: D — R is a convex function, where D is a convex set in a locally convex
space, then the polar of the cone of directions of decreasing of f at X € D' is the cone (containing
the origin) spanned by the infragradients of f at x.

Resumen

Se introduce el concepto de infragradiente, como generalizacion del de subgradiente. Se
establecen sus principales propiedades, y las diferencias y relacion entre infragradientes y
subgradientes. Se demuestra que, si f: D — R es una funcion convexa, donde D es un conjunto
convexo ‘en un espacio localmente convexo, entonces el polar del cono de direcciones de
decrecimiento de f en x € D' coincide con el cono (conteniendo al origen) generado por los
infragradientes de fen x.

1. PRELIMINARES. CONCEPTO DE INFRAGRADIENTE

Los espacios vectoriales que utilizamos aqui estan definidos sobre elcuerpo
R de los numeros reales. Sea W un conjunto en un espacio vectorial L.
Entonces W' es el interior algebraico de W'y W* la clausura algebraica. M(W)
es la variedad afin generada por W; K(W) es el cono generado por W,y
K'(W)= K(W) U {0}. Sea una funcion f: W — R. Si « € R, denotamos:

T(f,x) = {xe W/ f(x) < a}
T<(f,a)={xe W/flx) <a}
Ef, )= {xe W/Ax) = a}

Si x € W, entonces el conjunto de direcciones de decrecimiento de fen x
es:

Df(x) ={deL:3y>0]|(x +vdeWARx +
+ vd) < fix), Vve]O,y[}_

~/

De manera analoga se define el conjunto D5 (x) de direcciones de descenso
de fen x.
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En todo lo que sigue, E[Q] es un espacio vectorial topoldgico y F[Q] un
espacio vectorial topologico localmente convexo. Ademas, C 'y D son conjun-
tos convexos en E[Q] y F[Q], respectivamente. Se seguird la notacion y
terminologia de [4].

Sea f: U — R una funcion y sea x € U, donde U es un conjunto en E [Q].
Un elemento ¢ de E’ es un subgradiente de fen x si:

fx) 2 fx) + &x —x), VxeU

El subdiferencial de f en X, es el conjunto de los subgradientes de f en x, al
cual se denota Jf(x).

Introducimos a continuacion el concepto de infragradiente, que es una
generalizacion del de subgradiente.

Definicion 1. Sea f: U — R una funcion y sea x € U, donde U es un
conjunto en E [Q]. Decimos que un elemento ¢ de E’es un infragradiente de f
en x si:

fx) 2 flx) +éx = X), VYxeU/fx) < fix)

Llamamos infradiferencial de f en x, denotado 0f(x), al conjunto de los
infragradientes de f en x.
Evidentemente:

M%) < of%)

Proposicion 1. Sea f: U — R una funciéon y sea x € U, donde U es un
conjunto en E [Q]. Sea p € E’. Considérese la aplicacion afin A(x) = f{x) + p(x —
— X). Entonces:

p € 0fix), siysolosi, {(x, V)€ epi(f) | v < fix)} < epi(h)

La proposicion anterior establece una interpretacion geométrica de los
infragradientes.

Proposicién 2. Sea f: U — R una funcién y sea x € U, donde U es un
conjunto en E [Q]. Entonces:

i) Jfx) es convexo.
il) 4f(x) es algebraicamente cerrado.
i) Si E[Q] es localmente convexo, entonces df(x) es débilmente cerrado.

Demostracion. Sea z € T(f, fix)). Considérese el conjunto:

Q.={0®eE'/ Oz — X) < flz) — fix)}

Es inmediato que Q, es convexo y algebraicamente cerrado. Ademas, si E(Q]
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es localmente convexo, Q, es débilmente cerrado. Basta tener en cuenta ahora
que: ’

ofx)= () Q. qed
z e 1(f, f%)

Proposicion 3. Sea f: U — R una funcion y sea x € U, donde U es un
conjunto en E[Q]. Sea ¢ € 6f(x). Entonces:

ttedfix), V=1
Demostracion. Se tiene que:
0} > flx) — f(X) = &x — %), VxeT(f, X))
En consecuencia:

fxX) — fiX) = @x)(x — %), VxeI(f,fix), V=1 g.e.d.

2. INFRAGRADIENTES Y SUBGRADIENTES.
TEOREMAS DE EXISTENCIA DE INFRAGRADIENTES

De la proposicion 3 deducimos, si 6f(x) ¢ {0}, que §f(x) no es acotado
(ver parrafo 15.6 en [4]), y consecuentemente que no es compacto. En
contraste con esto, si f: D — R es una funcion continua y convexa y si
x € int (D), entonces Jf(x) es débilmente compacto (ver [5]).

Otra diferencia, mas relevante, entre infragradientes y subgradientes se
plantea a continuacion,

Observacion 1. Considérese una funciéon f: U — R y un punto x e U,
donde U es un conjunto en E[Q]. Sea &€ dfix), ¢ # 0. Por definicion de
infragradiente:

0 2 fix) — fIx) = &x — X), VxeT(f, )

Concluimos que E(¢&, £(x)) es un hiperplano soporte cerrado de 7(f, f(x))
en Xx.

La observacion anterior asocia de forma natural un hiperplano soporte
cerrado de T(f, f{x)) en x a cada infragradiente no nulo de fen X. Ante esto
surge la pregunta de si se puede reciprocamente asociar un infragradiente no
nulo de fen x a cada hiperplano soporte cerrado de 7(f, f(x)) en x. El teorema
1 proporciona una respuesta positiva a esta pregunta, suponiendo que
f:C — R sea convexa y que x € C.

Lema 1. Sea f: U — R una funcion convexa y sea x € C. Supongase que:

, [h(x) < h(x), YxeT(f, X))
aheE/EIxoeC/h(xo)>h(i)
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Entonces:

) 31>0/iedfx) .
i) Si ademas h(x,) > h(x) + fix,) — f(X), entonces en i) se puede tomar
A€10, 1]

Demostracion. i) Se tiene que x, ¢ T(f, f{x)), con lo cual f{x,) > f(X).
Sea:

I COR 6
h(x, — X)
Se cumple que A > 0.
Hemos de demostrar:
fx) =2 fiX) + M(x — %), VxeI(f, %) (1]
Supongamos que [1] no se cumple. Entonces:
3x, € I(f, D)/ fixy) < fi%) + Ah(x; — %) [2]
Puesto que f{x,) < flx) < f(x,), tenemos: .
I3nel0, 1]/ nftx)) + (1 — n)fixg) = fX) (3]
Consideramos ahora:
yp=mx + (1= mx, (4]

Con ello, teniendo en cuenta [3] y la convexidad de f, y,e T(f, fX)).
Luego:

h(y, < h(x) 5]

Nuestro propésito es contradecir [5]. Multiplicando en [2] por yi~%,
tenemos que:

nhix; — %) + ni~'(fix) — fix,)) > 0 [6]
Ademas, por [3]:
n(fix) — fxy) = (1 — n)(fxe) — f%)) [71
De [6] y [7] obtenemos que:
nh(x; — %) + (1 = A~ (fixg) + fx)) >0 8]

Sustituyendo en [8] el valor de A:

nh(x;) + (1 — mh(xy) > h(x)
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En consecuencia, teniendo en cuenta [4], concluimos que h(y,) > h(x). Esta
expresion contradice [5]. Luego la asuncion [2] es falsa, y [1] se cumple.
ii) El resultado se sigue de la manera en que hemos definido 4, g.e.d.

Teorema 1. Sea f: C — R una funcién convexa y sea x € C'. Supongase
que:

JheE, h+0,/hx) <h®), Yxelf,fX)
Entonces:

34> 0/ ihedf%)

Demostracion. Puesto que h # 0, existe b € E tal que A(b) > 0. Ademas,
existe o > 0 tal que (x + ab) € C. Sea x, = X + ab. Por linealidad de A, se
tiene que A(x,) > h(x). Considérese ahora el lema 1 i), q.e.d.

Corolario 1. Sea f: C — R una funcion convexa y sea x € C'. Denota-
mos:

ARR) = {{v¢/v >0}/ Eeoftx), & # 0}
B(x) = {H/H es un hiperplano soporte cerado de T(f, f(x)) en x}

Supongase que M(T(f, ix)) = E. Entonces la funcion ®: A(x) — B(X)
definida por:

O({v¢ /v > 0}) = E(¢&, &%)
es una funcion biyectiva.
Demostracion. En virtud de la observacion 1, la funciéon @ estd bien
definida.

Vamos a ver que @ es inyectiva. Sean &, y &, infragradientes no nulos de f
en x. Supongamos que Z(¢&,, &,(X)) = Z(¢,, &,(x)). Hemos de probar:

3y >0/& = 9¢, Ol
Es inmediato que E(¢,, 0) = E(£, 0). En consecuencia (ver [3]):
I9.€R, yo # 0,/ & = 9y (10]

Para que [9] se cumpla, basta ver que y, > 0. Supongamos que y, < 0. Por la
observacion 1:

&) < &%), VxeTlf, X)) (11]
&(x) < L&), Vxe I, i) [12]
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De [12], teniendo en cuenta [10], obtenemos:
&%) = &%), Vx e T, fi%)) (13]
Por [11]y [13] concluimos:
T, f%) = E(&s, &%)

lo cual esta en contradiccion con que M(T(f, fix))) = E. Luego y, > 0,y ®es
inyectiva.

Finalmente, a partir del teorema 1 es inmediato que @ es suprayectiva,
g.e.d.

El teorema 1 establece una propiedad de los infragradientes que no es
compartida por los subgradientes, como muestra el siguiente contraejemplo.

Contraejemplo 1. Sea f: R — R una funcién definida por:

x2 si x=0
ﬂx)={0 si x<0

Tenemos que f es convexa, y si tomamos que 4 es la identidad y que x =0,
entonces se satisfacen las hipotesis del teorema 1. Supdngase ahora que:

31> 0/ ihedflx) [14]

Puesto que f es diferenciable, y la diferencial de fen x es la funcion nula,
se tiene que Jf(x) = {0} (ver teorema 25.1 en [8]). Luego Ak = 0, lo cual es
contradictorio. En consecuencia, [14] es falso.

Sea f: C — R una funcion convexa y sea x € C. Hemos considerado hasta
ahora disparidades entre §f(x) y df(x). Sin embargo, si f no toma minimo en x,
existe una estrecha relacion entre df{x) y df(x) (teorema 2).

Lema 2. Sea f: C — R una funcién convexa y sea x € C. Sea ¢ € 0f(x).
Supodngase que & ¢ 9f(x). Entonces:

34€]0,1[/ A € 6fix)
Demostracion. Puesto que & ¢ 9f(X) y & € of(x):

Teniendo en cuenta la observacion 1, considérese ahora el lema 1, qg.e.d.

Observacion 2. Sea f: U — R una funcién y sea x € U, donde U es un
conjunto en E[Q]. Entonces las tres proposiciones que siguen son equivalen-
tes:

i) ftoma minimo en X.
i) 0 e of(x).
iii) 0 € of(x).
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Teorema 2. Sea f: C — R una funcioén convexa y sea x € C. Supongase
que f no toma minimo en x. Entonces:

3fix) = |J tofi®)

=1

Demostracion. En virtud de la proposicion 3:

U toftx) < /(%)

[

Vamos a probar la inclusion contraria. Sea & € §f(x). Considérese:
y=inf {v > 0/ v¢ € 0f(X)}
Es evidente que ye [0, 1]. Puesto que df(x) es algebraicamente cerrado
(proposicion 2), se cumple que ¢ € §f(x). Ademas tenemos que y > 0 (en
efecto: si y = 0, entonces 0 € 4f(x); con lo cual, por la observacion 2, f

tomaria minimo en x).
Vamos a ver que:

y¢ € OfiX) [15]
Supongamos que [15] no se cumple. Entonces, por el lema 2:
3 4e]0, 1[/ (4p)¢ € of(%)

lo cual contradice la definicion de y. Luego [15] es cierto. Concluimos que:

e |J 10flx) qed

=1

Corolario 2. Sea f: C — R una funcién convexa y sea x € C. Supongase
que f no toma minimo en x. Entonces:

K(oftx)) = K(oftx))

Como se vio, el teorema 1 no es predicable, en general, para subgradien-
tes. Sin embargo, si que lo es si se asume que f no toma minimo en x.

Corolario 3. Sea f: C — R una funcién convexa y sea x € C'. Supdngase
que f no toma minimo en X, y que:

IheE, h+0,/h(x) <hX), YxeIllf, X))
Entonces:
31> 0/ e dflx)

Demostracion. Considérense los teoremas 1 y 2, q.e.d.
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Si se hubiera supuesto que f es continua, se hubiera podido deducir el
corolario anterior del teorema de los multiplicadores de Lagrange para
funciones convexas (ver [2]).

Proposicion 4. Sea f:U — R una funcion y sea x e U, donde U es
un conjunto en E [Q]. Entonces f toma minimo en X, si y solo si, f(X) es un
cono no vacio.

Demostracion. Si 6f(X) es un cono no vacio, entonces, por la proposicion
2 y la observacion 2, f toma minimo en X.

Reciprocamente, supongase que f toma minimo en x. Por la observacion
2, fix) # 0. Para todo & € 0f(X) se tiene que:

tedfix), V>0 [16]

En efecto: si t = 1, entonces [16] se cumple en virtud de la proposicion 3; y si
t€]0, 1[, [16] se cumple por la convexidad de df(x), g.e.d.

Sea f: C — R una funcion convexa y sea x € C. El teorema 1 es un teorema
de existencia de infragradientes sujetos a una condicion adicional (pertenecer
al cono generado por cierto elemento de E’). Nos planteamos ahora el
problema general de existencia de infragradientes, esto es, las condiciones
bajo las cuales Jfix) # 0. El teorema 3 establece la equivalencia de este
problema con el de existencia de subgradientes.

La existencia de subgradientes es una cuestion ya estudiada. El principal
resultado es debido a Minty (ver [5]), y establece que 9f(x) es no vacio si fes
continua en x € int (C).

Teorema 3. Sea f: C — R una funcién convexa y sea x € C. Entonces:
0fix) # 0 < 0fix) # 0

Demostracion. Considérese la observacion 2 y el teorema 2, q.e.d.

3. RELACION ENTRE INFRAGRADIENTES Y DIRECCIONES
DE DECRECIMIENTO

Teorema 4. Sea f: D — R una funcion convexa y sea x € D'. Entonces:
(DF(®))° = K'(6/1x))
Demostracion. Es sencillo probar (ver [1]) que:
D5 (x) = K(T(f, fix)) — X)
Basta ahora que veamos:

(K(T(f, fix)) — %))° = K'(0/x))
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Sea d e (K(T(f, ix)) — x) °. Basta considerar el caso en que d # 0. En virtud
del teorema 1:

31 >0/ dedf%)

con lo cual d e K'(3f(x)). Reciprocamente, sea h € K'(3(x)), h # 0. Evidente-
mente:

dn>0,3¢edfix), EF0,/h=né
Por la observacion 1:
&x — %) <0, VxeT(f, )
\‘\\ y con ello 4 e (K(T(f, fix)) — x)° q.e.d.

Si asumimos que f no toma minimo en X, podemos introducir D5 (X) y
0fix) en el enunciado del teorema anterior.

-

Corolario 4. Sea f: D — R una funcidon convexa y sea X € D'. Supongase
que f no toma minimo en X. Entonces: '

(DF®)° = (DF®) = K'(3f%) = K'(of%))
Demostracion. Es inmediato que: ‘
(DF®) = (DF @)

(véase, por ejemplo, [1]). Considérese ahora el teorema 4 y el corolario 2,
q.e.d.

Corolario 5. Sea f: D — R una funcion convexa y sea x € int (D). Supon-
gase que f es continua en x. Entonces:

(DF®) = U %)

20

Demostracion. Considérese el teorema de existencia de subgradientes de
Minty (ver [S]), y los teoremas 3 y 4, g.e.d.

Corolario 6. Sea f: D — R una funcidn convexa y sea x € int (D). Supon-
gase que f es continua en X, y que f no toma minimo en x. Entonces:

(DF@) = U of%)

120

El corolario 6 fue ya establecido para espacios normados por Pshenichnyi

(ver [6]y [7]).
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