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Summary 

The concept of infragradient, a generalization of that of subgradient, is introduced. Its main 
properties, and the diferences and relations between infragradients and subgradierits, are stated. It 
is proved that, if / : D —» R is a convex function, where D is a convex set in a locally convex 
space, then the polar of the cone of directions of decreasing of /a t jc e i)' is the cone (containing 
the origin) spanned by the infragradients o f / a t x. 

Resumen 

Se introduce el concepto de infragradiente, como generalización del de subgradiente. Se 
establecen sus principales propiedades, y las diferencias y relación entre infragradientes y 
subgradientes. Se demuestra que, s i / : D ^R es una función convexa, donde D es un conjunto 
convexo en un espacio localmente convexo, entonces el polar del cono de direcciones de 
decrecimiento de / en x e D̂  coincide con el cono (conteniendo al origen) generado por los 
infragradientes de / en jc. 

1. PRELIMINARES. CONCEPTO DE INFRAGRADIENTE 

Los espacios vectoriales que utilizamos aquí están definidos sobre elcuerpo 
R de los números reales. Sea W un conjunto en un espacio vectorial L. 
Entonces W^ es el interior algebraico átWyW^ la clausura algebraica. M{W) 
es la variedad afín generada por W\ K(W) es el cono generado por W, y 
KXW) = KiW)^ {0}. Sea una función / : W-^R. Si a eR, denotamos: 

T(f.a)={xeW/J{x) ^ a} 
T<(f,a)={xeW/J{x) < a} 
E(f,a)={xeW/J{x) = a} 

Si X E W, entonces el conjunto de direcciones de decrecimiento de / en x 
es: 

Df(x) = {dEL:3y > 0\(x + vd)E W AJ{x + 
+ vd) ^J{xl V v 6 ] 0 , y[f~ 

De manera análoga se define el conjunto Df(x) de direcciones de descenso 
de / en x. 
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En todo lo que sigue, E [Ù] es un espacio vectorial topológico y F [Q] un 
espacio vectorial topológico localmente convexo. Además, C y D son conjun
tos convexos en £[Q] y F[Í2], respectivamente. Se seguirá la notación y 
terminología de [4]. 

Sea / : U -^R una función y sea x 6 U, donde U es un conjunto en E[ü]. 
Un elemento c de E' es un subgradiente de / en x si: 

J{x) ^ J{x) + c(x - ic), V X 6 17 

El subdiferencial de / en x, es el conjunto de los subgradientes de / en x, al 
cual se denota dj{x). 

Introducimos a continuación el concepto de infragradiente, que es una 
generalización del de subgradiente. 

Definición 1. Sea f:U—^R una función y sea xeU, donde U es un 
conjunto en E [Q]. Decimos que un elemento ^ de E' es un infragradiente de / 
en X si: 

fix) >f{x) + ¿(x - X), Vx G [ / / / x ) ^ / x ) 

Llamamos infradiferencial de / en x, denotado ¿/(x), al conjunto de los 
infragradientes de / en x. 

Evidentemente: 

dA^) ^ àAx) 

Proposición 1. Sea f:U—^R una función y sea x e [/, donde U es un 
conjunto en E [Q]. Sea p e E\ Considérese la aplicación afín h{x) = f(x) + p{x — 
— x). Entonces: 

p e df{x), si y sólo si, {(x, v) e epi(f) | v ^ f{x)} cz epi(h) 

La proposición anterior establece una interpretación geométrica de los 
infragradientes. 

Proposición 2. Sea f : U —^ R una función y sea x G I/, donde U es un 
conjunto en E [Q]. Entonces: 

i) á/(x) es convexo, 
ii) <5/(x) es algebraicamente cerrado, 

iii) Si E [Q] es localmente convexo, entonces ¿/(x) es débilmente cerrado. 

Demostración. Sea z G T{f f{x)\ Considérese el conjunto: 

ô , ^ { 0 6 Ê ' / < D ( z - x ) < y ( z ) - y ( x ) } 

Es inmediato que Q^ es convexo y algebraicamente cerrado. Además, si £(Q] 
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es localmente convexo, Q^ es débilmente cerrado. Basta tener en cuenta ahora 
que: 

zG7t/,y(x)) 

Proposición 3. Sea f:U-^R una función y sea ic e U, donde U es un 
conjunto en E [Q]. Sea c e ôj{x). Entonces: 

TC G ÔJ{X), V T ^ 1 

Demostración. Se tiene que: 

O ^ y(x) - f(x) > ax ~xl V X e Tt/A^)) 

En consecuencia: 

fix) - /(x) > ÍTx)(x ~x% V X 6 Jt/, f{x)\ V I ^ 1 q.e.d. 

2. INFRAGRADIENTES Y SUBGRADIENTES. 
TEOREMAS DE EXISTENCIA DE INFRAGRADIENTES 

De la proposición 3 deducimos, si ôj{x) <t- {0}, que bj(x) no es acotado 
(ver párrafo 15.6 en [4]), y consecuentemente que no es compacto. En 
contraste con esto, si f: D —^R es una función continua y convexa y si 
X 6 int (D), entonces dj{x) es débilmente compacto (ver [5]). 

Otra diferencia, más relevante, entre infragradientes y subgradientes se 
plantea a continuación. 

Observación 1. Considérese una función f:U~^R y un punto x e 17, 
donde U es un conjunto en E[Q]. Sea ^ e ôf{x), C 7̂  0. Por definición de 
infragradiente: 

0>Ax) - Áx) > C(x - x), V X G TifJix)) 

Concluimos queS(<^, C(x)) es un hiperplano soporte cerrado de T{f,J{x)) 
en X. 

La observación anterior asocia de forma natural un hiperplano soporte 
cerrado de T{f, J{x)) en x a cada infragradiente no nulo de / en x. Ante esto 
surge la pregunta de si se puede reciprocamente asociar un infragradiente no 
nulo de /en x a cada hiperplano soporte cerrado de T{f,J{x)) en x. El teorema 
1 proporciona una respuesta positiva a esta pregunta, suponiendo que 
f:C—^R sea convexa y que x e C\ 

Lema 1. Sea / : U -^R una función convexa y sea x e C. Supóngase que: 

3heE^ A(^) ^ h{xl V X G 7t/, A^)) 
I 3 XQ G C / /?(xo) > h(x) 
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Entonces: 

i) 1X>0 l ^ e èj{x). 
ii) Si además h{xç^ > h(x) + J{XQ) — fix), entonces en i) se puede tomar 

A G ]0, 1 [ 

Demostración, i) Se tiene que XQ ^ T{f,fix)), con lo cual fixg) > fix). 
Sea: 

^^ÂXo)--Âx) 
h(xo - x) 

Se cumple que A > 0. 
Hemos de demostrar: 

fix) ^ fix) + ^(x -X), ^xeTif, fix)) [1] 

Supongamos que [1] no se cumple. Entonces: 

3x,€TÍf, Á^)) /Áxi) < Ax) + ^(x, ~ X) [2] 

Puesto que^Xj) ^ fix) < fix^), tenemos: 

3 ^ e ]0, 1 ] / nAx^) + (1 ~ ri)f{xo) = Ax) [3] 

Consideramos ahora: 

yr¡ = nx^ + (1 - f/)xo [4] 

Con ello, teniendo en cuenta [3] y la convexidad de / , y^e T{f,Ax))-
Luego: 

hiy,) ^ Kx) [5] 

Nuestro propósito es contradecir [5]. Multiplicando en [2] por riÀ~\ 
tenemos que: 

riKx, - x) + riX-'ifix) - Axù) > O [6] 

Además, por [3]: 

riifix) - Âxù) = (1 - ri)ifiXo) - Áx)) ül 

De [6] y [7] obtenemos que: 

rjhixi - x) + (1 - rj)X-'{J{x^) + /(x)) > O [8] 

Sustituyendo en [8] el valor de À: 

riKxi) + (1 - ri)h{xo) > h{x) 
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En consecuencia, teniendo en cuenta [4], concluimos que /2(y )̂ > h(x). Esta 
expresión contradice [5]. Luego la asunción [2] es falsa, y [1] se cumple, 

ii) El resultado se sigue de la manera en que hemos definido A, q.e.d. 

Teorema 1. Sea / : C -^R una función convexa y sea x e O, Supóngase 
que: 

3heE\ h i^ OJh(x) < h(xl V x G T(J,J{X)) 

Entonces: 

3 A > O / A/2 G ôf{x) 

Demostración. Puesto que h i= O, existe b e E tal que h{b) > 0. Además, 
existe a > O tal que (x + ab) e C. Sea XQ = x -\- ab. Por linealidad de h, se 
tiene que hixg) > h(x). Considérese ahora el lema 1 i), q.e.d. 

Corolario 1. Sea f.C-^R una función convexa y sea x G O. Denota
mos: 

A{x) = {{vi / V > 0} / í G ôfix). i f 0} 
B{x) = {HlH es un hiperplano soporte cerado de T{f,j{x)) en x) 

Supóngase que M( T{f, J{x)) = E. Entonces la función Q> : Aix) —» B{x) 
definida por: 

<D(K/v >0})^H(c ,ç (x ) ) 

es una función biyectiva. 

Demostración. En virtud de la observación 1, la función í) está bien 
definida. 

Vamos a ver que Q> es inyectiva. Sean Ci y C2 infragradientes no nulos d e / 
en X. Supongamos queE(Ci, ^iW) = -(Ci? CiW)- Hemos de probar: 

3y > 0 / c 2 = TCi [9[ 

Es inmediato que H(^i, 0) = 3(^2 0)- En consecuencia (ver [3]): 

3yoER, yo=^OJ Í2 = yoCi [10] 

Para que [9] se cumpla, basta ver que ŷ  > 0. Supongamos que y^ < 0. Por la 
observación 1: 

C,(x)^C.(x), Vxe7t/ ,y(x)) [11] 

C,(x)^Í2{x), Vx6 7t/,X^)) [12] 
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De [12], teniendo en cuenta [10], obtenemos: 

C iW^Ci (^ ) , V X E 7 ( / , X X ) ) [13] 

Por [11] y [13] concluimos: 

T{f,J{x))c:E{^,,Ux)) 

lo cual está en contradicción con que M{T{f, J{x))) = E. Luego yg > O, y €> es 
inyectiva. 

Finalmente, a partir del teorema 1 es inmediato que (¡> es suprayectiva, 
q.e.d. 

El teorema 1 establece una propiedad de los infragradientes que no es 
compartida por los subgradientes, como muestra el siguiente contraejemplo. 

Contraejemplo 1. S e a / : R —^R una función definida por: 

x^ si X ^ o 
-̂ ""̂  " ^ O si X < O 

Tenemos que/es convexa, y si tomamos que h es la identidad y que x=0, 
entonces se satisfacen las hipótesis del teorema 1. Supóngase ahora que: 

3A>0/ÁhE ÔJ{x) [14] 

Puesto que / es diferenciable, y la diferencial de / en jc es la función nula, 
se tiene que ôj{x) = {0} (ver teorema 25.1 en [8]). Luego Àh = O, lo cual es 
contradictorio. En consecuencia, [14] es falso. 

Sea / : C —^R una función convexa y sea x e C. Hemos considerado hasta 
ahora disparidades entre ôf{x) y df(x). Sin embargo, s i /no toma mínimo en jc, 
existe una estrecha relación entre á/(x) y ôj{x) (teorema 2). 

Lema 2. Sea f:C—^R una función convexa y sea x e C. Sea ç e ôj{x). 
Supóngase que c, ^ dj{x). Entonces: 

3 A G ]0, 1 [ / A(̂  G ôj{x) 

Demostración. Puesto que <̂  4 SJ{x) y C G ÔJ{X): 

IXQEC /O < J{xo) - J{x) < ÍÍXQ - x) 

Teniendo en cuenta la observación 1, considérese ahora el lema 1, q.e.d. 

Observación 2. Sea f:U—^R una función y sea x eU, donde U es un 
conjunto en E [Q]. Entonces las tres proposiciones que siguen son equivalen
tes: 

i) / toma mínimo en x. 
ii) OedJix). 

iii) O G ÔJ{x). 
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Teorema 2. Sea f.C-^R una función convexa y sea x G C. Supóngase 
que / no toma mínimo en x. Entonces: 

àAx) = U xdjix) 
T ^ 1 

Demostración. En virtud de la proposición 3: 

U xdAx) c= ôAx) 
X ^ 1 

Vamos a probar la inclusión contraria. Sea t, s ôj{x). Considérese: 

y = inf {v > O / v^ G èiix)] 

Es evidente que y G [O, 1 ]. Puesto que ôj{x) es algebraicamente cerrado 
(proposición 2), se cumple que yc ^ àj{x). Además tenemos que 7 > 0 (en 
efecto: si 7 = 0, entonces 0 G àj{x)\ con lo cual, por la observación 2, / 
tomaría mínimo en x). 

Vamos a ver que: 

JQedAx) [15] 

Supongamos que [15] no se cumple. Entonces, por el lema 2: 

3 A G ]0, 1 [ / {Xy)^ G èf{x) 

lo cual contradice la definición de y. Luego [15] es cierto. Concluimos que: 

CG U xdj{x) q.e.d. 
T ^ 1 

Corolario 2. S e a / : C —^R una función convexa y sea x e C. Supóngase 
que / no toma mínimo en x. Entonces: 

K{dí{x)) = K{dm) 

Como se vio, el teorema 1 no es predicable, en general, para subgradien-
tes. Sin embargo, sí que lo es si se asume que / no toma mínimo en x. 

Corolario 3. Sea / : C —>R una función convexa y sea x e C\ Supóngase 
que / n o toma mínimo en x, y que: 

3hEE\ h i= OJ h{x) < h{x% ^ x e T{f, J{x)) 

Entonces: 

3À>0/ Xhe dj{x) 

Demostración. Considérense los teoremas 1 y 2, q.e.d. 
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Si se hubiera supuesto que / es continua, se hubiera podido deducir el 
corolario anterior del teorema de los multiplicadores de Lagrange para 
funciones convexas (ver [2]). 

Proposición 4. Sea f:U-^R una función y sea xeU, donde U es 
un conjunto en E[Q]. Entonces / toma mínimo en x, si y sólo si, ôj{x) es un 
cono no vacío. 

Demostración. Si ôj{5c) es un cono no vacío, entonces, por la proposición 
2 y la observación 2, / toma mínimo en x. 

Recíprocamente, supóngase que / toma mínimo en x. Por la observación 
2, ôj{x) 7̂  0. Para todo ^ G ÔJ{X) se tiene que: 

T(̂  6 ÔJ{X), V T > O [16] 

En efecto: si i ^ 1, entonces [16] se cumple en virtud de la proposición 3; y si 
T G ]0, 1 [, [16] se cumple por la convexidad de á/(x), q.e.d. 

Sea/ : C —> JR una función convexa y sea jc G C. El teorema 1 es un teorema 
de existencia de infragradientes sujetos a una condición adicional (pertenecer 
al cono generado por cierto elemento de £')• Nos planteamos ahora el 
problema general de existencia de infragradientes, esto es, las condiciones 
bajo las cuales ÔJ{x) i= 0. El teorema 3 establece la equivalencia de este 
problema con el de existencia de subgradientes. 

La existencia de subgradientes es una cuestión ya estudiada. El principal 
resultado es debido a Minty (ver [5]), y establece que dj{x) es no vacío s i / e s 
continua en x G int (C). 

Teorema 3. Sea f : C -^ R una función convexa y sea Jc G C. Entonces: 

ÔJ{x)=^OodJ{x)=^0 

Demostración. Considérese la observación 2 y el teorema 2, q.e.d. 

3. RELACIÓN ENTRE INFRAGRADIENTES Y DIRECCIONES 
DE DECRECIMIENTO 

Teorema 4. Sea / : D —*R una función convexa y sea x e D\ Entonces; 

{Df{x)r = K'iôJix)) 

Demostración. Es sencillo probar (ver [1]) que: 

Df(x) =KÍTÍf,m)-x) 

Basta ahora que veamos: 

{K{T{f,Ax))-x)f ^K'iôJix)) 
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Sea d G {K{T{f,J{x)) - x) ^. Basta considerar el caso en que d 7̂  0. En virtud 
del teorema 1: 

3À>0/ Àde ÔJ{x) 

con lo cual d eK\ôf{x)). Recíprocamente, sea h eKXôJ{x)\ h i= 0. Evidente
mente: 

3rj>0, 3ce¿ / (x) , C i= OJh = f]i 

Por la observación 1: 

ax - x ) ^ 0 , Vxe7t/ ,y(^)) 

^ ^ y con ello h e {K{T{f,J{x)) ~ x) ^ q.e.d. 

Si asumimos q u e / n o toma mínimo en jc, podemos introducir Df{x) y 
dj[x) en el enunciado del teorema anterior. 

Corolario 4. Sea / : D ^R una función convexa y sea jc G D\ Supóngase 
q u e / n o toma mínimo en x. Entonces: 

(D/(x))° = {Dfix)f = K'{ôJ{x)) = K'idJix)) 

Demostración. Es inmediato que: 

ÍDnx)f = {Df(x)f 

(véase, por ejemplo, [1]). Considérese ahora el teorema 4 y el corolario 2, 
q.e.d. 

Corolario 5. Sea / : D -^R una función convexa y sea x e int (D). Supón
gase q u e / e s continua en x. Entonces: 

{Df(x)f = U ^^Áx) 
T ^ O 

Demostración. Considérese el teorema de existencia de subgradientes de 
Minty (ver [5]), y los teoremas 3 y 4, q.e.d. 

Corolario 6. Sea / : D —^R una función convexa y sea x e int (D). Supón
gase que / es continua en jc, y que / no toma mínimo en x. Entonces: 

{Df(x)f = U xdfix) 
X > O 

El corolario 6 fue ya establecido para espacios normados por Pshenichnyi 
(ver [6] y [7]). 
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