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Resumen

La generalizacion del concepto de informacion esperada a un experimento ES(n) que implica
la existencia de estratificacion en el espacio muestral (Veres, 1983a) introduce una mayor
dificultad en el calculo exacto de la misma. Si esta dificultad es ya notoria cuando la cantidad de
interés es una variable aleatoria unidimensional y la muestra resultado de cierto experimento se
extrae de un Unico espacio muestral, es evidente entonces la dificultad adicional que supone
manejar un vector paramétrico como cantidad de interés y una muestra que es un conjunto de
submuestras extraidas de sendas poblaciones distintas.

Precisamente, en este trabajo va a estudiarse el comportamiento en muestras grandes de la
informaciéon que proporciona el resultado de cierto experimento asociado a un disefio de
estratificacion, asi como el de su valor esperado o informacion esperada global. El objeto
perseguido es el de obtener expresiones relativamente sencillas que describan a esta informacion
esperada global con mas o menos grado de aproximitividad, a fin de conocer al menos su
comportamiento asintdtico, lo que nos permitira disefiar adecuadamente al experimento ES(n).
Finalmente, la formula de aproximacion obtenida se aplica al estudio del modelo binomial
generalizado.

1. INTRODUCCION Y DEFINICIONES

Supongamos primeramente que el objetivo pretendido por un investigador
al disefar cierta investigacion es el de mejorar su conocimiento sobre el valor
de cierta cantidad o parametro de interés sobre el que se desea, en tltimo
término, efectuar inferencia. Para ello disefiard un experimento de forma que
la distribucion de sus resultados dependera de la cantidad de interés de una
manera conocida, proporcionando asi cierta cantidad de informacion.,

A fin de describir un experimento asociado a un disefio de estratificacion,
el modelo matematico basico a considerar contiene un espacio muestral X en
el que existe una particiéon en L subconjuntos o estratos X; (i = 1, 2, ..., L).
Cada uno de estos subespacios esta dotado de una apropiada o¢-algebra
sobre las que se definen sendas familias de medidas de probabilidad. Las
densidades de cada una de ellas se individualizan mediante un parametro 0,
que toma valores en su respectivo espacio paramétrico @,.

Para cada estrato se supone definido el experimento E; = {X,, ®,, p(x,/3,)}
que consiste en una observacion de la variable aleatoria x; € X; que se
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distribuye, para algun 9, € ©, dado, de acuerdo con la densidad p(x;/9,). En
estas condiciones definiremos el experimento compuesto ES(n) como agqeul
que estd formado por los L experimentos componentes independientes E(n,):

Esm) = {EMm)}{,

y donde E(n;) representa al experimento, que consiste en n; repeticiones
independientes (dado 9;) del experimento E. Con n’ = (n, n,, ..., n))
denotamos al vector cuyas componentes son los respectivos tamafios de las
muestras extraidas en sus estratos respectivos y que llamaremos vector
tamafio muestral.

La densidad de probabilidad que describe el comportamiento de la
muestra global z resultado de ES(n) —muestra formada por el conjunto de
submuestras parciales z = (zy, z,, ..., z;) extraidas en los estratos y que
resultan, a su vez, de sendos experimentos componentes E(n;)— viene dada a
través del doble productorio

L L n
p(z/9) = H p(z/9) = n H p(xij/si)

i=1 j=1

en el que con 9 denotamos al vector cuyas componentes son las respectivas
cantidades de interés 3, esto es, ¥ = (3, 3,, ..., 3,). Dicho vector recibir el
nombre de vector cantidad de interés o paramétrico y tomara valores en el
espacio paramétrico L-dimensional

A fin de terminar de describir los elementos del problema, el argumento
Bayesiano extiende este modelo basico al suponer que ® es soporte de una
apropiada ¢-algebra, de forma que las opiniones iniciales del investigador
antes de realizar E(n) se describen a través de la densidad de probabilidad
inicial p(9) (DeFinetti, 1937). Dicha densidad pone de manifiesto la posible
relacion de dependencia y correlacion entre las distintas componentes del
vector paramétrico.

Una vez obtenido el resultado z tras la realizacion de E%(n), los conoci-
mientos del investigador sobre el valor de 9 se describiran por la densidad
posterior p(9/z) obtenida mediante el Teorema de Bayes:

p(8/2) = p(z/9)-p(3)/p(2)
donde
p(2) = [p(z/9)-p(9)-d9
es la densidad predictiva del Aresultado z. Supondremos en lo que sigue, y salvo

indicacion en contra, que cuantas integrales aparecen en este trabajo existen y
estan extendidas a todos sus respectivos dominios de definicion.
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Definicion. La informacién proporcionada por el resultado z del experi-
mento ES(n) sobre el valor del vector de interés § y cuando la densidad inicial
es p(9), viene dada por

3 p(%/z)
I*{z, p(8)} = [p(9/2) log— = (9 d9

Notemos que I%{z, p(9)} depende de los resultados experimentales unica-
mente a través de la densidad p(z/9). Ademas, considerando el logaritmo del
cociente, la anterior definicion proporciona una medida entre las densidades
de probabilidad atribuidas al verdadero valor del parametro antes y después
de observar los resultados del experimento ES(n). Por otra parte, se trata de
una expresion invariante ante transformaciones ¥ = (9) biyectivas del
parametro 9. En efecto,

N p(8/z) _ ) W =
I*{z, p®} = [p(Y/z) log—= O -dd = [p(9/z)-log p(9)1d9/ay| @
p(¥/2)

= [p(y/2) - log -dy = I¥{z-p(¥)}

p(¥)

y en donde p(y) y p(¥/z) son las correspondientes densidades inicial y
posterior deducidas de las correspondientes p(9) y p(9/z) por la transforma-
cion biyectiva.

El valor esperado sobre todas los posibles resultados del experimento ES(n)
proporciona la siguiente

Definiciéon. La informacién esperada global sobre 3 proporcionada por el
experimento ES(n), cuando la densidad inicial es p(9), viene dada por la doble
integral

IME@m), p(9)} = [p(2) Iz, p(9}-dz =

p(8/2)

O -d9-dz

= [Ip(2) p(§/z) log —o=

Para un experimento E(n) que proporciona una muestra aleatoria simple,
la expresion anterior aparece ya en Shannon (1948) y sus propiedades fueron
estudiadas por Lindley (1956) y generalizadas por Bernardo (1978) al caso de
que existan parametros marginales. El estudio de las propiedades satisfechas
por I3{E%(n), p(9)} puede encontrarse en Veres (1983a).

Excepto en algunos casos especiales el cilculo exacto de I%{z, p(9)} e
I¥E(m), p(9)} es dificil. Si este hecho es ya conocido para situaciones
planteadas por experimentos simples, resulta evidente el incremento de
complejidad introducido por la existencia de un vector como cantidad de
interés y de una muestra que es un conjunto de ellas extraidas de sendas
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poblaciones distintas. En linea a simplificar esa complejidad puede intentarse
reducir la situacion expresada por el experimento E¥(n) a otra planteada por
un experimento simple equivalente (Veres, 1983b). Sin embargo, es esencial
conocer al menos su comportamiento asintotico para, por ejemplo, disefiar
optimamente el experimento. Precisamente es objetivo de este trabajo estudiar
tal comportamiento asintotico para aplicarlo, finalmente, al modelo binomial
generalizado para su correspondiente ejemplarizacion. Se trata, pues, de la
generalizacion al experimento E(n) del resultado encontrado por Bernardo
(1979) para experimentos simples.

2. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE %(E%(n), p(9)}

Ya hemos indicado que la informacion proporcionada sobre 9 es la misma

que la proporcionada sobre cualquier cantidad transformada por una biyec-
cién i =y(9). En consecuencia, puede simplificarse el calculo de I® consideran-
do una transformacién ¥ = y(9) cuya densidad inicial p(y) = {P(®}g—y x
x |09/0y| sea aproximadamente multinormal y calculando I¥ en su lugar.
Evidentemente que existe siempre una transformacion de 9 cuya distribucion
es exactamente normal pero, en general, tal transformacion exacta es compli-
cada. Puesto que lo que se pretende es proporcionar un resultado manejable
generalmente resultarda mas practico utilizar una transformacion sencilla
aunque su densidad p(y) sea tan sélo aproximadamente multinormal.

Siendo ¢ = y(9) biyectiva, puede escribirse que 9 = F(y) donde F~! = ¢
es la correspondiente transformacion inversa. Particularizando para cada
componente escribiremos que 3, = F(¢), de forma que resultara:

9= (Fl(ll’), F,), ... FL('I’))

pudiendo escribirse que

L
p(z/9) = p(z/F,(¥), F.(9), ..., F,()) = lJl p(z/F{¥))

Teorema 1

Siendo p(y) aproximadamente multinormal de vector media , y matriz
de precision T, y para valores grandes en todas sus componentes del vector
tamafio muestral n, se verifica que p(y/z) es también aproximadamente
normal multivariante con vector media y* y matriz de precision 7, + H(z),
donde

y* = (T, + H@) " (Ty, + HE) )

L
H(z) = Z Hi(z;)
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Hi(z,) es la matriz de informacion de elementos iguales a

al/] 5, logp(Z/F(tl/)) ; pg = 1,2,

L
'i’ = H(Z)—1 —21 Hi(zi)'.]}i

y ¢ es el estimador de maxima verosimilitud de y calculado a partir de
la densidad de p(z;/F,(y)).

Demostracion. Por Bayes, y al ser p(y) aproximadamente normal:
PIE) o PO plaff) = (Lo HIT =00 g

oc p(z/p)-exp(—3(¥ — ¥.)T,(0 — ¥,)) =

= exp (logp(z/y) — (¥ — ¥ ) T,(0 — ¥,))

Consideremos el factor exp (log p(z/y)). Resulta ser
L
log p(z/y) = 3. log p(z,/Fi())
i=1

esto es, una suma de logaritmos de densidades de probabilidad con ambito de
aplicacion en un Unico estrato. Para cada uno de esos sumandos es conocido
(Lindley, 1965) que, siendo ' el estimador de méaxima verosimilitud de y
calculado a partir de su respectiva densidad de probabilidad p(z,/F,(y)), se
cumple en un entorno de dicha estimaciéon que

lng(Zi/Fi('I’)) = Ing(zi/'/;i) - ;('/’ - 'I;i)/Hi(Z,')(ll’ - 'i") + R,

donde R, es, en muestras grandes, despreciable frente al segundo término de la
igualdad anterior (es del orden de 0(n; /?)) y

=L g .., 0) 5 lim R, =0

Il'.'*m

y H¥(z,) es la matriz simétrica de informacion, de elementos 4,(z;) definidos
como:

hi(z) =

I
61# . og p(z;/F; (t//))
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verificindose ademas por la ley fuerte de los grandes niimeros que

lim 1 log p(z,/F(¥)) = [p(x;;/F; W) - log p(x;/F(¥))- dx;;

n—'oo i

1 ar
Ii log p(z,/F.(¥)) =
pw YT Y o8 p(z/F(¥))

= IP(xij/Fi('/’))'al//,lnl 6' P log p(x;;/F{(¥))-dx;;

L
conr = Y m.

De ahi que
L

L L
X logp(s/FW) = X logn(=/§) — 15 W — $YHG)W — §) +

™~

L
Z log p(z/¥) — ;0 — YHDOW — §) + 0 + ; R;

IIM[\

i

donde Q es una suma de términos en los que no aparece § y

L L
H() = _Z Hi(z) ; ¢ = H@) ™ Z Hi(z) §

i=1

Asi pues:
L - -
p(z/p) = e°ere®) o [ p(z/fi)-e =30 ~ PHEOW —§) + L Ri.eQ o
i=1
oc e — YYHOW — )
L ~.
puesto que ni Q ni el productorio [] p(z;/§") dependen de .

i=1

Finalmente, sustituyendo el resultado anterior en el producto de densida-

des p(¥) - p(z/¥) resulta:
p(W/2) oc e W ~ DHOW ~ D.e—10 —¥ITH — ¥).e LR o

oc exp{—é(lﬁ — (H@ + T,) " (H@Y + T4, (T, + H@):

L
= (HG) + T (HG + 7o) + 3 R -

L
= eXP{—é(!// —¥(T, + H)W —¢*) + ) R.}
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y donde

R. =

i
1 i

0(n ') = 0(n~2)

M=
Ith

]

i

Comparando la ultima expresion con la definicion de una distribucion
multinormal se sigue el resultado apetecido.
(c.q.d)

Utilizando este resultado vamos a estimar la integral que define a 1%z,
p(9)} y obtener, de esta forma, una aproximacion valida para muestras
grandes en todos los estratos.

Teorema 2

Si ¢ = Y(9) es una transformaciéon biyectiva del vector § con densidad
aproximadamente normal y con matriz de precisiéon 7, entonces

9 Lo FHE@L & & 14dj(ty, + hyy(2))
I {Z, p(s)} - Zlog IToi 2 Z z hpq(z) [To l’+ H(Z)] +

+ %(‘i’\ - 'l’o)’H(Z)(To + H(Z))—ITO(TO + H(Z))——IH(Z)('I; - ll’o) + e

donde ¢ es una cantidad despreciable, en muestras grandes, frente a I%{z, p(9)}.

Demostracion. Debido a la invarianza ante transformaciones biyectivas
del vector de interés puede escribirse:

Pz, p(9)} = IY{z, pp)} = [N{y*, T, + H(z))-

NY{Y* T, + H(z))

o Nty 1)

df + ¢

en donde las expresiones de las multinormales L-dimensionales vienen dadas a
través de las respectivas matrices de precision. La integral anterior es igual a
la suma

= INHY* T, + H@) (¢ — ¥*J(T, + H)WY — ¢*)-dy +

+ ;log'T"fT—f’(”' F N Y T, + HQ) W — b)Y T, — wy)-dpy =
L T, +HEL L L 1Adj (t,, + hy2)
= 2loe = ; qzl ) e T

+N Y T, + H@) (b — ¢ T,(b — ¢*)-dy +
+ o INHY* T, + HR) (b — ¥ T,0b* ~ ¢,)-dy +
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+ N YA T, + HR)- ™ — ¢ )T, — ¢*)-dy +
+ N Y X T, + HR) * — ) T,W* — y,)-dy =

|T, + H@) L L '|Adj(tqp + h(2))
T 2 X 2l =t

=1gq=

+2* — Y TW* — ¥)

El resultado se sigue sin mas que considerar que

v* =y, = (T, + H2)) 'HW — ¥,)
de forma que el ultimo término en la cadena de igualdades anterior resulta:
3 = W )YHE(T, + HR)'T(T, + H) ' HQW — ¥,)
(c.q.d)
A partir de la anterior aproximacion puede estudiarse el comportamiento

asintdtico de la informacion esperada global. Para ello veamos previamente el
siguiente

Lema

Si el vector tamafio muestral n es suficientemente grande en todas sus
componentes, dado ¢, la distribucion de § es aproximadamente normal
multivariante con vector media igual a ¥ y matriz de precisién

L
1) = ¥ 10

donde I(y) es la matriz de elementos ci, (|[1) definidos como

) = —Jp(x x;i/F; W) IOgP(xij/Fi('l'))'dxij

5!// oW,

Demostracion. Dado y, las distintas estimaciones méaximo-verosimiles
son independientes entre si, toda vez que asi lo son las submuestras parciales
sobre las que estan definidas. Por otra parte, es conocido (Bernardo, 1979),
que, segun la ley fuerte de los grandes nimeros y para valores grandes de n;, la
constante ki (z;) se comporta, para todo p,q = 1,2, ..., L'y dado ¢, como n,
veces la constante

o) = —Ip(x;;/FW)) 57— log p(x;;/F(¥))- dx;;

aw o,
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Sea la matriz I'(§) definida con los elementos ¢, (¥) (p,q = 1,2, ..., L). Del
comentario anterior deducimos que si n; es grande, la matriz H'(z;) se
comportara, dado ¥, como n; veces la matriz I'({). Asi pues, siendo el vector
n lo suficientemente grande en todas sus componentes resultara que

L L
H(z) = ) Hiz) ~ ) nI'(Y) = IY)
i=1 i=1
Podra, pues, escribirse que

L L
= H@™ Y ) ¥ = Y HE T HG)

Ademas y bajo ciertas débiles condiciones de regularidad es conocido (Cox y
Hinkley, 1974) que dado ¢ la distribucion del estimador maximo-verosimil y*

es, en muestras grandes, aproximadamente multinormal, con vector media
y matriz de precision '

n-I'Y)
Asi pues, cuando n; es grande:
p(§i/) = N, n,-I'(fy) como matriz de precision)
De ahi que siendo n lo suficientemente grande en todas sus componentes:
H()™ ' Hiz) ' =~ 1)~ n I'() - P

Y asi resulta que, dado y, la densidad p(I(y)~ 'nI'(Y)¥'/¢) es aproximada-
mente nomal multivariante:

NYI(Y) ™ 'nI'(Y)Y, matriz de momentos = I(y) ~'nIl'(WY)I(Y) ")
Como § es, dado ¢, una suma de multinormales independientes resulta

(Graybill, 1961) finalmente que siendo n lo suficientemente grande como para
asegurar que lo sean todas sus componentes

L L
p(/) ~ NL(; 1)~ 'nI'(Y)y, Z I(lﬁ)—l”ili(lﬁ)l(lﬁ)_l) =
= NH¢, I(¢)"' = matriz de momentos)

(c.q.d.)

Estamos ya en condiciones de poder encontrar una sencilla expresion que
se aproxime asintoticamente a I%E*(n), p(9)}.
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Teorema 3

Siendo ¢ = Y(9) una transformacion biyectiva de la cantidad de interés 9
con densidad aproximadamente multinormal de matriz de precision T,
entonces

|7, + R

3¢ s, — og
IXEXm), p(9} = ;' 7]

donde R es la matriz esperanza de la I(§) definida en el lema anterior:

R = [p(¥) 1) dy

y ¢ es una cantidad que, en muestras grandes, es despreciable frente al
logaritmo del cociente |T + R|/|T,|.

Demostracion. Por el lema anterior, siendo n suficientemente grande y
dado ¢, H(z) se comporta como la matriz

L
1Y) = Y nd'(¥)

i=1

De ahi que siendo n grande, el valor esperado de cualquier funcion de H(z)
sea, aproximadamente, igual al valor que toma la funcion en el valor esperado
de H(z), esto es, en

fp(2)-H(z)-dz = [p(y) 1(§)-dy = R

verificindose las igualdades

L

L
[p() - H@)-dz = f . H@) pe)-ds = Y, HG) p)-dz, -

i i=1

L L
= =Zl n; [p(¥) I'(Y) -y = H; nJ"(nﬁ)}p(-ﬁ)'dlﬁ =

= JIY) p(¥)-dy
De ahi que
IYE@m), p(9} = [p(2) 1%z, p(9)}dz =
= [p(2)-1%{z, p(§)} -dz = I¥{EXm), p()}
Por el teorema 2:
|T,,| ;;l R 5,,:1 ,,‘i _ |Ad|] ;qu++qup)|

+ 302§ — Y)Y R(T,+ R)'T(T, + H'RW — y,)-dz

M=

I%Em), p(3)} ~ jlog
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donde Tpq €8 el elemento (p, q) de la matriz R, es es,

L

Ypg = Z nfcy, (W) -p(Y)-dy

i=1
Consideremos la pentltima integral:

Ip@ - — Y)Y R(T, + R)'T(T, + 'R — ¢,) dz =
= [p() (@ ~ Y )YR(T, + A'T(T, + )T'RY — ¢,)-dy =
= [p(W) [p(W/)-(§ — Y)Y R(T, + R)'T(T, + R)T'RY — ¢,)-df-dy =
= [p() [pW/¥) - (F — ¥ R(T, + R) "' T(T, + R)"'R( —¢p)-df-dy (1) +
+ [p@) Sp/9) (F — Y R(T, + R)™'T(T, + 'R — ¢,) df-dy +
+ IpW) SpOb /) (b — W) R(T, + R)T'T(T, + R)™'RGY — ¢)-dfi-dy +
+ 500 [p @) — W) R(T, + R) ™' T(T, + R) 'Ry — ) dif -dy (2) =
=0 +©

Por el lema es conocido que p(f/if) ~ NL(, matriz de precision I()). Asi
pues, dado ¢, la nueva variable Y = (T, + R)"'R(§ — ) se distribuira
segin la multinormal

p(Y/Y) ~ N4 O, matriz de momentos (7, + R) " 'R-I(§)" ' R(T, +R)™ ')
De ahi que

D = JpW) fp(Y ) - Y'T,Y -dY -dy =

L L L L
= [p(y) Y 21 LpapaW) ¥ = 3 Y 1,

p=14q= p=1g4g=1
donde a,, es el elemento (p, g) de la matriz (T, + R)"'R-I(y)"'R(T, + R)™";
t,, €l correspondiente de la matriz 7, y b,,, el elemento (p, q) de la matriz
(T, + R)™'R(T, + R)™!, toda vez que

fp()-I(Y)~"-dy = R™!

rq’

Sea la nueva variable X = (T, + R)"'R(y — ¢,). Dado que la
distribucion que describe las opiniones iniciales que el investigador posee
sobre Y es, por hipoétesis, aproximadamente multinormal, resulta:

p(X) ~ NXO, matriz de momentos (7, + R)"'RT, 'R(T, + R)™!)
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De ahi que
@ = Ip@)-F — ¥)R(T, + R)'T(T, + 'RY — ¢,)-dy =

L L
= [pX)- X'TX-dX = Z Z tpqdpq

p=1q=1

donde d,, es el elemento (p, q) de la matriz (7, + R)"'RT,R(T, + R)™.
Siendo las matrices T, y R simétricas, reuniendo todos los resultados parciales
obtenidos:

L L Adj(t,, + r )l
S s ~ 1] 7, + R _, 1A4dj (g + 1y
I*{E%(n), p(9)} ~ ;log 7| 2 Z Z ¥pq IT, + R +

p=1 ¢=1

Y al ser

L L |Adj(t,, + )l L L L |4dj (t,, + 1,,)
. _ e — t -
z Z qu |-To + Rl 2 Z Z pq ‘To + Rl

p=14=1

y denotando por g, al elemento (p, q) de la matriz (7, + R~

\ IT, + R L L&
IS{E (n), p(9)} ~ él‘)g_lT—I_ - 2 +3 Zl Zl tpq(bpq + dpq + qu)
0 p=1gq=

‘donde b,, + d,, + g, s ¢l elemento (p, g) de la matriz
(T, + "'R(T, + )" + (T, + R)"'RT,;'R(T, + R)™' + (T, + R)™! =
=(T,+R "R +RT,'R+ T, + R}(T, + R)™ ' =

= (T, + (T, + AT, (T, + YT, + R)™' =T, !
Por tanto

|Adj (t,,)l  |Adj(t,,)l
bpg + dpg t 8pq = = = B

| Tl |T,|
Finalmente, pues,
; IT, + R L L Lo jadi,,)
IMEm), p(9)} =~ Jlogto = — Z 4+ 1Y Vg, el o
|T"| 2 p=14=1 |To|
— 110 'Ta + R‘
=2 g————_—|To|

(c.q.d.)
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Tal como era de esperar la coherencia del anterior resultado queda
comprobada al aplicar la aproximacion anterior al modelo normal y ver la
coincidencia de los resultados obtenidos. Supondremos, pues, el modelo
definido por las dos siguientes hipotesis basicas:

12 p(x;/9)es NS, 0),i =1,2, ..., L
22  p(9) es multinormal, NX9,, H,).

Asi pues, siendo p(9) ya multinormal, consideraremos la transformacion
identidad ¢, = 9,i = 1,2, ..., L. Para ella,

W) = c;q(Si) = ( para todo p, g talesquep # i0q #i ;
ci(3) = 1/a}

De ahi que las matrices I(§) e I(9) coincidan y sean iguales a una matriz
diagonal de elementos n,/c7. Esto es, ambas matrices son iguales al producto
NH™!, donde H es otra matriz diagonal de elementos ¢7. Asi pues,

R = [p(¥)-1(y)-dy = NH™!

Finalmente,
s - |H,' + R
Igproximada{E (n)a NL(soa To P = Ho)} = %IOg_I_IF—‘I— =
H ' + NH! H+H
= g T = log e < 1B, 4D, 1)

esto es, la informacion esperada global exacta (Veres, 1983a).

3. EJEMPLO DE CALCULO APROXIMADO

Supongamos cierta investigacion que pretende desterminar la distribucion
en porcentaje y entre los diferentes estratos de cierta caracteristica cualitativa.
Asi pues, la descripcion del comportamiento ante dicha cualidad del individuo
j-ésimo de estrato i-ésimo se efectuara a través de la distribucion de Bernoui-
1i:

p(xij/gi) = Sf‘j(l - Si)l—x” X;; € {0, 1}
Supongamos que la informacion inicial que se posee sobre el vector paramé-

trico 9 puede describirse mediante cierta densidad de Dirichlet. Concretamen-
te, supongamos que p(9) = DXa), con a’ = (a;, &z, ..., 0y ;1) ¥ @; NO MUy
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pequefio para todoi = 1,2, ..., L + 1. Asi pues, el vector 3 tomara valores
en el cuadrado L-dimensional abierto (0, 1), exigiéndose ademas que

3 <1

13

M=

i=1
Una interpretacion practica del modelo aqui mencionado puede encontrarse
en veres (1981).

La distribucién de Dirichlet es, en cierto sentido, una distribucién beta

multivariante, lo que nos permite considerar a este modelo como una
generalizacion del binomial. De hecho, si cierta variable aleatoria x tiene una
distribucion beta, el vector y* = (x, 1 — x) tiene una distribucion de Dirichlet.
Inversamente, si el vector aleatorio 9 se distribuye segiin una Dirichlet de
vector paramétrico a entonces la distribucién marginal de cualquier compo-
nente de 3, por ejemplo, 3, es una distribucion beta con parametros o; y o,
a;. Esto implica que los modelos para cada uno de los estratos x; por separado
responden al modelo binomial estudiado con exhaustividad por Bernardo
(1976) y por Basulto y Bernardo (1978). Asi pues, denotando por I% a la
informacion esperada que el experimento componente E(n;) proporciona
sobre 9;, componente i-ésima de 9, y que estda definida a partir de las
respectivas marginales de las densidades incial y posterior generales (Veres,
1983a), puede escribirse que:

Is-‘{E(n,-), m(DXa))} = H{Be(o;, o, — o)} —
- i H{Be(a; + r, 0, — o; + n — r):Bb(r/oy, oy, — a;, n)}
r=0

donde m; representa la marginal i-ésima de DXa) y Bb, una densidad
predictiva beta-binomial, y H la entropia de las densidades beta (Lindley,
1957).

A fin de poder aplicar la aproximacion deducida en la seccion anterior a la
informacion esperada global, consideremos la siguiente transformacion biyec-
tiva:

de jacobiano igual a:

_ a.l, _ L B L
=[] el - ) e

La correspondiente transformacion inversa es

L
9i=e'/’t/<l -+ Ze¢i> ; i=12, ..., L
j=1
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de jacobiano igual a:

69 L ou. L . L+1
J = 5.17 = l—[ l//'/(1 + .gle‘l’)

i=1 J

De ahi que la densidad de ¢ venga dada por:

09
p(¥) = {P(M}9_ry) e
) I(e,) . 1 IL] e
= L+lr(°‘i) . %
i=1 (1 + ) e‘/’j)
j=1
L+1
siendo a, = Y w;
i=1

Esta densidad puede aproximarse por una multinormal L-dimensional
NXy,, T,), siendo

a;

Y, = log ; i=1,2,..,L
%r+1
y
% %
t"=oc,—;:l=1,2, , L tij=—oC i#Fj=12 ..,L
En efecto,
l_‘ L L
P(ll’) :z—«{-l(ai_ .C{Fllﬂiai - aa‘log(l + jgle'h)} oc e2
H F(“i)
i=1

Desarrollando el exponente Q en serie de Taylor alrededor de su maximo, que
resulta ser Y, deducido de las condiciones

0 v
Elf—:ai_ao'———f_i—:o’ i=1,2a , L
i 1+ > e¥s
i=1

se obtiene que

o, L o o,
p(¥) ~ mg—)——-exp{z o, -log — a, log —

i=1 Xp+1 %L +1

— W - YT - wo)} o eI T WITW 4
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donde T, es una matriz de precision, y donde sus elementos se obtienen de las
condiciones -

Q0
Wosly, > Li=12 .., L

Notemos que
1 L+1

o

o, i=1

IT,| =

Bajo las hipdtesis anteriores pasemos a aproximar la informacion exacta
I¥E%n), DX(a)} mediante el resultado del teorema 3. Para ello, y para un
cierto i tal que 1 < i < L, resulta que:

L 1=x,
e‘/’xxi)<1 + z el//j>
P /W) = ‘T
1+ Y e
j=1
Asi pues:
2 ../F. Vo-ebs
0 logap(z,,/F,(lI/)) = —(1 - xij)'—e—Le——z +
3 (- 5e)
jFi

RS

to—F 3 SipaFiypFa
(1 + Ze"’:)
j=1

L

Vol 1 ¥

Ny <1 + ie%)
Jj¥Fi

L

e'”y(l + Ze'/’f>

- JFe ) sip 4
(1 + ) e‘”i)

j=1

0* log p(x;;/F(y)) _ e¥i-ets sip # i
8l//,,al//.' (1 + ielllj>2
j=1

L
) ¥
& logp(xyFw) P W (1 tre )

ji=1
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De la definicion de ci (), con p, g = 1,2, ..., L, resulta:

W) = — Z pCxy/FW)) ————

- %6 5 loeplx,/F(W)

de forma que la matriz ') sera la de los elementos ci, () siguientes:

e'/’t<1 + ie‘”:)
chi(y) = izl

L 2
(1 . ew,-)
i=1

. Vi eV,
) = c) = ——— "~ conp #i
<1 + e'/’f)
J

)

i=1

. e'l’i-ezll’p
) = e conp# i
(1 i Ze*”:) -(1 N zw)
j=1 ifi
. ; e*"t'e'/’n-e*”a
c;)q('p) = c;p('p) = L L 2 con p # q 3 p’ q # l
(1 ; Ze*”i)(l ; Ze‘/U)
Fi =1

Denotando por R a la matriz esperanza de la I'(§) es evidente que
L .
= Z n; R
i=1

Asi pues, R’ sera la matriz de elementos ri, donde

o0l .
[ 2 A S1 p % i

e =y = T ) P = —

aoy(a, + 1)
o, + Dy, —o; + 1)

rop = [, () p(¥)-dy = sip# i

00000
o (o, + Dlotg — oy + 1)

rhe = Top = JCh (W) p(Y)-dy = sip#qyp.q#i
(xi(ao - ai)

fl = qu('l’) p(.l,) d'// = (a + 1)
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Finalmente, la matriz R sera la matriz de elementos r,,:

y la matriz T, + R tendrd como elementos s,, = r,, + t,, donde:

_me, — @) & meoiy + 1) 2o — )
(s;) = " oo, + 1 j;i (e, + Do, — a; + 1) o,
’ S.. = _gﬁ-’_—ni)aiﬁ i e o
T, + ) el D —a + ) g

Aplicando, pues, el teorema 3 resulta en ultimo término que

IT, + Rl

o,'|T, + R|
|T,| 2log =

L+1

Hai

i=1

I3E%(n), DXa)} ~ }log

y donde las matrices T, y R han quedado definidas en todo el desarrollo
anterior. .

Tal como era de esperar la coherencia de este resultado queda comproba-
da al aplicarlo al modelo binomial y ver la coincidencia con la aproximacion
obtenida para dicho modelo por Bernardo (1979). En efecto, considerando un
unico estrato y siendo la distribucion inicial una beta de parametros a; y a5,
resulta:

Aoy g0 - R = n.- 0q00
= = ; =n —
oy + oy 25 oco(ozo + 1)

de forma que

o + o oo o0
Iagf)roximada{E(nl)a Be(o,, o)} ~ élog ! 2 n, 1%2 it )
o0y 0(0(060 + 1) o,

n
= 1] 1+ —r
Zog( oc1+oc2+1>

resultado que coincide con la aproximacion obtenida por Bernardo (1979).
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