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Abstract 

Let H be a real separable Hilbert space and let B be the set of bounded linear operators on H. 
Ae B co-norm sums the ordered orthonormal basis of H, {e„; n e N} if 

In this paper the Fredhoim and semi-Fredholm operators on H are characterized as follows: 
^ is a Fredhoim operator if and only neither A nor A* co-norm sums any orthonormal basis of 

H. 
A is a. semi-Fredholm operator if and only if at least one of ^, ^4* does not co-norm sums any 

orthonormal basis or H. 

Sea H espacio de Hilbert, separable y real, B el conjunto de los operadores 
lineales acotados sobre H, A^ el rango de un operador ^ y ^ * el operador 
adjunto de A. 

Diremos que un operador A da co-sumabilidad absoluta en una base 
ortonormal ordenada de H, {e„; n e N} si 

V 1,, n 
¿, - m ^ j i < 00 

Observemos la importancia que juega el orden de la base; un operador 
puede dar co-sumabilidad absoluta en una base y no darla en una reordena
ción de la misma. 

Lema: Sea {a„; n e N} una sucesión acotada de números reales positivos, 
que contenga una sucesión parcial tendiendo a cero. Entonces existe una 
permutación a de N tal que 

neN'^ rU ^<"> 

Demostración: Considerar la partición de N dada por: 

N = MI) , «(2), ...} U {m(l), m(2), ...} 

cumpliendo: 

n{l) < n{2) < ... ; m(l) < m{2) < . . . 

¿¿)-=" 
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Para {a„; ne N} considerar la partición: 

{a„; neN} = {cCp^^y KeN} U {oCq^^y K e N} 

con 

p(l) < p(2) < . . . ; ^(1) < q(2) < .. 

y verificando 

Z ^p(K) < 00 
KeN 

lo cual siempre es posible por tener {a„; neN} una sucesión parcial tendiendo 
a cero. 

Denotando por a la permutación de N que verifica 

a{m(K)) = p{K) y (T(n(X)) = (̂JC) 

entonces: 

Teorema: Es condición necesaria y suficiente para que un operador Ae B 
no de a>-sumabilidad aboluta en ninguna base ortonormal de H, que sea de 
rango cerrado y núcleo de dimensión finita, esto es 

A^ = A^ y dim Ker yl < oo <=> X -IM^JI = oo,^{e„; neN} b.o.n. 
neN^ 

Demostración: Si A es inyectivo, para toda base ortonormal {e„; n e N}, 
{\\Ae,¡\; n e N} Qs doblemente acotado, con lo cual el resultado es evidente. 
Sea O i= dimen Ker ^ < oo. Para una base ortonormal dada S = {e„; neN}, 
sea S' la sucesión obtenida de S eliminando los posible ementos e. de Ker A 
(a lo más un número finito). 

Como S' n Ker >1 = <̂ , aplicando [2], son equivalentes las condiciones: 

a) Inf lUeJI = O 

b) 3 {(p,;, neN} base ortonormal de (Ker Ay con 

IníW A(p,¡\ = O 

Pero si sucediera b), el operador ^|(Ker/i)^ debería ser de rango no cerrado, 
y lo mismo le pasaría a A, lo que contradice la hipótesis. Luego 

Inf IMeJI > O y ^ - \\M¡\ = oo 
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Veámoslo por reducción al absurdo. Habrá dos casos: 

I) A^ f Â^ 

II) A^ = A^ y dimKer^ = oo 

y en ambos casos habrá que probar la existencia de una base ortonormal de H 
en que A dé cy-sumabilidad absoluta. 

Caso I. A^ 7̂  A^ 
En este caso sabemos por [2] que existe una base ortonormal {̂ „; n e N) 

de H cumpliendo 

\\Ae,\\ -^ O 

Entonces a la sucesión numérica {||y4e,J|; n e N] puede aplicársele el lema 
anterior y por ello existe o permutación de N tal que 

neN'^ 

Luego A da co-sumabilidad absoluta en la base ortonormal {e^ ; n e N}. 

Caso IL A^ = A^ y dim Ker = oo 
Si la codimensión de Ker^ es finita, el operador es de rango finito y la 

afirmación es trivial (base de vectores propios). 
Sea codimensión de Ker A infinita. Tomamos entonces {g,,; n e N} y 

{s,,; ne N}, bases ortonormales de Ker A y (Ker A)"^, respectivamente. Forma
mos la base ortonormal de H {e„; n e N} mediante 

^In = ^n ; Vn € iV 

Entonces la sucesión {||y4e,J|; n e N} tiene una sucesión parcial formada 
por ceros, luego aplicándole el lema anterior existe una permutación o át N 
tal que 

Un operador es de Fredholm si su rango es cerrado y de codimensión 
finita, y su núcleo de dimensión finita. Se llama de semi-Fredholm si, siendo el 
rango también cerrado, el núcleo es de dimensión finita o el rango es de 
codimensión finita. 
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Teniendo en cuenta que se cumple 

^A^ ^A^ ^A* = ^A* y dim(A^) = d imKer^ ' 

podemos afirmar: 

Teorema: 

a) Una condición necesaria y suficiente para que un operador A sea de 
Fredholm es que 4̂ y ^4* no den co-sumabilidad absoluta en ninguna b.o.n. 
deH. 

b) Una condición n. y s. para que un operador A sea de semi-Fredholm 
es que ^ o ^ * no dé co-sumabilidad aboluta en ninguna base ortonormal de 
H. 

Esto es: 

a) A de Fredholm o I - I I ^ ^ J I = 00 y Z - | U * e J l = 00 

V{e„; neN} base ortonormal de H 

b) A de semi-Fredholm 

X -lU^JI = 00 V{̂ „; neN} b.o.n. de H 
neN' 

E -WA^'eJl =00 V{e„; neN} b.o.n. de H 
L neN' 

Demostración: Basta tener en cuenta que: 

A de Fredholm 

r A^ = A^ y dim Ker ^ < oo 

t A^* = A^* y dim Ker ^4* < oo 

A de semi-Fredholm 

A^ = A^ydimKeryl < oo 

o 

A^* = A^* y dim Kerv4* < oo 

y aplicar al teorema anterior. D 
Teniendo en cuenta que se trata de caracterizaciones, por exclusión resulta 

A no es de Fredholm o .4 o /I * da co-sumabilidad absoluta 
en alguna base o.n. de H. 

A no es de semi-Fredholm o A y A* dan co-sumabilidad aboluta 
en alguna base o.n. de H. 
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