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Resumen

En este articulo se introduce un algoritmo para la resolucidon de ecuaciones funcionales con
varios términos no lineales. Se trata de un proceso iterativo y en cada etapa es preciso resolver
una ecuacion lineal. A modo de ejemplo, el algoritmo se aplica a la resolucién de una ecuacion
parabolica doblemente no lineal, que se utiliza como modelo del flujo de un gas a baja presion en
un conducto.

Abstract

In this paper an iterative algorithm for solving functional equations with several nonlinearities
is given. At each step a linear equation has to be solved. As an example, the algorithm is applied
to calculate the solution of a partial differential equation with two nonlinear terms. This equation
has been used as a model for low pressure gas flow in a pipe.

1. INTRODUCCION

Sean V, E; (i = 1, ..., m) espacios de Hilbert reales, 4 un operador lineal,
acotado, monodtono de V en V7, B, operadores lineales acotados de E; en V” (i
= 1, ..., m), G, operadores maximales monotonos en E, (i = 1, ..., m)y o;
numeros reales positivos (i = 1, ..., m).

En este articulo se estudia un método numérico para resolver la ecuacion:

Ay + Y o0BG(Ag'Bfy) e f [1.1]

i=1

donde Ay designa el isomorfismo canonico de E; en E..
El algoritmo propuesto puede utilizarse para resolver el problema:

0 0 [ou
éfﬂ(u) - G&’{&) = en [0, L] x [0, T] [1.2]
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ou
—aﬂ(g;(O, t)) = h(t) en [0, 7] [1.3]
u(L, t) = I(t) en [0, T] [1.4]
u(x, 0) = uy(x) en [0, L[ [1.5]

1
donde (1) = A4 2.
Estas ecuaciones modelizan el flujo a baja presion de un gas en un
conducto (Bamberger et al., Sorine y Soulas). En la seccion 4 presentamos los
resultados numéricos obtenidos para este problema.

2. DESCRIPCION DEL ALGORITMO

Sean w; nimeros reales, w; > 0 (i = 1, ..., m). Si y es solucion de la
ecuacion [1.1] deberdn existir elementos g; € E; tales que

9 € G(Ag'Bfy) — oAg'Bfy (i=1...,m) [2.1]
y ademas,
Ay + ZaiwiBiAE,lBi*y + Z Byg; = f [2.2]
i=1 i=1
Reciprocamente, si existen ye V'yq,€ E; (i = 1, ..., m) verificando [2.1]

y [2.2] entonces y es solucion de [1.1].
Por otra parte [2.1] equivale a (Bermudez y Moreno, 1981):

g = (G)PAL'Bfy + Ag) (=1,..,m [2.3]
para todo J, positivo tal que L, < 1.

En [2.3] (G)$: designa la aproximacion Yosida del operador (G)* = G; —
w,l;, es decir,

Gy = 1__—__1(.1);3 [2.4]
donde
(Ji)ﬁ:‘ = (Ii + 'li(G.')w‘)—l [2.5]

se denomina resolvente de (G;)*:

Para todos estas definiciones relativas a los operadores maximales mono-
tonos se podra consultar (Brézis, 1973) o (Pazy, 1971).

En virtud de las consideraciones anteriores, la ecuacion [1.1] equivale al
conjunto de las ecuaciones [2.2] y [2.3]. Esta nueva formulacion conduce a
considerar el siguiente algoritmo:



UN METODO NUMERICO PARA LA RESOLUCION DE ECUACIONES 487

Se parte de g) € E(i = 1, ..., m) cualesquiera. En la iteracion n-sima,

conocidos y" !y gi(i = 1, ..., m) se determinan y", ¢'*'(i = 1, ..., m), tales
que:
m m
Ay" + zaiwiBiAE,.lB?:y" + ZaiBiqg =f [2.6]
i=1 i=1
@ = GIPNE'BYY +Ag) i=1,...m [2.7]

Observacion 2.1. El interés del algoritmo descrito reside en el hecho de
que la ecuacion [2.6] es lineal y el operador 4 + Z awBAE !B} no depende

de n. Por otra parte, en la mayoria de las apllcamones los operadores (G; )5 se
pueden determinar explicitamente. Tal es el caso del problema menmonado en
la introduccion.

Observacion 2.2. Param = 1y «; = 1, el algoritmo [2.6]-[2.7] ha sido
introducido en (Bermudez y Moreno, 1981), donde se aplica a la resolucion de
inecuaciones variacionaleés que aparecen en problemas de plasticidad. Otras
aplicaciones pueden encontrarse en (Saguez y Larrecq, 1979), (Bermudez y
Moreno, 1980) y (Bermudez y Viaifio, 1981).

3. CONVERGENCIA

En esta seccion supondremos que la ecuacion [1.1] tiene al menos una
solucion, y probaremos un resultado de convergencia para el algoritmo [2.6]-
[2.7].

Previamente una definicion. Se dice que un operador G en un espacio de
Hilbert E verifica la hipotesis H si cuando

X, x € D(G), z, € Gx,, z € Gx, {z,} acotada,
(H) {x,} — x débilmenteen Ey (z, — z, x, — x) —0

necesariamente x = X

1
Proposicion 3.1.  Sea A, = f_(i =1, ..., m). Supongamos que se cumple
;
una de las siguientes hipotesis:
1) A es coercivo.
ii) Existe j, 1 <j < mtal que BAg E, !B} es un isomorfismo de ¥ en V7,
G; verifica (H) y es univoco sobre A E, B}y (siendo y la solucién de

[£.1)).

Entonces se tiene:

a) Las sucesiones {q},.y | < i < m son acotadas.
b) {y"} converge a y en V con la topologia fuerte [si se verifica i)] o débil
[si se verifica ii)].
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Demostracion: Utiliza las ideas contenidas en (Bermudez y Moreno,
1980) y especialmente el siguiente resultado:

Lema 3.1. Sea G un operador maximal mondtono en un espacio de

. , . 1
Hilbert E. Sean A y w nimeros no negativos tales que do < 5 Entonces se

tiene:

1
IG9x;) — GAx)I* < IGUxy) — GAxI* + ?{J‘j’(xl) — Jx)l* +

2
+ E(G(f(xl) = G{x,), Jxyp) — Jw(xz)) 2 le - x2|2

para x;, x, € E [3.1]

La demostracion de este lema puede verse en (Bermudez y Moreno, 1980).
Mediante [3.1] no es dificil obtener a partir de [2.3] y [2.7] lo siguiente:

m

e A
Lapld™ = aly, < Loy Digrr — afy, +

i= i=1
+ Zl(Ji)(i:‘(A;:iIBi:'{y“ + Agi) — (Ji)()ﬁ‘(AEilBi*y + /liqi)[%l. +
i=1 ,

+ Yoddi — g UDPAE'BYY' + Ag)) — DPAE'BEY + AgD))g, =
i=1

7By — By + Y oBFy' T BFy, 4 — 4, +

1 i i=1

Il
Nk

i

3

A
+ Lola — al, 3.2]
Por otra parte, restando [2.2] de [2.6] se obtiene:
Lou(BrY" = By, ¢ — a)ge, = —(A0" = »¥" = y) =
i=1

- Z '|B* " — BYiE [3.3]
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Utilizando esta expresion en [3.2] resulta:

n+1

“ (qn+1

Ms

q; E, < Z“: llq - ‘Iiﬁz,. +

i

i=1

+

Ms

1

A
2
1
( P+ ﬂ(Ji)z(Ag“B?y" + l,-qi) -4 —

1 - n n
- Z—L(J,-)‘i:i(AEI_’Bi*y + 44); (Ji)(i:‘(AEilBi’ky + Agi) —
< A’i n
— UDAE'BYy + iiqi)> = —(40" = », y" =) + Yesla — af
i=1
(3.4]

De la desigualdad precedente se deduce el caracter mondtono decreciente
de la sucesion:

mooa
{Z alg — qilz}
i=1 neN

y, por tanto, su convergencia.
Pasando ahora al limite en [3.4] se obtiene:

{40" =y, y" =} —0 [3.5]

{<qn+1 + ——(J) (AEIB*yn + Alq) — q'
(J IPUAE'BEy + Xg), URAAL'BHY" + 4g)) —

— U)(A;'Bry + z,q))} [3.6]

Si A es coercivo entonces [3.5] implica la convergencia fuerte de la
sucesion {y"} a y.

Alternativamente, supongamos ahora que se verifica la hipotesis ii).
Vamos a probar en primer lugar, que se tiene,

{J )ﬁ’:(AEj‘B*y" + Ag)} — Agj‘B;"y, débilmente en E; [3.7]

{¢)} - G (AE‘B*y) - a)AE‘B*y, débilmente en E; [3.8]
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En efecto, sea x un punto de acumulacién débil de la sucesién acotada
- 1 * . . ’ .’ - .
{(J j)i‘;l (A g, Bfy" + A4} nen- Existird una subsucesion convergente a x, sea:

{(Jj)(,fj’(AEle;kyn' + j-ﬂ;"')}reN

Se definen los elementos x,, z,, x, z del siguiente modo:

X, = U)AE' By + gl [3.9]
z, = ¢ + oU)UAAE'BFy"™ + Ag}) [3.10]
x = (J)PAE'B}y + Ag) = Ag'Bfy [3.11]
z = q; + oJ)PAAEB}y + A4) [3.12]

se tiene entonces:

x,, x € D(G)), z, € G{(x,), {z,} acotada, z € Gx

{@ — 2z x, —2)} >0 (por [3.6])
Por consiguiente, como G; satisface la hipotesis (H), se deduce:

£ = U)PAL'BYy + 4a)

J

Con objeto de obtener [3.8] vamos a probar que G{(Ag'Bfy) —
- ijEj‘BJ’."y es el unico punto de acumulacion débil de la sucesion {g}}.

En efecto, sea g un punto de acumulacion débil de {g}} y {g]},ey una
subsucesion tal que

{q’} — g débilmente en E, (3.13]

Se tiene entonces la siguiente situacion:

1 _ _ B _ B .
qy + S UDHAE By + Agir™) € GUIAAE By + A4j)
! [3.14]
qp + wj(Jj)‘,{;f(Agj‘B}"y"'_l + g7 ) —>q + ijEle}“y [3.15]
débilmente en E;.

UP3AAg By~ + Agj™) — Ag /By [3.16]
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débilmente en E;.
(4 + UG By~ + Ag™h, DAL Byt + 2q~h) —
—(q + a)jAgle}"y, Agle;"y) [3.17]
(esto ultimo se deduce de [3.6]).

De [3.14]-[3.17] se deduce, utilizando un resultado bien conocido de
operadores maximales monotonos (Brézis, 1973, prop. 2.5), la igualdad:

q; + ijgj‘B;"y =Gj(Agj1B;."y) [3.18]
y por consiguiente:
{¢}} — G(Ag'B*y) — wAg'B}y (3.19]
Finalmente, [2.7] y la definicion [2.4] implican

AE'BYY' = M@ — q) + U)PAF'Bly + 4g)  [3.20]

J J

lo cual, junto con los resultados ya obtenidos, prueba que
{AgBfy"} — Ag/Bfy débilmente en E; [3.21]

de donde se deduce la convergencia débil de la sucesidn {y"} a y, puesto que
B;Ag,'Bj es un isomorfismo.

4. RESULTADOS NUMERICOS

En esta seccion se utiliza el algoritmo [2.6]-[2.7] para resolver el problema
[1-2]-[1.5].

Estas ecuaciones han sido obtenidas por (Bamberger et al.) a partir de
otras que modelizan el flujo a baja presion de un gas en un conducto. En
(Bamberger et al. ) puede encontrarse un estudio tedrico, asi como un método
para la resolucion numérica que emplea el algoritmo de Newton.

Supondremos en adelante que en [1.4] la funcion [ es idénticamente nula.
Tal situacion puede conseguirse realizando una translacién adecuada.

Una vez que la formulacion variacional de las ecuaciones [1.2]-[1.5] se
semidiscretiza en la variable tiempo, mediante un esquema implicito, se
obtiene (k = Ar):

JLﬂ(ur+l) - B(u')vdx g JLﬁ<du,+,> dv I =

o  k o "\Udx Jax

L
= J grevdx + h,,v(0) paratodoveV [4.'1]
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donde V es el espacio funcional definido por:
V ={ve HO,L):v(L) = 0} [4.2]

Para cada r fijo la ecuacion [4.1] es del tipo [l.1] y corresponde a las
elecciones:

A=0 s m =2 M E1=E2=L2(O,L)

G, = B(v(x)) ; G, =G,

3 0y = 0 [43]

x| -

o =

B, = inyeccion de L*(0, L) en V’

dv
*
B¥(v) = dx
y f definida del siguiente modo:
L

f, py = j

0

1
(Eﬁ(u,) + g,H)v dx + h,.,v(0) paratodoveV [4.4]

Por consiguiente, el algoritmo [2.6]-[2.7] se escribe en este caso asi:

— Sean ¢?, ¢9 funciones arbitrarias de L*(0, L).
— Enel paso n-simo, conocidos ¢!, g4, se determinan u", |, ¢!, g5*! de
la forma siguiente: u”,, es la solucion del problema lineal.

w, (£ du’,, dv 1 (L
TIL uyvdx + a)zaL dxl dxdx = _EJ; qivdx

L dv Ln
—GJ d—dx + j (Eﬂ(u,) + g,H)vdx + h,,,v(0) paratodoveV
[4.5]

y a continuacion
ai*! = By s +2,47) [4.6]

g = /3“’2( Ly MZ) [4.7]
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donde
\/( y >2+4 X _/1+2wx
1 — Aw lz—lw 1 — lw six >0
Bix) = [4.8]
\/<1 1,1 >2"41—x,1 +111_—2;)x
_ d 5 d @ six <0

Notese que [4.5] es la formulacion variacional del problema lineal:

) d*u! 1 dq r
71u¢+1 — W0 dx;l = _E‘h + adxz + Eﬁ(ur) t 8re1 [4.9]
d n
~@,00) ~ 0g3(0) = by [4.10]
X
Uy (L) =0 [4.11]

Por otra parte, teniendo en cuenta [2.1] se tiene:

Buis1) = g1 + oy, [4.12]

du; du)
oﬁ(ﬁ) = a<q2 + wzwﬂ) [4.13]

En [4.12] y [4.13] los términos del primer miembro tienen un significado

asi como

. . ., duy .
fisico preciso: B(u,,) es la presion y of8 d;H es el flujo. De este modo las
X

igualdades [4.12] y [4.13] dan un método para calcularlos como subproducto
de [4.5]-[4.7].
Para probar el algoritmo [4.5]-[4.7] se han tomado los siguientes datos:

x +1 _ t + 1
2Jt+ 1 J20 + Dx + 1)

h(t) = — /2t + 2

) = 4@ + 1)

L=1,; v =1 ; gx,1t) =

ug(x) = (x + 1)?



