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Resumen 

En este articulo se introduce un algoritmo para la resolución de ecuaciones funcionales con 
varios términos no lineales. Se trata de un proceso iterativo y en cada etapa es preciso resolver 
una ecuación lineal. A modo de ejemplo, el algoritmo se aplica a la resolución de una ecuación 
parabólica doblemente no lineal, que se utiliza como modelo del flujo de un gas a baja presión en 
un conducto. 

Abstract 

In this paper an iterative algorithm for solving functional equations with several nonlinearities 
is given. At each step a linear equation has to be solved. As an example, the algorithm is applied 
to calculate the solution of a partial differential equation with two nonlinear terms. This equation 
has been used as a model for low pressure gas flow in a pipe. 

1. INTRODUCCIÓN 

Sean F, £• (i = 1, . . . , m) espacios de Hubert reales, A un operador lineal, 
acotado, monótono de V en V\ J3¿ operadores lineales acotados de £¿ en V (i 
= 1, . . . , m), Gi operadores maximales monótonos en £. (f = 1, . . . , m) y a¿ 
números reales positivos (i = 1, . . . , m). 

En este artículo se estudia un método numérico para resolver la ecuación: 

m 

Ay + Y.^iBiGi{\-E^Bfy)sf [1.1] 
i - 1 

donde A^ designa el isomorfismo canónico de E^ en E[. 
El algoritmo propuesto puede utilizarse para resolver el problema: 

j^m - <^-^fi(^) =g en [O, L] X [O, T] [1.2] 
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-(r^[^iO,t)] = h(t) en [O, T] [1.3] 

u(L, t) = m en [O, T] [1.4] 

w(x, 0) = Uo(x) en ]0, L[ [1.5] 

donde jS(/l) = X\X\-2, 
Estas ecuaciones modelizan el flujo a baja presión de un gas en un 

conducto (Bamberger et al, Sorine y Soulas). En la sección 4 presentamos los 
resultados numéricos obtenidos para este problema. 

2. DESCRIPCIÓN DEL ALGORITMO 

Sean CÜ¿ números reales, a)¿ > O (i = 1, . . . , m). Si j ; es solución de la 
ecuación [1.1] deberán existir elementos q^ e £¿ tales que 

q, e G^iAË^'B^y) - co.Kl^Bfy (i = 1 . . . , m) [2.1] 

y además, 

m m 

Ay + l^oc^cOiBAE'Bry + T^oc^B^q, = / [2.2] 
í = l í = l 

Recíprocamente, si existen y e Vy q^e E^ii = 1, . . . , m) verificando [2.1] 
y [2.2] entonces y es solución de [1.1]. 

Por otra parte [2.1] equivale a (Bermúdez y Moreno, 1981): 

q, = iG,)XiAE^'Bry + A,̂ ,) (í = 1, . . . , m) [2.3] 

para todo A¿ positivo tal que A¿a)¿ < 1. 
En [2.3] iG¡)f designa la aproximación Yosida del operador (G,)^' = G¿ -

co/f, es decir, 

(G.)a,, = _L_kVA, [2.4] 

donde 

(j,)̂ ^ = (/, + m^rr' [2.5] 

se denomina resolvente de (GÍ)^K 

Para todos estas definiciones relativas a los operadores maximales monó
tonos se podrá consultar (Brézis, 1973) o (Pazy, 1971). 

En virtud de las consideraciones anteriores, la ecuación [1.1] equivale al 
conjunto de las ecuaciones [2.2] y [2.3]. Esta nueva formulación conduce a 
considerar el siguiente algoritmo: 
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Se parte de g? G £¿(i = 1, . . . , m) cualesquiera. En la iteración n-sima, 
conocidos y"~^ y q"(i = 1, . . . , m) se determinan y", qi^\i = 1, . . . , m), taies 
que: 

m m 

Af + Ia,co,B,A¿/B*j;« + l^afi^ = / [2.6] 

^^' = (G,)Í;<A¿/5f/ + X^ i = 1, . . . , m [2.7] 

Observación 2.1. El interés del algoritmo descrito reside en el hecho de 
m 

que la ecuación [2.6] es lineal y el operador A -^ Y, ^fi^fiAE^^f ^^ depende 
i = i 

de n. Por otra parte, en la mayoría de las aplicaciones los operadores {G^f^ se 
pueden determinar explícitamente. Tal es el caso del problema mencionado en 
la introducción. 

Observación 2.2. Para m = 1 y ai = 1, el algoritmo [2.6]-[2.7] ha sido 
introducido en (Bermúdez y Moreno, 1981), donde se aplica a la resolución de 
inecuaciones variacionales que aparecen en problemas de plasticidad. Otras 
aplicaciones pueden encontrarse en (Saguez y Larrecq, 1979), (Bermúdez y 
Moreno, 1980) y (Bermúdez y Viaño, 1981). 

3. CONVERGENCIA 

En esta sección supondremos que la ecuación [1.1] tiene al menos una 
solución, y probaremos un resultado de convergencia para el algoritmo [2.6]-
[2.7]. 

Previamente una definición. Se dice que un operador G en un espacio de 
Hilbert E verifica la hipótesis H si cuando 

x„, X G J5(G), z„ G Gx„, z e Gx, {z„} acotada, 

(H) {x„} —> X débilmente en £ y (z„ - z, x„ - x) ~> O 

necesariamente x = x 

Proposición 3.1. Sea A.. = -—(í = 1, . . . , m). Supongamos que se cumple 
2cOí 

una de las siguientes hipótesis: 

i) A es coercivo. 
ii) Existe j , 1 ^ j ^ m tal que BjA^^Bf es un isomorfismo de V en V\ 

Gj verifica (H) y es unívoco sobre A^^Bfy (siendo y la solución de 
[1.1]). 

Entonces se tiene: 

a) Las sucesiones {q'DneN 1 ^ ¿ < 'w son acotadas. 
b) {y"} converge a 3; en F con la topología fuerte [si se verifica i)] o débil 

[si se verifica ii)]. 
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Demostración: Utiliza las ideas contenidas en (Bermúdez y Moreno, 
1980) y especialmente el siguiente resultado: 

Lema 3.1. Sea G un operador maximal monótono en un espacio de 

Hilbert E. Sean Ày co números no negativos tales que Àœ ^ -• Entonces se 

tiene: 

\G%xO - G%X2r ^ \G%x,) - Gf{x,)? + ^J%x,) - Jfix^)? + 

+ \{Gf{xd - Gffe), Jf{x,) - JfiX2)) = ^\x, - X2? 

para Xj, X2 e E [3.1] 

La demostración de este lema puede verse en (Bermúdez y Moreno, 1980). 
Mediante [3.1] no es difícil obtener a partir de [2.3] y [2.7] lo siguiente: 

m 2 ^ 2 

m m 

1 = 1 

1 = 1 í í = l 

m 1 

+ Zoe,.-̂ k;' - ^ J i [3.2] 
i = l ^ 

Por otra parte, restando [2.2] de [2.6] se obtiene: 

m 

S a¡(Bfy" - Bry, q'i - q^EiE, = '(My" ~ y\ y" - y)-

I;^|B,*y - Bry\l: [3.3] 
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Utilizando esta expresión en [3.2] resulta: 

¡= i ^ ¡= i ^ 

n •"! 

\ ' " 1 
- iJuíi^i^Bfy + Xiq¡)\ = - ( . 4 ( / - y), y" - y) + I<x¡^k;' - «¡I 

2 

[3.4] 

De la desigualdad precedente se deduce el carácter monótono decreciente 
de la sucesión: 

[to^hq'l - q^'\ 
0=1 ^ )neN 

y, por tanto, su convergencia. 
Pasando ahora al límite en [3.4] se obtiene: 

{Aiy" - y),y" - y)}-^0 [3.5] 

_l_ 
2l^ qr' + :^iJi)Xi^Ë'Bry" + M'í) -qi-

- ^iJi)%i^Ê'Bry + X,q,), {J¡fff,hl^Btf + X,q'¡) -

- Q,)XiAE^'Bry + X,q)\\^0 [3.6] 

Si A es coercivo entonces [3.5] implica la convergencia fuerte de la 
sucesión {y"} a y. 

Alternativamente, supongamos ahora que se verifica la hipótesis ii). 
Vamos a probar en primer lugar, que se tiene, 

{(J)fj(AË^'Bfy" + ljq-¡)} -^ A^^Bfy, débilmente en Ej [3.7] 

y 

{q'j} -^ GjiAË^Bfy) - (o¡AE¡Bfy, débilmente en E^ [3.8] 
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En efecto, sea x un punto de acumulación débil de la sucesión acotada 
{Qj)ff i^E^^fy'' + ^fiPÍneN' Existirá una subsucesión convergente a jc, sea: 

Se definen los elementos x ,̂ ẑ , x, z del siguiente modo: 

X, = (Jj)liAE^Bfy''' + Xjq]') [3.9] 

z, = q"'^' + 0)jiJj)liAE;Bfy"' + A^qf) [3.10] 

X = iJj)ff(AÊ^'Bfy + Xfij) = KllBfy [3.11] 

z = q¡ + Q}j(Jj)fj(AÊlBfy + Xfl¡) [3.12] 

se tiene entonces: 

x„ X e DiG¡), z, e Gjix^), {z,} acotada, z e Gx 

y 

{(z, - z, X, - z)} ^ O (por [3.6]) 

Por consiguiente, como Gj satisface la hipótesis (H), se deduce: 

X = (Jj)fi(AËlBfy + Xjqj) 

Con objeto de obtener [3.8] vamos a probar que GjiA^^Bfy) — 
— (OjA^^Bfy es el único punto de acumulación débil de la sucesión {q]'}. 

En efecto, sea q un punto de acumulación débil de {q'l} y {q]'}reN ^^^ 
subsucesión tal que 

{q]r} -> q débilmente en Ej [3.13] 

Se tiene entonces la siguiente situación: 

«."' + ^iJAKAE^Bfy"'-' + A,^?'-') e G,((J,.)^<A¿;B;y"-' + A,g,?-')) 

[3.14] 

q]' + (Oj(Jj)liAE^'Bfy"'-' + Xflf-') "^ ? + (^AÊ'Bfy [3.15] 

débilmente en Ej. 

{Jj)X<AÊlBfy]r-^ + Xflf-') ^ Al¡Bfy [3.16] 
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débilmente en Ej. 

~^iq + (OjAË^'Bfy, AÊ^'Bfy) [3.17] 

(esto último se deduce de [3.6]). 

De [3.14]-[3.17] se deduce, utilizando un resultado bien conocido de 
operadores maximales monótonos (Brézis, 1973, prop. 2.5), la igualdad: 

qj + cojAË^'Bfy = G/A^/B/y) [3.18] 

y por consiguiente: 

{q]} -> G(A¿;B*y) - cDjAÊ^'Bfy [3.19] 

Finalmente, [2.7] y la definición [2.4] implican 

AÊ^'Bfy" = Xjiqf' - q'¡) + (Jj)ffAÊ;Bfy + Xjq'}) [3.20] 

lo cual, junto con los resultados ya obtenidos, prueba que 

{AË^^Bfy"} -> Al^BJy débilmente en E^ [3.21] 

de donde se deduce la convergencia débil de la sucesión {y"} a y, puesto que 
BjA^^Bf es un isomorfísmo. 

4. RESULTADOS NUMÉRICOS 

En esta sección se utiliza el algoritmo [2.6]- [2.7] para resolver el problema 
[1-2]-[1.5]. 

Estas ecuaciones han sido obtenidas por (Bamberger et al.) a partir de 
otras que modelizan el flujo a baja presión de un gas en un conducto. En 
(Bamberger et al.) puede encontrarse un estudio teórico, así como un método 
para la resolución numérica que emplea el algoritmo de Newton. 

Supondremos en adelante que en [1.4] la función / es idénticamente nula. 
Tal situación puede conseguirse realizando una translación adecuada. 

Una vez que la formulación variacional de las ecuaciones [1.2]-[1.5] se 
semidiscretiza en la variable tiempo, mediante un esquema implícito, se 
obtiene {k = Ai)-

^M^.+ i) - P(u,) 
Vdx + (T 

L du^+i\ dv 
Q \ dx ) dx 

L 

g^+ivdx + h^+iv(0) para todo v e V [4.1] 
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donde V es el espacio funcional definido por: 

V = {VE H'(0, L) : v{L) = 0} [4.2] 

Para cada r fijo la ecuación [4.1] es del tipo [1.1] y corresponde a las 
elecciones: 

A = O ; m = 2 ; E^ = E2 = L^O, L) 

G,{v){x) = p{v{x)) ; G2 = G, 

1 
ai = «2 = <T [4.3] 

JSj = inyección de L^(0, L) en V 

dv 
B'M ' j-^ 

y/definida del siguiente modo: 

(/. v)v'v Tpiur) + gr+1 ]vdx + A.+ i^O) para todo v e V [4.4] 

Por consiguiente, el algoritmo [2.6]- [2.7] se escribe en este caso así: 

— Sean q^, q^ funciones arbitrarias de L^(0, L). 
— En el paso n-simo, conocidos q'¡, ql, se determinan u%i, 3Ï'^S qz^^ de 

la forma siguiente: u% i es la solución del problema lineal. 

— u"+iVdx + C02(T 
k IQ Jo dx 

— d - - -
dx k 

q\v dx 

*̂  dv f^ / l 
~^ \ ^2T~^^ + ri5(w^) + g^+i bdx + /í^+iü(0) para todo i; e F dx o \k 

[4.5] 

y a continuación 

qV' = PtiK^i +K(i"ù 

«r* p %, dx + ^2^2 

[4.6] 

[4.7] 
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donde 

l( ^ Y 
VVi - W 

l( ^ Y 
\l\l - ^oj) 

1 4 
1 — /Ico 
2 

- 4 ^ 
1 — Acó 

— 

-f-

A 4- 2cox 
1 — Acó 

A — 2cox 

1 — Acó 

si X ^ O 

Pfi^) = { [4.8] 

si X ^ O 
2 

Nótese que [4.5] es la formulación variacional del problema lineal: 

u%, - oi^a-j^ = --q'¡ + a-^ + -m) + Sr^i [4-9] 

-W2cr^^{0) - oqm = K^, [4.10] 
dx 

u%m = 0 [4.11] 

Por otra parte, teniendo en cuenta [2.1] se tiene: 

jSKVi) = ^1 + ojiuU, [4.12] 

así como 

. , ( ^ ) = , ( . . » / - ^ ) KB, 

En [4.12] y [4.13] los términos del primer miembro tienen un significado 

físico preciso: piu%i) es la presión y api j^^M es el flujo. De este modo las 

igualdades [4.12] y [4.13] dan un método para calcularlos como subproducto 
de [4.5]-[4.7]. 

Para probar el algoritmo [4.5]-[4.7] se han tomado los siguientes datos: 

r 1 1 / X ^ + 1 í + 1 
L = 1 ; V = 1 ; g{x, t) = — , 

2^t + 1 ^2(t + l)(x + 1) 

h(t) = -y/2t + 2 

/(O = 4(í + 1) 

UQ(X) = (X + 1)̂  


